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G. Enxsrrôm: Über Probleme der mathematischen Geschichtsschreibung. 1 


Über Probleme der mathematischen Geschichts- 
schreibung. 


Von G. ENESTRÖM in Stockholm. 


Wie jede andere historische Wissenschaft hat auch die mathematische 
Geschichtsschreibung teils ein besonderes Material zu sammeln, teils das- 
selbe nach gewissen Grundsätzen zu ordnen, und wenn die Grundsätze 
leicht anzuwenden sind, kann die Reihenfolge der Bestandteile des Materials 
im großen und ganzen als eindeutig bestimmt betrachtet werden. Denken 
wir uns zum Beispiel, daß das Material aus Sätzen über Thetafunktionen, 
die im 19. Jahrhundert veröffentlicht worden sind, besteht, und nehmen 
wir an, daß diese chronologisch nach den Druckjahren der Schriften, in 
denen sie zuerst veröffentlicht wurden, geordnet werden sollen, so bietet 
die Arbeit, sobald das ganze Material gesammelt und mit den nötigen 
Angaben versehen worden ist, kaum irgendwelche Schwierigkeiten dar. 
Fordert man dagegen, daß die Sätze alphabetisch nach den Namen der 
ersten Entdecker geordnet werden sollen, wird die Sache schon ein 
wenig verwickelt, denn bevor man das Ordnen beginnen kann, muß man 
in gewissen Fällen besondere Untersuchungen anstellen, die vielleicht nicht 
immer zu einem sicheren Ergebnis führen. Noch verwickelter wird die 
Arbeit, wenn man z. B. verlangt, daß die Bedeutung der Sätze für die 
Funktionentheorie bei ihrem Ordnen in Betracht gezogen werden soll, so 
daß die wichtigsten Sätze eine besondere Abteilung bilden. In diesem und 
ähnlichen Fällen müssen also gewisse Fragen erledigt werden, bevor die 
eigentliche historische Darstellung in Angriff genommen werden kann, 
und diese Fragen nenne ich Probleme der mathematischen Geschichts- 
schreibung. 

Man sieht sofort ein, daß diese Probleme nicht nur von der Art 
des Materials, sondern auch von dem Zweck der Darstellung abhängen, 
und je wichtiger das Ergebnis ist, das man durch die historische Dar- 
stellung erzielen will, um so schwieriger werden die Probleme, die zu 
lösen sind. Bezweckt man beispielsweise, zu ermitteln, was die mathe- 
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matischen Theorien für die Kultur bedeutet haben), sind die Schwierig- 
keiten meines Erachtens so groß, daß es noch nicht der Mühe lohnt, 
auch nur einen Versuch zu machen, sie zu besiegen”) Um nur auf eine 
einzige Schwierigkeit aufmerksam zu machen, bemerke ich, daß man vor- 
läufig das folgende Problem lösen muß: „Vorausgesetzt, daß ein wesent- 
licher Teil der Geistesarbeit, die bisher für die Entwickelung der mathe- 
matischen Theorien verwendet worden ist, einem anderen Gebiete der 
Kultur zu Nutzen gekommen wäre, wie würde unsere Kultur dann aus- 
sehen?“, und dieses Problem ist meiner Ansicht nach bis auf weiteres 
unlösbar. Aber dann ist es ja nicht einmal möglich, zu entscheiden, ob 
im großen und ganzen die Mathematik für die Kultur nützlich oder 
schädlich gewesen ist. 

Ein anderes wichtiges Problem der mathematischen Geschichts- 
schreibung, das tatsächlich gestellt worden ist, bezieht sich auf die Ent- 
wickelung und den Verfall der griechischen Mathematik. Das Problem 
lautet?): „Welches waren die Ursachen des Verfalles der griechischen 
Mathematik, und welche Maßregeln sollten also ergriffen werden, um für 
die Zukunft einen ähnlichen Verfall der mathematischen Forschungsarbeit 
zu vermeiden?“ Auch dieses Problem möchte ich als bis auf weiteres un- 
lösbar bezeichnen, und sogar wenn man annimmt, daß der erste Teil des 
Problems erledigt werden kann, stelle ich in Abrede, daß man daraus 
schließen darf, wie die zweite Frage beantwortet werden soll. 


Allerdings können geistreiche Verfasser, wenn sie auf dem mathe- : 


matisch-historischen Gebiete sachkundig sind, interessante Bemerkungen 
über Probleme der soeben genannten Art bringen, aber im allgemeinen 
ist es dringend zu empfehlen, sich auf die Behandlung einfacherer Pro- 
bleme zu beschränken. Schon bei der Bearbeitung einer Entdeckungs- 
geschichte der Mathematik treten sehr oft Fragen auf, die Probleme 
genannt werden könnten. Teils sind die Quellenwerke, aus denen der 
Rohstoff entnommen werden soll, oft unvollständig oder unzuverlässig, 


tells haben die früheren Arbeiter auf dem mathematisch-historischen : 


Gebiete nicht selten das von ihnen benutzte Material unkritisch oder 
nachlässig bearbeitet. Im letzten Falle kann die Frage durch Zurück- 





1) Vgl. Coxran H. Mürrer, Studien zur Geschichte der Mathematik insbesondere 
des mathematischen Unterrichts an der Universität Göttingen im 18. Jahrhundert ; 
Abhandl. zur Gesch. d. mathem. Wiss. 18, 1904, 8. 63. 

2) Vgl. G. Eneström, Über planmäßige Arbeit auf dem mathematisch -historischen 
Forschungsgebiete; Biblioth. Mathem. 8,, 1907/8, 8. 11. 

3) Siehe P. Tannery, Le vrai probleme de l’histoire des mathématiques anciennes ; 
Bullet. d. sc. mathém. 9,, 1885, S. 104—120. Wieder abgedruckt: La géométrie 
grecque, Paris 1887, S. 1—17. 
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gehen auf die Quellen erledigt werden, aber viel schwieriger wird natürlich 
die Sache, wenn die Quellen selbst unvollständig oder unzuverlässig sind 
oder auf mehr als eine Weise gedeutet werden können. 

Besonders häufig kommen die Probleme in der Entdeckungsgeschichte 
der Mathematik des Altertums vor, und ihre Erledigung erfordert im 
allgemeinen besondere philologische oder literaturhistorische Kenntnisse. 
Oft genügen auch nicht solche Kenntnisse, um die Probleme endgültig 
zu lösen, z. B. in betreff der Fragen: Hat Pyruacoras den pythagoreischen 
Lehrsatz gekannt? Wann lebte Heron? Was meinte Evuxrives mit der 
4. Definition des 1. Buches der Elemente: „Die Gerade ist die Linie, die 
auf gleiche Weise (25 icov) in betreff ihrer Punkte gelegen ist“ Die 
letzte Frage ist besonders interessant, weil es sich herausgestellt hat, daß 
die wahre Bedeutung des Ausdruckes && loov schon zu Zeiten des ProkLos 
verloren gegangen war. Auch in der Entdeckungsgeschichte der Mathe- 
matik des Mittelalters spielen die Probleme zuweilen eine wichtige Rolle; 
ich brauche nur beispielsweise auf die folgenden Fragen hinzuweisen: 
Wann lebte Jorpanus Nemorarius? Und welches ist die von ihm verfaßte 
Algorismusschrift? Hinsichtlich der ersten Frage ist es bis auf weiteres 
zweifelhaft, ob sie jemals befriedigend erledigt werden wird, und für die 
definitive Beantwortung der zweiten Frage ist noch nicht genügendes 
Material gesammelt worden. 

Dagegen werden Probleme, die von der Natur der Quellen abhängen, 
um so seltener, je mehr man der Neuzeit näher rückt, weil die Quellen- 
werke immer vollständiger und zuverlässiger werden. Allerdings kann 
auch die Entdeckungsgeschichte der modernen Mathematik Probleme 
dieser Art bieten, die nicht ganz leicht gelöst werden dürften, und hier 
unten bringe ich einen Beleg dafür. 

Vor einiger Zeit bemerkte ich in einem kleinen Artikel über die 
Geschichte der krummlinigen Koordinaten‘), daß es am richtigsten sein 
dürfte, diese Geschichte mit Gauss beginnen zu lassen. Die Bemerkung 
veranlaßte einen geschätzten Mitarbeiter der Bibliotheca Mathematica 
mir brieflich mitzuteilen, er halte für sehr wahrscheinlich, daß schon 
Evrer krummlinige Koordinaten benutzte und er verwies mich auf eine 
Stelle der Eurerschen Adversaria. An der fraglichen Stelle?) bezeichnet 
Evrer die Koordinaten eines beliebigen Punktes einer gegebenen Fläche 
durch #, u, v und bemerkt, daß jede dieser drei Größen als Funktion 
von zwei anderen voneinander unabhängigen Veränderlichen r und s aus- 


1) G. Enzström, Über das angebliche Vorkommen krummliniger Koordinaten bei 
LE1BnIz; Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, 8. 47. 
2) L. Eurer, Opera postuma 1, Petropoli 1862, S. 494 — 496. 
1* 
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gedrückt werden kann. Ferner betrachtet Eurer zwei Punkte r und s der 
gegebenen Fläche, und nimmt an, daß für den Punkt r nur die Größe pr, 
für den Punkt s nur die Größe s variabel sei. Dann hat in Wirklichkeit 
der Ort des Punktes r die Gleichung s = Konst., der Ort des Punktes s 
die Gleichung r — Konst.; diese Örter sind also tatsächlich zwei Parameter- 
linien der gegebenen Fläche und die Veränderlichen r, s folglich krumm- 
linige Koordinaten. Anderseits deutet Eurer selbst nicht mit einem einzigen 
Worte an, daß er diese Veränderlichen als räumliche Gebilde betrachtet. 
Wenn man Evrer auf Grund der fraglichen Stelle die Benutzung krumm- 
liniger Koordinaten zuschreiben will, muß man also seinen Worten einen 
Sinn geben, der nicht ausdrücklich darin enthalten ist, und die Frage 
ist: „Kann man annehmen, daß Ever nicht selbst die wahre geometrische 
Bedeutung der Veränderlichen r und s erkannt hat?“ Ein moderner 
Mathematiker muß geneigt sein, diese Frage sofort mit Nein zu beantworten, 
für den Historiker enthält sie ein Problem, das freilich nicht wie die 
Fragen der älteren Entdeckungsgeschichte der Mathematik durch philo- 
logische oder literarhistorische Kenntnisse mehr oder weniger vollständig 
erledigt werden kann. 

Die Probleme, die nicht von den Quellen selbst veranlaßt worden 
sind, können oft sehr leicht gelöst werden. Als Beispiele nenne ich die 
Fragen: War Leonarno Pısano Kaufmann? Hat Lerenz krummlinige 
Koordinaten benutzt? Ein wenig verwickelter, aber jedenfalls nicht be- 
sonders schwierig ist z.B. die Frage: Hat J. Per die Perrsche Gleichung 
behandelt? Sehr schwierig ist zuweilen die Erledigung, wenn es sich um 
verdächtige Angaben früherer Historiker handelt, für welche gar keine 
Belege gebracht worden sind. Beispielsweise kommen in einer 1857 er- 
schienenen Abhandlung von M. Marry: Wie man vor 1000 Jahren lehrte 
und lernte gewisse unbelegte Angaben über Rechenunterricht im Mittel- ., 
alter vor, und es dürfte nicht ganz leicht gewesen sein nachzuweisen, 
daß diese Angaben keinen geschichtlichen Wert besitzen, wenn man nicht 
vom Verfasser selbst erfahren hätte, daß er in der Abhandlung seine 
eigenen Vermutungen als historische Tatsachen dargestellt hat. 

Ich komme jetzt zu den Problemen der Entwickelungsgeschichte der 
Mathematik. Hier handelt es sich nicht um die Richtigkeit oder Un- 
richtigkeit einzelner Angaben, sondern um die Auffindung eines Zusammen- 
hanges zwischen Tatsachen, wenn dieser Zusammenhang nicht unmittelbar 
aus den Quellen hervorgeht. Die am meisten vorkommenden Probleme 
sind die zwei folgenden: 

1. Man weiß, daß ein gewisser Mathematiker einen wichtigen Satz, 

der früher nicht nachweislich bekannt war, aufgestellt hat; es 
wird gefragt, auf welchem Wege er zu en Satz uns. ist. 
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2. Es handelt sich um die Entdeckung einer gewissen mathematischen 
Theorie; es wird verlangt zu untersuchen, welche früheren mathe- 
matischen Errungenschaften als Vorarbeiten für diese Theorie be- 
trachtet werden können. 

Hinsichtlich des ersten Problemes kann man zwei Fälle unterscheiden, 
je nachdem der fragliche Satz wahr oder falsch ist. Ist der Satz falsch, 
kann das Aufstellen desselben ganz einfach als ein Versehen oder aus der 
individuellen Begabung des betreffenden Mathematikers erklärt werden, 
aber unter Umständen ist es von Interesse zu untersuchen, ob nicht das 
Versehen teilweise mathematisch-historisch erklärt werden kann. Da ich 
indessen in einem früheren Artikel den Gegenstand ziemlich ausführlich 
behandelt habe, erlaube ich mir auf diesen Artikel zu verweisen.!) 

Ist der Satz dagegen wahr, muß man sich in erster Linie genaue 
Kenntnis der Geschichte des betreffenden Zweiges der Mathematik ver- 
schaffen und überlegen, ob der Mathematiker wirklich imstande gewesen 
ist, den Satz selbst zu entdecken. Wenn dies nicht der Fall ist, muß 
man natürlich versuchen seine Quelle ausfindig zu machen. Selbstver- 
ständlich können in jedem Falle nur solche Wege in Betracht kommen, 
die der Entdecker des Satzes nachweislich oder wenigstens wahrscheinlich 
benutzen konnte. Aber je verwickelter das Verfahren und je willkürlicher 
der Ausgangspunkt desselben ist, um so weniger befriedigend wird die 
Lösung des gestellten mathematisch-historischen Problems und um so mehr 
ist es zu empfehlen, entweder von der ganzen Sache Abstand zu nehmen 
oder eine bessere Lösung zu suchen. Als Beispiel einer Lösung, die aus 
dem soeben angeführten Grunde verfehlt sein muß, nenne ich den Versuch 


! ; 3 Sn 
G. Werturins, die bei Heron vorkommende Annäherungsformel Ym = a 


+ rn herzuleiten,woa=E (Vm), d,=m-a,d,=(a+1)’— m. 
Werraeım nimmt an, daß Heron die Methode des doppelten falschen An- 
satzes benutzt hat, und daß er —(a+1)d, und ad, als die Fehler, die 
den Annahmen a und a + 1 entsprechen, betrachtet hat. Allein tatsächlich 
gibt es keinen Beleg dafür, daß die griechischen Mathematiker überhaupt 
die Methode des doppelten falschen Ansatzes kannten, und die Voraus- 
setzung inbetreff der zwei Fehler ist nicht nur durchaus willkürlich, 


sondern überdies höchst unwahrscheinlich.?) 


1) G. Exesrrôm, Zur Frage der verschiedenen Arten mathematischer Geschichts- 
schreibung; Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, S. 3—4. 

2) G Werrueım, HERONS Ausziehung der irrationalen Kubikwurzeln; Zeitschr. 
für Mathem. 44, 1899, Hist. Abt. S. 1—3. Vgl. Biblioth. Mathem. 8,, 1907/8, 
S. 412. — Um zu ersehen, zu welchen eigentümlichen Ergebnissen die letzte Voraus- 
setzung Werrtueıms führt, braucht man nur m=3, also a=1, d,—2, d,=5 zu setzen. 


wu IE 
Dann sind in Wirklichkeit die Fehler, die den Annahmen Ym=a«a und Ÿm = a + 1 


6 G. EneEström. 


Die Ermittlung des Weges, auf dem ein Mathematiker zu einem 
wichtigen Satz gekommen ist, hat ohne Zweifel für die Geschichte der 
Mathematik großes Interesse, aber viel wichtiger ist meines Erachtens die 
zweite Art von Problemen, die ich oben erwähnt habe. In Wahrheit ist 
es ja der Hauptzweck der Entwickelungsgeschichte der Mathematik, über 
den Zusammenhang der mathematischen Ideen Auskunft zu geben, und 
in der zweiten Art von Problemen handelt es sich gerade darum, die 
aktenmäßigen. Angaben über diesen Zusammenhang zu ergänzen. Allein 
für diesen Zweck ist es fast immer nötig, gewisse Hypothesen über den 
allgemeinen Gang der Entwickelung einer gegebenen Idee aufzustellen. 
Nun habe ich mich schon in einem früheren Artikel!) über die Hypothesen 
der mathematischen Geschichtsschreibung geäußert und dabei hervorgehoben, 
daß eine Hypothese erst dann berechtigt wird, wenn sie auf eingehendem 
Studium des Quellenmaterials gegründet ist. Aber für die Hypothesen, 
die hier in Betracht kommen, ist es ebenso wichtig, daß man in jedem 
einzelnen Falle genau untersucht, ob und auf welche Weise frühere Er- 
rungenschaften der Mathematik als Vorbereitung zu einer neuen Theorie 
zu bezeichnen sind. Leider übersieht man nicht selten die Wichtigkeit 
dieses Verfahrens und stellt gleich anfangs Hypothesen auf, wodurch die 
soeben erwähnte Untersuchung verhindert wird, oder man unterläßt dieselbe 
aus anderen Gründen. Einen besonders lehrreichen Fall dieser Art bieten 
die Darstellungen der Vorgeschichte der Koordinatengeometrie. 

Im Jahre 1877 veröffentlichte S. Günrxer eine Abhandlung über 
diesen Gegenstand?), worin er drei Stufen des Koordinatbegriffes unter- 
schied, nämlich: l. man nimmt zwei schon vorhandene oder zwei beliebige 
gleichartige Linien als Achsen an, und die Punkte der Operationsfläche 
werden auf diese bezogen; 2. man konstruiert zu bestimmten Abszissen 
die Ordinaten und verbindet die so erhaltenen Punkte durch einen Zug; 
3. man stellt eine Kurve durch eine wirkliche Gleichung zwischen zwei 
als Koordinaten aufgefaßten veränderlichen Größen dar. Er untersuchte 
weiter, welche Vertreter die drei Stufen gehabt haben, und gelangte dabei 





entsprechen, — 0,442 und + 0,558, während sie nach der Voraussetzung WerTuEıns 
— 4 und 5 werden, also mehr als achtmal größer als die wirklichen! Freilich sucht 
Werrueım den Konsequenzen zu entgehen, indem er als Fehler nicht die wirk- 
lichen Fehler, sondern die Größen —d, und d, betrachtet, aber man sieht leicht, 
daß die Sache dadurch nur wenig verbessert wird, wenn a eine große Zahl ist. 

1) G. Eneström, Über die Bedeutung historischer Hypothesen für die mathe- 
matische Geschichtsschreibung; Biblioth. Mathem. 6,, 1905, 8. 1—8. 

2) S. Güntner, Die Anfänge und Entwickelungsstadien des Coordinatenprincipes ; 
Abhandl. d. naturf. Ges. zu Nürnberg 6, 1877, S. 3—50. Italienische Über- 
setzung: Le origini ed à gradi di sviluppo del principio delle coordinate; Bullett. di 
bibliogr. d. sc. matem. 10, 1877, S. 363 — 406. 
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zu dem Ergebnis, daß die Griechen noch nicht zur zweiten Stufe vor- 
gedrungen waren. Dagegen sei diese Stufe im Mittelalter von Oxrzsme 
erreicht worden, während die dritte Stufe erst bei Fermar und Descartes 
nachgewiesen werden könne. 

Gegen diese Darstellung der Entwickelung des Koordinatenbegriffs hat 
H. G. Zeurxex hervorgehoben!), daß sie von einer willkürlichen Voraus- 
setzung ausgeht, und diese Bemerkung ist meines Erachtens durchaus 
begründet. Günraer hat nämlich nicht bewiesen, daß die zwei ersten 
Stufen für das Hervortreten des vollständigen Koordinatenbegriffs notwendig 
sind, und er hat nicht einmal nachgewiesen, daß sich der Begriff auf diese 
Weise entwickelt hat Es ist nicht ungewöhnlich, daß ein mathematischer 
Begriff zuerst bei der Behandlung einer speziellen Frage, für welche die 
Benutzung des Begriffs eine fast selbstverständliche Sache ist, hervortritt, 
und daß man erst viel später die Bedeutung des Begriffs für eine ganze 
Theorie entdeckt. Meines Erachtens liegt gerade in betreff des Koordinaten- 
begriffs ein solcher Fall vor. 

Aber auch mit der Zsuruenschen Darstellung der Geschichte des 
Koordinatenbegriffs kann ich nicht einverstanden sein. ZeutHen hat selbst 
hervorgehoben, daß er die Anwendung der Koordinaten bei den Griechen 
als eine Tatsache betrachtet”), und ich will nicht behaupten, daß er dabei 
durchaus unrecht hat. Dagegen hat er meiner Ansicht nach mit Unrecht 
unterlassen, genau zu untersuchen, bis zu welchem Grade die Koordinaten- 
anwendung der Griechen als eine wirkliche Koordinatengeometrie betrachtet 
werden darf. Allerdings weist er nach, daß bei Aporronius die Gerade 
und die Kegelschnitte durch Größen definiert werden, die tatsächlich 
Koordinaten sind, so daß man aus den Definitionen sofort ihre Gleichungen 
in rechtlinigen Koordinaten herleiten kann. Allein die Grundeigenschaften 
der Gerade und der Parabel sind eben der Art, daß ihre Definitionen 
sofort durch zwei Koordinaten ausgedrückt werden können; für die Ellipse 
und die Hyperbel findet ein ähnliches Verhältnis statt, aber dennoch ist 
es kaum richtig, daß die Definitionen dieser Kurven bei Aporconius un- 
zweideutig als Gleichungen zwischen zwei Koordinaten aufgefaßt werden 
müssen. Im Gegenteil könnte man sagen, daß in den Definitionen drei 
Koordinaten vorkommen, nämlich eine Ordinate und zwei Abszissen, und 
daß Arortonıus die Bedeutung eines im voraus bestimmten Anfangspunktes 
des Koordinatensystems weder explizit noch implizit andeutet, so daß 
man eigentlich nicht von einer Koordinatengeometrie, sondern nur von 


1) H. G. Zrursen, Note sur lUusage des coordonnées dans l'antiquité et sur 
l'invention de cet instrument; Bullet. de l’acad. danoise des sciences 1888, 
S. 139—140. 2) ZEUTHEN, à. à. O. S. 128. 
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einer Ordinatengeometrie sprechen kann!) Noch weniger kann man 
behaupten, daß Aporronius einen Fingerzeig gegeben hat, wie andere 
Kurven durch eine Relation zwischen zwei Koordinaten definiert werden 
können. 

Außer den oben erwähnten Arten von mathematisch-historischen 
Problemen gibt es natürlich noch andere, aber die meisten dieser Probleme 
sind sehr nahe mit jenen verwandt und die übrigen sind meines Erachtens 
entweder unlösbar oder von untergeordneter Bedeutung. Ein von gewissen 
Verfassern mit besonderer Vorliebe behandeltes Problem ist das folgende: 
Zwei Mathematiker haben etwa gleichzeitig dieselbe oder fast dieselbe 
Entdeckung gemacht; es wird verlangt, zu ermitteln, inwieweit sie von- 
einander unabhängig gewesen sind. Allerdings sind diese Probleme nicht 
selten von Interesse, aber wenn ihre Behandlung mit einer vollständigen 
Darstellung der Prioritätsstreitigkeiten, wozu die gleichzeitige Entdeckung 
Anlaß gegeben hat, verbunden wird, kann die Behandlung leicht so aus- 
führlich werden, daß sie nicht durch die Bedeutung der Frage motiviert ist. 

Bisher habe ich von Problemen gesprochen, deren Lösung für eine 
vollständige und zuverlässige Darstellung der Geschichte der Mathematik 
notwendig oder wenigstens wünschenswert ist. Indessen gibt es auch 
Fragen ähnlicher Art, deren Erledigung recht eigentlich den Zweck hat, 
die historische Darstellung wertvoller und interessanter zu machen. Hierzu 
gehört zum Beispiel die Würdigung der verschiedenen Errungenschaften 
auf einem bestimmten Gebiete oder der wissenschaftlichen Wirksamkeit 
eines bestimmten Mathematikers, und da es sich nicht um nackte Tatsachen 
handelt, könnte man auch diese Fragen mathematisch -historische Probleme 
nennen. Ihre Behandlung stimmt auch insofern mit der der eigentlichen 
Probleme überein, als in beiden Fällen wirkliche Sachkunde und kritische 
Schulung nötig sind. Wie leicht man sonst zu unzuverlässigen Ergebnissen 
kommt, zeigt u. a., was M. Cantor in seinen Vorlesungen über Geschichte 
der Mathematik von der „bahnbrechenden“ Arbeit des Jorpanus NEMORARIUS 
auf einem gewissen Gebiete zu erzählen hat?) 

Diese bahnbrechende Arbeit des Jorpanus besteht nach Canror darin, 
daß jener in seiner Arithmetica fortwährend allgemeine Buchstaben statt 
besonderer Zahlen benutzt. Allein erstens kann man diese Benutzung nicht 





1) Das hat auch Zezurnen selbst später anerkannt (siehe Geschichte der Mathe- 
matik im XVI. und XVII. Jahrhundert, Leipzig 1903, S. 195: „die Ordinaten sind 
bei ihnen [den griechischen Mathematikern] mehr im allgemeinen von der Lage des 
Punktes auf der Abszissenachse, von dem sie ausgehen, als gerade von der Abszisse 
dieses Punktes abhängig gemacht“). 

2) M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 2%, Leipzig 1900, 
S. 61— 62. 
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„bahnbrechend“ nennen, da Jorpanus nicht verstanden hat, die End- 
ergebnisse der von ihm ausgeführten Rechnungen vermittels der ursprünglich 
gewählten Buchstaben darzustellen; aus diesem Grunde erwies sich die 
fragliche Bezeichnungsweise in den meisten Fällen als unzweckmäßig, so 
daß sie nur ausnahmsweise zur Anwendung kommen konnte. Zweitens 
wird die Bezeichnungsweise, von der Canror spricht, mit der Euxripischen 
identisch, wenn man die bei diesem in Zusammenhang mit den Buchstaben 
vorkommenden Linien streicht, und diese einfache Modifikation kann kaum 
bahnbrechend genannt werden.') Drittens besitzen wir nicht die Original- 
manuskripte der Schriften des Jorpanus, so daß wir nicht definitiv ent- 
scheiden können, ob dieser wirklich Buchstaben ohne Linien benutzt hat 
oder ob vielleicht das Weglassen der Linien von späteren Abschreibern 
herrührt. Die Art und Weise, wie Cantor in diesem Falle die Bedeutung 
des Jorpanus würdigt, kann also von drei verschiedenen Gesichtspunkten 
aus als unzuverlässig bezeichnet werden. 

Ein anderes Beispiel derselben Art befindet sich in einer kürzlich er- 
schienenen Abhandlung über Lunorr van Ceuzex*) Es wird darin bemerkt, 
daß die Schrift van Ceurexs Van den Circkel (Delft 1596) eine merk- 
würdige Methode der abgekürzten Division enthalte, und daß diese die 
erste gedruckte der fraglichen Art sei”) Wenn man indessen den Bericht 
über das Verfahren van CEurens näher untersucht, so findet man, daß es 
aus zwei Teilen besteht, von denen allerdings der eine methodisch genannt 
werden kann, nämlich die vorläufige Berechnung einer Tabelle der Zahlen 
n- D, wo D der Divisor und n=1, 2, 3, ..., 9 ist, und Anwendung dieser 
Tabelle bei der Division. Allein dieses Vorgehen war in der zweiten Hälfte 
des 16. Jahrhunderts allgemein bekannt“), so daß es gar nicht als eine 
Entdeckung van ÖEuLens bezeichnet werden kann, und übrigens ist das 
Vorgehen keine abgekürzte Division im gewöhnlichen Sinne des Wortes. 
Anderseits ist es richtig, daß der zweite Teil des Verfahrens eine Art von 
abgekürzter Djvision ist, aber es ist bis auf weiteres höchst unwahrschein- 
lich, daß die Abkürzungen nach irgendeiner Methode ausgeführt worden 
sind. Van Cevzen will die Zahl 3 104 408 582 051 595 051 714 durch die 
Zahl 4 876 393 597 557 198 936 703 dividieren, und die Abkürzung besteht 
darin, daß er allmählich bei den Subtraktionen die letzten Ziffern der oben 
erwähnten Divisorentabelle wegläßt, so daß der letzte Subtrahendus nur 
5 Ziffern enthält, während die entsprechende Zahl der Tabelle 23stellig 


1) Vgl. G. Eneström, Biblioth. Mathem. 7,, 1906/7, 8. 85 — 86. 

2) H. Bosmans, Un emule de VIETE: LUDOLPHE VAN CEULEN; Annales de la 
société scientifique de Bruxelles 34:2, 1910, S. 88—139. 

3) H. Bosmaxs, a. a. O. 8. 109—111. 

4) Vgl. G. Eneström, Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, S. 180. 
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ist. Überdies kürzt van CEULEX an ein paar Stellen auch den Dividendus 
auf ähnliche Weise ab. Er hat also erkannt — was jeder geübte Rechner 
sofort einsehen muß —, daß die letzten Ziffern eines großen Divisors im 
Laufe einer langen Annäherungsdivision bedeutungslos werden, aber ein 
methodisches Verfahren sucht man bei ihm vergebens. Im Gegenteil 
rundet er nicht einmal die Zahl 859 ab, wenn diese durch Streichung 
der letzten Ziffer 9 der Zahl 8599 erhalten worden ist. Es ist darum 
meines Erachtens eine unrichtige Würdigung der Verdienste van CEULENS 
um die abgekürzte Division, wenn man behauptet, daß er die erste 
Methode dieser Art veröffentlicht hat. 


Die vorhergehenden Zeilen beanspruchen gar nicht, den Gegenstand 
erschöpfend behandelt zu haben. Ihr Zweck ist in erster Linie, die 
Schwierigkeiten hervorzuheben, die mit einer exakten Bearbeitung der 
Geschichte der Mathematik verbunden sind. Leider ist die Ansicht noch 
sehr verbreitet, daß man eine wissenschaftliche Abhandlung auf diesem 
Gebiete anfertigen kann, wenn man erst die Quellenwerke aufsucht, daraus 
die nötigen Exzerpte macht und endlich dieses Material etwa wie einen 
Artikel einer ‚politischen Zeitung bearbeitet. Allerdings kann die Ver- 
öffentlichung des Materials, das in einer solchen Abhandlung enthalten 
ist, sehr nützlich sein, aber die Urteile, die gefällt werden, werden leicht 
minderwertig, weil der Verfasser nicht erkennt, daß er es mit mathe- 
matisch-historischen Problemen zu tun hat, die nach den oben von mir 
angegebenen Gründen behandelt werden sollen. 





Herriom Suter: Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise usw. 6! 


Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise’) 
von Abul-Raihan Muh. el-Bıruni. 


Übersetzt und mit Kommentar versehen 
von HEINRICH SUTER in Zürich. 


Einleitung.?) 

Du weißt wohl, Gott stärke dich, was für eine Ursache mich bewog, 
nach einer Anzahl von Beweisen zu forschen zur Bewahrheitung einer 
Behauptung der alten Griechen betreffend die Teilung der gebrochenen 
Linie in jedem (beliebigen) Kreisbogen mittels der auf sie von seiner 
Mitte aus gezogenen Senkrechten, und was ich für eine Leidenschaft für 
diese Sache empfunden habe, und was für eine Neigung, immer wieder 
den Blick darauf zu richten, so daß du mir wegen der Beschäftigung mit 
diesen Kapiteln der Geometrie Vorwürfe gemacht hast (?), ohne Kenntnis 
zu haben von dem wahren Wesen dieser Gebiete, das eben in jeder Sache 
in dem Hinausgehen über das Genügende besteht. Wenn du doch, Gott 
stärke dich, genau achten wolltest auf die Ziele der Geometrie, die in 
der Bestimmung der gegenseitigen Verhältnisse ihrer Größen mit Rück- 
sicht auf die Quantität bestehen, und daß sie es ist, durch die man zur 
Kenntnis der Größe aller meßbaren und wägbaren Dinge gelangt, die 
zwischen dem Mittelpunkt der Welt und der äußersten Grenze der sinn- 
lichen Wahrnehmung liegen. Und wenn du doch wüßtest, daß mit ihnen 
(den geometrischen Größen) gemeint sind die (bloßen) Formen, losgelöst 
von der Materie, und daß wir die Richtigkeit der Beweise mit Hilfe der 
bildlichen Darstellung so klar machen können, daß es (das Verstehen) 
den Geometern nicht so schwer fällt, wie den meisten Logikern und 
Philosophen”) Was immer für einen Weg in seiner Kunst er (der Geo- 


.. 


meter) beschreiten möge, so wird er durch das Mittel der Ubung von 





1) Der vollständige arabische Titel lautet: Kitab istikhradj el-autar frl-daira 
bi-khawass el-khatt el-munhani el-waki‘ fiha = das Buch der Auffindung der Sehnen 
im Kreise mittels der Eigenschaften der in ihn fallenden gebrochenen Linie. 

2) Dieses Wort steht nicht im Text. 

3) D. h. das Verständnis der geometrischen Sätze ist leichter als das der Sätze 
der reinen Logik und Philosophie, weil es durch bildliche Darstellung (Figuren) 
unterstützt wird. 


12 | Heinrich SUTER. 


den physischen Lehren emporgeführt zu den göttlichen, die schwer zu- 
gänglich sind wegen der schweren Verständlichkeit ihres Sinnes (ihrer 
Bedeutung) und der schweren Erreichbarkeit ihrer Quellen (ihres Ur- 
sprungs) und der Subtilität ihrer Wege (Methoden) und der Majestät 
ihrer Sache, und wegen des Umstandes, daß es nicht jedem möglich ist, 
sich eine Vorstellung von ihnen zu machen, und besonders dem nicht, 
der von der Kunst der Beweisführung sich abwendet. Du hättest recht, 
Gott stärke dich, mich zu tadeln, für das, was ich erwähnt habe, wenn 
ich die Aufsuchung dieser Wege (Methoden) insgesamt unterlassen hätte, 
und die Zeit für etwas verschwendet hätte, von dem das leichtere schon 
genügen würde; oder wenn die Arbeit nicht bis zu dem Punkte gelangt 
wäre, der die Grundlage für die Astronomie bildet, nämlich bis zur Be- 
rechnung der Sehnen im Kreise und der Verhältnisse ihrer Größen zu 
der angenommenen des Durchmessers. Es sind mir nun aber von den 
Beweisen zu jener Behauptung eine große Menge in die Hände gekommen 
von den vortrefflichsten Männern der Wissenschaft, und ich habe mich 
bemüht ihre Richtigkeit zu prüfen, und die Beweise zu denselben zu 
ordnen. So häufte sich bei mir ein Material an, in das ich oft meine 
Blicke werfen konnte, getrieben von der Liebe zur Wissenschaft und der 
Verehrung für jene vortrefflichen Gelehrten. . ... ‚so daß ich schließlich 
ihr Genosse wurde in der Aufstellung von Beweisen zu jenen Behaup- 
tungen, wie man im Verlaufe der Abhandlung sehen wird. Diese ist 
durchaus aus den Elementen der Geometrie hervorgegangen, und es 
gründet sich auf sie die Beantwortung vieler Fragen, die an mich ge- 
stellt worden sind. Alles dieses habe ich für dich gesammelt und habe 
jeden Beweis seinem Urheber zugeteilt, wie es meine Gewohnheit ist, da- 
mit du sie ins Auge fassest und erkennest, wie sie alle auf den einen 
Punkt zurückgehen, und was sich daraus schließlich ergibt für die 
Kenntnis der Sehnen. Und so ist denn meine Entschuldigung dir gegen- 
über’ in?  Ordûung 7. oft ist der Tadler selbst tadelnswert. Nur bei 
Gott, dem Allmächtigen und Allweisen ist die Hilfe! 


Die erste Behauptung. 


Wenn in einen beliebigen Kreisbogen eine gerade Linie ungleich 
(d. i. in zwei ungleiche Teile) gebrochen gelegt wird, und von der Mitte 
des Bogens eine Senkrechte auf sie gefällt wird, so wird sie (die ge- 
brochene Linie) dadurch halbiert. Zum Beispiel: AB@ sei die gebrochene 
Linie im Bogen ABG, und von der Mitte D dieses Bogens sei die 
Senkrechte DE auf sie gefällt, so sage ich, daß die gebrochene Linie 
ABG halbiert sei, d.h. daB AE — EB + BG. Gott weiß am besten 
das Richtige! 
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a) Beweis dazu von Arcximepes im Buche der Kreise. 


Er sagt: Man mache [Fig. 1] Bogen DH = DB und EZ= EB und 
ziehe DZ und DA, so ist, weil DE gemeinschaftlich, und die beiden 
Winkel bei E rechte sind, DB= DZ, also 
auch DY= DZ. Und weil Bogen DB=DH 
ist, ist auch der übrigbleibende (von der Hälfte) 
Bogen AH — BG; nun sind die zwei Winkel 
HDA und DAB zusammen = dem Winkel 
DBA oder dem Winkel DZB; aber Winkel 
DZB = Winkel ZAD + Winkel ZDA, also 
ist Winkel ZDA= Winkel HDA, ferner 
DH= DZ und AD gemeinschaftlich, also ist ae 
AZ = AH'); aber AH= BG und EZ= EB, also ist AZ + EZ= EB 
+ BG, q.e.d. 





b) Beweis von Asv Sa‘ïr Muu. 8. “Ari eL-Darir EL-DroRDIANI?) 

Es gibt auch einen Beweis von Asü Sa‘in e1-Darir, der ähnlich 
demjenigen des Archımepes ist. Er sagt: Man mache (s. vorige Figur) 
Sehne AH — BG, fener AZ = AH und ziehe AD, DZ, DH. Dann 
ist, weil Bogen AD = DG, und Bogen AH = BG angenommen wurde, 
auch Bogn DH = DB, also ist Winkel HAD= Winkel DAZ, und 
AH = AZ, und AD gemeinschaftlich, also ist HD = DZ; aber HD=DB, 
also auch DZ = DB; aber DE senkrecht auf BZ, also BE= EZ, mit- 
hin AZ + EZ = EB + BG, q.e.d. 


c) Zweiter Beweis von AroHI- 
MEDES im Buche der Kreise. 
Er sagt: Wir verlängern [Fig. 2] AB 
über B hinaus und machen EZ= AK, 
und ziehen DA, DG, DB, DZ. Dann 
ist, weil die beiden Sehnen AD und @ 
DG gleich sind, und auch AD = DZ, 
auch DZ = DG, und weil die beiden 
Winkel DAB und DGB gleich sind, 
da sie auf demselben Bogen stehen, und 
ebenso die beiden Winkel D AE und DZE Fig. 2. 


1) Man beachte, daß hier u. à. a. O. die Kongruenz der Dreiecke wohl der 
Kürze halber nicht ausgesprochen ist, sondern sofort auf die Gleichheit der übrigen 
Stücke geschlossen wird. 

2) Vgl. H. Surer, Die Mathematiker und Astronomen der Araber, etc. in Ab- 
handlungen z. Gesch. d. mathem. Wissensch. 10, 1900, p. 27, Nr. 48. 
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gleich sind, ist auch Winkel DZB= Winkel DGB. Und weil Bogen 
D A = DG, und Bogen AHG gemeinschaftlich, so ist Bogen DAHG 
— Bogen DGHA; aber Winkel DBG steht auf dem Bogen DAHG, 
und die beiden Winkel DAB und ADB auf dem Bogen DGHA 
nämlich Winkel DAB auf dem Bogen BD, und Winkel ADB auf dem 
Bogen BGA, also ist Winkel DBG = Winkel DAB + Winkel ADB; 
aber Winkel DBZ ist als Außenwinkel des Dreiecks DBA = Winkel 
DAB+ Winkel ADB, die ihm gegenüber liegen, also ist Winkel DBG 
— Winkel DBZ; soeben wurde aber bewiesen, daß Winkel DZB 
— Winkel DGB, also ist auch Winkel @DB= Winkel ZDB, und 
DZ =DG und DB gemeinschaftlich, also ist BG')— BZ, also 
BGY)+BE=ZE,d.h.=AE, q.e.d. 


d) Beweis von Asü’L-Hasan ADARKHUDA 8. UsxrApx (sic) 
Hasnsas (od. Hasxras?)?) 


Von ihm hat man hierüber einen dem vorangegangenen nahe ver- 
wandten Beweis. Er sagt: Wir verlängern AB (s. vorige Figur mit der 
Linie Z@) und machen EZ = AE, und ziehen DA, DB, DZ, DG, ZG; 
dann ist, weil AE = EZ und ED gemeinschaftlich und die Winkel bei 
E rechte, AD = DZ = DG, und die Winkel DAB, DZB und BGD 
sind untereinander gleich, und das Dreieck DZ@G ist gleichschenklig, 
also Winkel D@Z= Winkel DZG; wenn wir nun von diesen die beiden 
gleichen Winkel DGB und DZB wegnehmen, so bleibt Winkel BGZ 
— Winkel BZG, also ist auch BG = BZ, nun ist BZ+ BE=AE, 
also auch BG + BE = AE, q.e. d. 


e) Dritter Beweis von Arcaimepes im Buche der Kreise. 


Derselbe wurde auch gefunden in Fragen (Problemen) von Griechen, 
von denen es nicht sicher ist, ob sie von AroLrontus seien, und die von 
YvHAanna B. Yüusur®) übersetzt worden sind. — Er sagt: Wir verlängern 
AB (s. Fig. 2) und machen EZ= AE und ziehen DG, DB, DZ; weil 
nun DG eine Sehne im Kreise ist, so ist das Bogenstück DB@ kleiner 
als der Halbkreis, denn es ist nicht möglich, daß es größer sei, weil der 
Bogen AD gleich dem Bogen DG, und es nicht möglich ist, daß es in 
einem Kreise zwei gleiche Bogen gebe, von denen jeder größer als der 
Halbkreis ist, ohne daß sie ein gemeinsames Stück hätten; also ist der 
Winkel DBG, welcher ihr (der Sehne D G) gegenüberliegt, ein stumpfer; 
und weil AD eine Sehne im Kreise ist, so ist das Bogenstück DGA 


1) Der Text hat DB. 2) Siehe Kommentar. 
3) Vel. H. Surer, 1. c. p. 60, Nr. 131, und den Kommentar. 
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größer als der Halbkreis, also der Winkel DBA, welcher ihr (der 
Sehne AD) gegenüberliegt, ein spitzer, also ist der Winkel DBZ ein 
stumpfer. Ferner sind die Winkel DZB und DGB gleich, ebenso die 
beiden Linien DG und DZ, also ist ihr Verhältnis zu der Linie DB 
dasselbe, mithin haben die beiden Dreiecke DBZ und DBG je einen 
Winkel gleich (G = Z), und die Seiten, welche zwei andere Winkel ein- 
schließen, sind proportional, und die beiden Winkel DBG und DBZ 
sind jeder größer als ein rechter, also sind die übrigen Winkel auch 
gleich, und die beiden Dreiecke sind ähnlich, also sind sie auch kon- 
gruent!), nun ist BZ= BG, also BG + BE = AE, q. e.d. 


f) Zweiter Beweis von Asü Sa’ip EL-DariR £81-DI0oRDIANT. 


Er sagt: Wir verlängern [Fig. 3] AD und machen DH = AD und 
beschreiben um D mit dem Radius DH einen Kreis, so ist klar, daß 
er durch die Punkte A und @ y 
geht, und es ist AH sein Durch- 
messer; wir verlängern noch AB, 
bis es den Kreis in Z trifft, und 
ziehen ZG und D@G. Dann ist 
Winkel ADG = Winkel ABG, 
weil sie auf demselben Bogen 
stehen, und Winkel ADG ist das 
Doppelte des Winkels AZG, weil 
sie auf demselben Bogen stehen, 
der eine aber (den Scheitel) im 
Mittelpunkt, der andere auf dem Umfange hat, also ist Winkel ABG 
auch das Doppelte des Winkels AZG; aber Winkel ABG ist gleich 
Winkel AZG + Winkel ZGB, also ist Winkel ZGB = Winkel BZG, 
mithin auch BZ= BG; damit steht also fest, daß, wenn irgendeine Ge- 
rade aus A gezogen wird, die den Kreis ADB(G) schneidet und der 
Schnittpunkt mit G verbunden wird, dann diese Verbindungslinie gleich 
ist dem Stück dieser Geraden, das zwischen die beiden Kreise fällt; wird 
nun das gemeinsame Stück BE zu beiden gleichen Strecken addiert, so 
hat man: EZ= BG + BE; weil aber der Punkt D der Mittelpunkt des 
Kreises AGZ und AZ eine Sehne desselben, und DE eine Senkrechte 
auf sie ist, so ist AE — EZ, aber eben wurde bewiesen, daß EZ=BG+ BE, 
also ist AE = BG + BE, q. ed. 





1) Im Text steht natürlich „gleich“, wie auch stets bei Euxrines. Der Ver- 
fasser dieses Beweises muß hier zuerst die Ähnlichkeit der beiden Dreiecke DBZ 
und DBG nachweisen (nach Evxuives VI, 7), weil kein Kongruenzsatz besteht für 


zwei Seiten und den der kleineren gegenüberliegenden Winkel. 
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g) Beweis von Asu Sa'ip AumeD 8. Mux. 
B. ‘ABDELDJALIL EL-NIDJZI.!) 


Er sagt: Wir verlängern [Fig. 4] AB und machen BZ= BG und 
ziehen DZ, ZG, DG. Weil nun BG=BZ, ist auch Winkel BGZ 
— Winkel BZG, aber Winkel ABG ist gleich der Summe dieser beiden, 
also ist er das Doppelte von einem der- 
selben, also ist auch Winkel ADG, der 
gleich Winkel À BG ist, das Doppelte des 
Winkels BZG, also geht der Kreis, der 
um den Mittelpunkt D mit dem Radius 
AD beschrieben wird, durch die Punkte 
G und Z, weil die beiden Winkel AD@G 
und AZ@G auf demselben Bogen dieses 
Kreises stehen, und der Winkel AD@ 
seinen Scheitel im Zentrum und der Winkel AZG auf dem Umfange 
hat; mithin ist AD= DZ, also Winkel DAE= Winkel DZE; aber DE 
ist senkrecht auf AZ, also AE = EZ; es ist nun BZ+ BE=BG+ BE 
aber EZ= AE, also auch AE = BG + BE, q. e.d. 





Fig. 4. 


h) Zweiter Beweis von AumeD 8. ‘ABDELDJALIL EL-S1IDJZI. 


Er sagt: Man beschreibe [Fig. 5] über AD den Halbkreis DE A 
und verlängere AD, und mache DH — AD, und beschreibe über dem 
Durchmesser AH den Halbkreis HG A, man verlängere AB bis Z und 
ziehe ZH und ZG>?) Weil nun die beiden Kreise AG H und AED sich 
im Punkte A berühren, hat man 
die Prop AD: DH=ALB:EZ, 
weil die beiden Winkel AED und 
AZH rechte sind, und daher die . 
beiden Dreiecke AED und AZH 
ähnlich sind; also ist AE= EZ; 
und weil die beiden Winkel ADG 
und AD@G gleich sind, und der 
Scheitel des Winkels ADG im 
Mittelpunkt des Kreises A HG, und 
der Scheitel des Winkels AZ@ auf 
seinem Umfange liegt, ist Winkel ABG das Doppelte des Winkels AZG, 
und auch gleich Winkel BZG + Winkel B@Z, also ist Winkel BZG 
— Winkel BGZ, also BZ= BG; es ist aber BZ + BE— AE, wie 
soeben bewiesen wurde, also ist BG + BE — AE, q. e.d. 


1) Das Manuskript hat „el-Shkri“. Vgl. H. Surer, 1. c. p. 80, Nr. 185. 
2) Dieses fehlt im Manuskript. 





Fig. 5. 
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i) Dritter Beweis von ABü Sa’ip Anmep 8. Mux. 
B. "ÄBDELDJALIL EL-SIDJz1!) 


Er sagt: Man ziehe [Fig. 6] DZ parallel AB und ZH parallel DE, 
dann ist Bogen DB = Bogen AZ, also bleibt (nach Subtraktion von 
AD = DG) Bogen DZ = Bogen BG, also 
ist auch Sehne DZ oder EH = Sehne BG; 
es ist aber auch AH = BE, also AH + EH 
= BE + BG, q. ed?) B 


k) Beweis von dem 
Kipi At ‘Ari er-Hoseın 
B. EL-HÄrıtTH EeLz-DyanuBi (?)°) 

Er sagt: Es werde der Bogen AZ gleich 
dem Bogen BD gemacht (vgl. Fig. 6 mit den 
Linien BD und AZ), und die Senkrechte ZH gezogen, ferner AZ, DB, 
DZ. Weil nun die Winkel ZHA und DEB rechte sind, und die Winkel 
ZABund DBA ebenfalls gleich sind, da sie auf den gleichen Bogen ZDB 
und DZA stehen, und Sehne AZ = DB ist, so sind die Dreiecke AZH 
und BDE kongruent, und also auch ihre entsprechenden Seiten gleich, 
also ZH = DE, diese sind aber auch parallel, also ist auch ZD gleich 
und parallel #H; ferner ist auch AH = BE, ebenso DZ = BG, weil sie 
Sehnen der gleichen Bogen DZ und BG sind, also ist auch EH = BG, 
mithin AH + EH = EB + BG, q. e.d. 





G 


Fig, 6. 


D 
l) Zweiter Beweis von dem 
Käini Asv ‘Ari er-Dyanüsi. B 
Er sagt: Es werde [| Fig. 7] EZ=EB 
gemacht und DB und DZ gezogen. Man À 
vervollständige den Kreis um AB@ und 
verlängere DZ, bis es den Kreis in H € 
trifft, und ziehe AH, HG Weil nun 
EZ= EB und DE gemeinschaftlich, H 
und die beiden Winkel bei Z rechte sind, 
so ist DZ = DB, und die beiden Winkel 
DZE und DBE sind gleich, ebenso Fig. 7. 





1) Hier hat das Manuskript „el-Shkzi“. 
2) Dies ist unbedingt der kürzeste Beweis dieses Satzes. 
3) Da die diakritischen Punkte fehlen, ist dieses Wort ganz unsicher. Vgl.H. Surer, 
1. c. p.197, Nr. 491; hier habe ich die Lesart Hasusı gewählt, ferner habe ich ihn 
nach HaG@r Cuarra und nach dem Oxforder Ms. Hasan statt Hoseın genannt; dieser 
Autor ist also älter als ez-Biruni oder ein Zeitgenosse desselben. 
Bibliotheca Mathematica. III, Folge. XI. 2 
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ist Winkel DZE = Winkel AZH als Scheitelwinkel, und Winkel AHZ 
— Winkel DBE, weil sie auf demselben Bogen stehen, also ist Winkel 
AHZ = Winkel AZH, also AH= AZ. Ebenso ist Winkel DHG = 
Winkel À HD, weil sie auf gleichen Bogen stehen, also ist Winkel DHG 
— Winkel AZH, dies sind aber Wechselwinkel, also ist AB parallel @H'), 
also Bogen AH = Bogen BG, also auch Sehne AH = BG; es wurde aber 
bewiesen, ddß AH = AZ ist, mithin ist auch AZ = BG, also AE=BE 
+ BG, q.e.d. 


m) Beweis von At Nasr Mansür 8. ‘Ari 2. ‘IRAK?) 


Er sagt: Man schneide [Fig. 8] von AH das Stück EZ= EB ab 
und ziehe DZ, ebenso die Sehnen AD und DG, die gleich sind, da sie 
zu gleichen Bogen gehören; ferner ist Winkel A = Winkel @, weil sie auf 
dem gleichen Bogen BD stehen, dann ist 
es nicht möglich, daß die Linie AZ größer 
oder kleiner als B@ sei. Wenn es mög- 
lich wäre, so sei sie zuerst größer als BG; 
wir machen AH = BG, dann ist jede der 
Linien AH, AD gleich jeder der Linien 
BG, GD, und die beiden Winkel A und 
G sind gleich, also müssen auch die beiden 
Seiten BD und DH gleich sein; nun ist 
aber EZ = EB und die Höhe DE gemein- 

ns: schaftlich, also DZ= DB, also wären nun 
die zwei Seiten DZ und DH des Dreiecks DZH ‚gleich, also auch die 
Winkel bei Æ und Z gleich, und die beiden Seiten BD und DH sind 
auch gleich, also die Winkel bei B und H im Dreieck BDH gleich, 
mithin wäre Winkel DZH = Winkel DBZ, d.h. der Außenwinkel des 
Dreiecks BZD wäre gleich einem der Innenwinkel, die ihm gegenüber- 
liegen, dies ist ein Widerspruch (also kann AZ nicht größer als BG 
sein). Auf dieselbe Weise wird bewiesen, daß es nicht möglich ist, daß 
sie kleiner (als BG) sei, also muß AZ = BG sein; nun ist EZ= EB, 
also AE=EB+BG, q.e d. 





n) Beweis von Ast ‘AsparLıLAu Mux 8. Amen Er-SHanni) 


Er sagt: Man vervollständige [Fig. 9] den Kreis um AB@ und ver- 
längere die Senkrechte DE bis zum Punkte Z des Umfanges, und ziehe 


1) Das Manuskript hat HD. 2) Vgl. H. Surer, L c. 8. 81, Nr. 186. 
3) Vgl. H. Suter, 1. c. S. 97, Nr. 216. 
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AG, ebenso den Durchmesser DHTK des Kreises, so ist derselbe senk- 
recht auf AG; man ziehe ferner XM parallel EZ und noch XZ, so ist 
Winkel TAH = Winkel HDE wegen der 
Ähnlichkeit der Dreiecke AHT und DEH, 
also ist Sehne BG = Sehne ZX; und weil 
Winkel DZK ein rechter ist, da er in den 
Halbkreis fällt, ebenso die Winkel M und £ 
rechte sind, so ist die Fläche MZ ein Recht- 
eck, und deshalb KZ= EM, also auch 
EM = BG. Und weil die Senkrechte 
KM = ZE, ist auch AM = BE; soeben 
wurde bewiesen, daß EM = BG, also ist 
AM + EM = BE + BG, q.e. d. 





o) Zweiter Beweis von ABü ‘ABDALLAH EL-SHANNT. 


Er sagt: Wir machen [Fig. 10] Bogen AZ = Bogen BG und ziehen 

GZ, und verlängern GB über B hinaus, und machen GH — GZ und 
ziehen DH, DG, AZ, DZ, DB. Weil nun GH = GZ ist, und DG 
gemeinschaftlich, und Winkel HGD = DGZ, H 
weil sie auf den gleichen Bogen BD und 
DZ stehen, so ist DH = DZ, aber DZ 
— DB, also auch DH = DB; wir ziehen 
nun die Senkrechte DT auf BH, so ist 
bekannt, daß sie 7 B im Punkte 7’ halbiert. 
Addiert man nun zu der Linie HB, die 
im Punkte 7 halbiert ist, die Linie BG, so & 
ist HG-BG + BT?= GT?;) addieren wir 
beiderseits das gemeinsame 7'D°, so haben 
wir: H@G-B@ + BT?+TD?, d.h. HG-BG 
+ BD’=GT?+T D’= @D?; aber H@Q= AB 
und AD=GD, also ist: AB-B@ + BD? Fig. 10. 
— AD, oder AB-B@ + BE?+ DE?= AD?= DE?+ AE’; wird das 
gemeinsame DE? beiderseits subtrahiert, so bleibt AB-B@ + BE? 
— AË?, also wird die Summe der Linien AB und BG im Punkte E 
halbiert,?) q. e. d. 






1) Nach Euxripes Il, 6. 
2) Nach Evkuies II, 5 (Umkehrung), die Umkehrung ist freilich bei Eurrines 
nicht bewiesen. 
2* 
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p) Zweiter Beweis von AparkxüD!) 8. Usrap Drasmnas (sic). 


Er sagt: Wir verlängern [Fig. 1:] @B über B hinaus und ziehen 
von D aus die Senkrechte DZ auf die Verlängerung und ziehen AD, DG, 
so sind in den beiden Dreiecken DZG und DAE die Winkel DEA 
und DZG gleich als rechte, ferner Winkel 
ZGD = Winkel EAD, weil sie auf dem- 
selben Bogen stehen, also sind die Drei- 
ecke ähnlich, aber AD= DG, also ist 
auch DZ=DE und GZ=AEHE, es ist 
ferner klar, daß DZ?+ BZ?= DE?+BE?, 
aber DZ?= DE?, also ist auch BZ? 
— BE?, also BZ=BE; aber GZ=AKH, 
also ist GB + BE=AE, q. e. d Und 
Fig. 11. Gott weiß es besser und ist weiser! 





q) Dritter Beweis von ABU ‘ABDALLAH EL-SHANNI. 


Er sagt: Wir ziehen [Fig. 12) AG und beweisen zuerst, daß DE-EB 
gleich dem Unterschied der beiden Dreiecke AD@G und ABG ist. Zu 
diesem Zwecke verlängern wir die Senkrechte DE bis zu ihrem Schnitt- 
punkte Z mit AG und fällen die Senkrechte DH auf AG, und BT senk- 
recht auf DH und bezeichnen den Durchschnitt von AB und DH mit 
K?). Weil nun die beiden Dreiecke AEZ und AKH ähnlich sind, so 
sind auch die Winkel Z und X gleich, und Winkel DAZ = Winkel DBK, 

D weil sie über gleichen Bogen, näm- 
| lich den Hälften des Bogens AB@G 
. stehen, also ist Dreieck DAZ ähnlich 

Dreieck DBK, also besteht die Prop. 





A=AK:DK’)=AH:DE, wegen der 
Ähnlichkeit der Dreiecke; ausdem gleichen 
Grunde ist BK:DK=BE:DT, also 
ist auch AY:DE=BE:DT, also 
AH:DT= DE:.BE; aber AH.DT ist der Unterschied der Produkte 
DH: AH und TH-AH, und dies ist gleich dem Unterschied der Drei- 
ecke AD@ und ABG, also ist das Produkt DE-BE gleich dem Unter- 
schied der Dreiecke ADG und AB@Gt). Wir machen nun ES = EB 
und ziehen DS; dann subtrahieren wir das gemeinsame Dreieck AMG 


Fig. 12. 





1) Das Manuskript hat Apkxüpa. 
2) Im Text steht 7, in der Figur aber K. 3) Dies ist nicht richtig. 
4) Der Beweis ist, wie man sieht, verdorben; s. Kommentar. 


AZ:ZD=BK:DK, aber AZ:ZD 
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(von beiden Dreiecken), so bleibt: Unterschied der beiden Dreiecke ADM 
und BM@ gleich dem Produkt DE-BE gleich Dreieck DBS; deshalb 
ist der Unterschied der beiden Dreiecke À DM und DBG = Dreieck DMS, 
mithin ist Dreieck ADS = Dreieck DBG, und die beiden Seiten AD, 
DS sind gleich den Seiten @D, DB, also ist auch Seite AS = Seite BG*); 
nun haben wir ES = EB gemacht, also ist auch AE= BE + BG, q. e.d. 

Es ist auch erlaubt, die Sache umzukehren und die Gleichheit der 
Differenz der beiden Dreiecke À DG und ABG mit dem Produkte DE: BE 
aus der Halbierung der gebrochenen Linie durch die Senkrechte (DE) 
nachzuweisen. Zu diesem Zwecke setzen wir SE = BE, ziehen DS, DB, 
so sind diese beiden gleich, und weil AE=BE+ BG, ist AS = BG, 
also sind jetzt die beiden Seiten AD, AS des Dreiecks ADS gleich den 
beiden Seiten DG, BG des Dreiecks DBG, und Winkel A = Winkel G, 
also sind die beiden Dreiecke ADS und DB@G kongruent, also ist der 
Unterschied der beiden Dreiecke ADS und BMG = Dreieck DMB, mit- 
hin der Unterschied der Dreiecke À DM und BMG = Dreieck BDS; aber 
Dreieck BDS — DE.BE,; ferner ist der Unterschied der Dreiecke ADM 
und BMG gleich dem Unterschied der Dreiecke ADG und ABG, also 
ist der Unterschied der Dreiecke ADG und ABG gleich dem Produkt 
DE.BE, q.e. d. 


r) Vierter Beweis von Asü ‘ABDALLAH EL-NHANNI. 


Er sagt: Man mache [Fig. 13] EH= EB und ziehe DH, DB, DA, 
DG, @A, so ist klar, dad DH = DB ist, also sind die Dreiecke ADG 
und DBH gleichschenklig; in diesen beiden 


D 
Dreiecken sind die Winkel B und @ gleich, Eh 
da sie auf demselben Bogen stehen, also sind 3 N 
die Dreiecke auch ähnlich, mithin ist Winkel 
ADG = Winkel BDH; wird von beiden der | 

gemeinsame Winkel HDM abgezogen, so % 
bleibt Winkel ADH= Winkel GDB; aber @ 
He AD, DH des Dreiecke ADH  \ 
sind gleich den Seiten DG, DB des Drei- 
ecks GDB, also ist auch AY=DBG, mithin AH+ HE dh. AE 
= BE+DBG?) q.e.d. 


Fig. 13. 


s) Zweiter Beweis von Asu Nasr Mansür 8. “Ari B. ‘Irär. 
Er sagt: Wir machen [Fig. 14] AZ = BG und ziehen AD, BD, DZ, 
dann sind die Seiten AD, AZ?) gleich den Seiten DG, BG und Winkel 


1) Hier dürfte hinzugefügt sein: weil Winkel BG D = Winkel DAS. 
2) Der Text hat AG. 3) Der Text hat DZ. 
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D AB = Winkel DGB, weil sie auf demselben Bogen stehen, also ist auch 
DZ = BD), also Dreieck DBZ gleichschenklig, mithin teilt die Senkrechte 
DE die Basis BZ in zwei Hälften im Punkte E, also BE= EZ, daher 
ist, da auch AZ = BG, AZ + EZ d.h. AE = BE + BG, q.e. d. 

D Wenn wir aber den anderen Gedanken- 
gang einschlagen!), wenn wir nämlich be- 
weisen wollen, daß das Produkt DE.BE, 

B d. h. das Dreieck DBZ gleich sei dem Unter- 
schied der Dreiecke ADG und ABG, so 
machen wir AH = MG und ziehen HZ), 
€ dann sind die beiden Dreiecke A HZ und GMB 
kongruent, also auch DHZ und DMB kon- 
gruent, mithin die Dreiecke BMG + BMD 
+ DMZ = Dreieck ADM; fügen wir beider- 
seits Dreieck AMG hinzu, so haben wir: Dreiecke ADM + AMG = 
Dreiecke AMG + BMG + BMD + DMZ, also der Unterschied der 
beiden Dreiecke ADG und ABG = Dreiecke BMD + DMZ = Dreieck 
BDZ=DE.BE, go. e. d. 


Fig. 14. 


t) Beweis von Asü ‘ALT g1-Hasan 8. ELz-Hosein er-BasRi.’) 

Er sagt: Man mache [Fig. 15] Bogen DZ = Bogen DB und ziehe 
DB, DZ, AZ, AD; ferner mache man EH = EB und ziehe DH; weil 
nun Bogen DZ = DB ist, ist Winkel ZA D = Winkel DAB, und weil 
DB = DH, ist Winkel DBA = Winkel 
DHE, und weil Figur BDZA ein Kreis- 
viereck ist, ist Winkel AZD+ WinkelABD 
— zwei Rechten; soeben wurde aber gesagt, 


daß Winkel ABD = Winkel DHE, also ist 


Rechten, aber auch Winkel D HE + Winkel 
DHA= zwei Rechten, also ist Winkel AZD 
— Winkel DHA; ferner wurde gezeigt, daß 
Winkel ZAD = Winkel DAH ist, und 
AD ist gemeinschaftlich, also sind die 
beiden Dreiecke AZD und AHD kongruent, und ihre entsprechenden 
Seiten also gleich, also AZ= AH, aber AZ = BG t) weil ihre Bogen 





Fig. 15. 


1) Wörtlich „wollen“; er kommt hier jedenfalls auf den dritten Beweis eL- 
SHANNIS zu sprechen, den er etwas kürzer und auch richtig geben will; vgl. Kom- 
mentar zu q. 2) Der Text hat BZ. 

3) Vgl. H. Surer, 1. c. 8. 91, Nr. 204; es ist dies der bekannte Isw er-Harram. 

4) Im Manuskript steht AB. 


auch Winkel AZ D + Winkel DHE = zwei 
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gleich sind, also ist auch AH = BG, HE ist aber = BE, mithin ist 
AE= DE + BG), q.e.d. 


u) Beweis von mir zu diesem (Satze). 


Ich sage: Man vervollständige [Fig. 16] den Kreis und ziehe DB, 
DG, DA, mache EZ= EB, ziehe DZ und verlängere es bis zu seinem 
Durchschnitt Æ mit dem Kreis. Nun ist D 
AD = DG, da sie die Sehnen gleicher 
Bogen sind, und DB— DZ wegen der B A 
Kongruenz der Dreiecke BDE und DEZ, 
und Winkel BGD = Winkel BAD, weil 
sie auf demselben Bogen stehen, und 
Winkel B D G = Winkel Z D À, denn Winkel 
DZB = Winkel ZDA + Winkel ZAD, & 
also auch Winkel DBZ = Winkel Z D A?) 

+ Winkel ZAD; nun steht Winkel DBZ 
auf der Hälfte (AD) der Summe der beiden 
Bogen (d.h. des Bogens AB@G), und Winkel 

Z AD auf dem Bogen DB von der anderen Hälfte (D@), also bleibt für 
Winkel ZDA der Bogen, der DB zur Hälfte ergänzt, d. h. der Bogen BG, 
aber Winkel ZDA steht auf dem Bogen AH, also ist Bogen AH 
— Bogen BG, also auch Winkel BDG = Winkel ZDA, mithin sind die 
Dreiecke BDG und ADZ ähnlich und gleich’), also AZ= BG, aber 
EZ=EB, also ist AZ+ EZ = EB + BG, q. ed. 


Fig. 16. 


v) Zweiter Beweis von mir. 


Ich sage: Man vervollständige [Fig. 17] den Kreis und verlängere die 
Senkrechte DE bis zu ihrem Durchschnitt Z mit dem Kreise, ziehe den 
Durchmesser DHT und TKL parallel zu DEZ, 
so ist, weil DZ parallel TL und beide von 
den Enden des Durchmessers ausgehen, Bogen 
DGZ = Bogen TAL; wir ziehen LD, dann 
ist Winkel DLT ein rechter, weil er im Halb- 
kreis liegt, und die Winkel LKE und DEK 
sind auch rechte, also ist Fläche LE ein Recht- 
eck, also LD — KE; man ziehe vom Mittel- 
punkt H die Linie HMS parallel zu DEZ, 
so schneidet sie die Sehnen AB und LD 





1) BG fehlt im Manuskript. 2) Im Manuskript steht: D ZA. 
3) Birüwi ist der einzige der hier auftretenden Autoren, der für „kongruent“ 


„ähnlich und gleich“ sagt. 
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unter rechten Winkeln und halbiert sie daher auch, also ist LS 
-SD, und KM= ME, mithin ist auch AK= EB, und LD 
— KE=BG (weil Bogen LD = Bogen BG), also ist AK + KE 
— EB + BG, qe. di) 


w) Dritter Beweis von mir aus meinem Buche „Über die nütz- 
lichen Fragen und die richtigen Antworten“) 


Ich sage: Man verlängere [Fig. 18] AB über B hinaus und mache 
BK=BG, und ziehe GK, DK, DA; man ziehe ferner BT senkrecht 
auf GK, so wird GK halbiert, weil die Schenkel BG und BK gleich 
sind, und die Winkel des Dreiecks 7 GB werden gleich den entsprechenden 
Winkeln des Dreiecks TBK. 
Weil nun Winkel APT, 
der Außenwinkel des Drei- 
ecks TBK, = Winkel BTK 
+ Winkel BKT ist, undebenso 
Winkel DBG, der Außen- 
winkel des Dreiecks BTG, 
— Winkel B@T + Winkel 
BTG ist, und Winkel BGT 
= Winkel BKT ist, und die 
Winkel BTG und BTK 
rechte sind, so ist Winkel ABT= Winkel DBG; ferner ist Winkel ABT 
+ Winkel TBK = Winkel DBG + Winkel @BT, nun ist aber Winkel 
ABT + Winkel TBK = zwei Rechte, also ist auch Winkl DBG 
+ Winkel@BT= zwei Rechte, mithin ist die Linie DBT eine Gerade, 
und sie steht senkrecht auf X@ und teilt sie in zwei gleiche Teile, 
also ist auch DG=DK, es ist aber auch DA=DG, also ist DA 
— DK, die Senkrechte DE halbiert also die Gerade AK, folglich ist 
AE=EB-+DBK, aber BK wurde = BG gemacht, also ist AE = EB 
+ BG, q. e. d‘) | 





Fig. 18. 





1) Hier folgt noch: Beendigt ist der zweite Beweis von mir. 

2) Der Haupttitel dieses Buches ist eigentlich „Über die Gründe der Tafeln 
des Kuwarızui“, was vielleicht durch wiederholtes Abschreiben weggefallen ist. 
Vgl. meine Nachträge und Berichtigungen zu dem oben zitierten Buche, in Ab- 
handlungen z. Gesch. d. math. Wissensch. 14, 1902, S. 171, wo statt „Fehler“ 
zu setzen ist „Gründe“ (oder Begründungen). 

3) In diesem Beweise kommt ein Fehler vor, s. Kommentar. 
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x) Vierter Beweis von mir, den ich in den ,Gründen der Tafeln 
des Hasasn“ angewandt habe.!) 


Ich sage: Man mache [Fig. 19] £H = EB und ziehe DH, DB, so 
sind die Dreiecke DEB und DEH, die bei E rechtwinklig sind, kon- 
gruent, also DB= DH. Dann ziehe man AD, DG?) und verlängere 
GB bis Z.?) Dann wird, weil Winkel DB@ auf dem Bogen DA@ steht, 
seine Ergänzung zu zwei Rechten, d. h. Winkel DBZ, durch den Bogen 
DBG gemessen, der gleich Bogen AD ist und auf dem der Winkel DBA 
steht, also ist Winkel DBA= Winkel DBZ= Winkel DHE, also ist 
auch Winkel DBG = Winkel DH A; ferner stehen die Winkel DAB und 
DGB auf demselben Bogen (sind also gleich), also ist auch Winkel A DH 
— Winkel BDG, und DH = DB, also Dreieck ADH kongruent Drei- 
eck DBG, mithin AH = BG; wir haben aber EH = EB gemacht, also 
ist AH + EH = EB + BG, d.h. der Punkt E halbiert wirklich die 
gebrochene Linie ABG, q: e. d. 

Aus diesem ergibt sich auch, daß, 
wenn über derselben Kreissehne als Basis 
zwei Dreiecke gezeichnet sind, von denen 
das eine gleichschenklig, das andere nicht 
gleichschenklig ist, der Umfang des ersten 
größer ist als der des zweiten; denn wenn 
wir AG ziehen, so ist sie die gemeinsame 
- Basis der Dreiecke ADG, des gleich- 
schenkligen, und ABG, des ungleich- 
schenkligen, und es ist nun AD®)>AE, ebenso DG) (= AD)>BE 
+ BG, wird noch beiderseits das gemeinsame A@ addiert, so ist: AD 
+ DG+ AG> AE + BE + BG + AG, also sind die Seiten des Drei- 
ecks ADG zusammen größer als die Seiten des Dreiecks ABG, q. e. d. 

Das ist, was mir bekannt geworden ist von den Wegen (oder Methoden) 
der Gelehrten für den Beweis jener Behauptung; die Griechen haben aber 
noch eine andere Behauptung aufgestellt, zu der ebenfalls die Gelehrten 
dieser Kunst?) Beweise gaben. Unter diesen gibt es solche, welche das 





Fig. 19. 


1) Vgl. meine oben zitierten Nachträge, S. 171; der vollständige Titel dieses 
Werkes lautet: Vervollständigung der Tafeln des Hasasn durch Gründe und Reinigung 
ihrer Sätze von Irrtümern. 

2) Die Linie DG fehlt im Manuskript. 3) Unbestimmt. 

4) Das Manuskript hat AB. 

5) Das Manuskript hat hier: DA und BG; vielleicht wollte Brust schon die 
beiden ersten Ungleichheiten addieren und sagen: also AD+DG>AE+EB+BG. 

6) Er-Birunt nennt die Geometrie eine Kunst (sana‘a) statt eine Wissen- 
schaft (lm). 
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Vorangehen des (eben bewiesenen) Satzes über die Eigenschaft der ge- 
brochenen Linie erfordern, und sie müssen deshalb nach diesem kommen; 
es gibt aber auch solche, welche jenen (ersten) Satz entbehren können. 
Da nun eine Umstellung stattgefunden hat (d. h. da diese Beweise, die 
des ersten Satzes nicht bedürfen, doch nach jenem komfnen), so ist durch 
sie (d.h. diese Beweise) eine Verifizierung jener ersten Behauptung er- 
möglicht, d.h. die zweite Behauptung wird dadurch unter die Prämissen 
der ersteren gerückt!) Nachdem wir nun die vielen Beweise (für die 
erste Behauptung) alle nacheinander gegeben haben, stellen wir diejenigen 
für die zweite Behauptung auch zusammen und setzen sie also zwischen 
den ersten und den Schlußteil.?) 


Die zweite Behauptung. 


Wenn in einen Kreisbogen eine gebrochene Linie gelegt wird, die 
den Bogen halbiert, hierauf in denselben Bogen eine zweite gebrochene 
Linie, die den Bogen in zwei ungleiche Teile teilt, so ist das Produkt 

5 des einen Teils der den Bogen halbierenden 

B Linie in den anderen gleich dem Produkt 

des einen Teils der den Bogen in zwei 

verschiedene Teile teilenden Linie in den 

G andern mehr dem Quadrat der Sehne, die 

zwischen den beiden Teilpunkten liegt. 

Z. B., der Bogen AB@ [Fig. 20] enthalte 

die gebrochene Linie ABG, er werde halbiert im Punkte D, und in ihn 

die gleich gebrochene Linie ADG gelegt’), so sage ich, daß AD. DG 
(= AD?) = AB-BG + BD?%) 

Jeder einzelne von jenen (Gelehrten) hatte versucht, die Schwierigkeit 
dieser Sache (dieses Beweises) möglichst zu erleichtern und sie (ihn) zu 


Fig. 20. 


kürzen, und es kamen dabei die verschiedensten Arten zum Vorschein, ., 


wie wir aus ihren Berichten selbst sehen werden, so Gott will. 


«@) Beweis dazu; ich habe ihn gefunden in den Fragen’), die 
YünanxA B. Yüsur aus dem Griechischen ins Arabische 
übersetzt hat. 

Er ist ganz ähnlich einem Beweise, den Ast San EL-Sıpızi und 
Asü ‘Arr er-Basri gegeben haben. Zieht man in einem gleichschenkligen 


1) Diese Stelle ist etwas schwierig, ich habe ihr keinen anderen Sinn zu geben gewußt. 

2) Auch dies ist ziemlich frei übersetzt, ich glaube aber doch den richtigen 
Sinn getroffen zu haben. 

3) Hier ist der Text etwas ae, die ungleich gebrochene Linie wird zwei- 
mal genannt. 4) Über diesen Satz s. Kommentar. 

5) Masä’il= Fragen, Untersuchungen, Probleme. 
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Dreieck eine Gerade von der Spitze zur Basis, die diese in zwei ungleiche 
Teile teilt, so ist das Produkt dieser beiden ungleichen Teile mehr dem 
Quadrat dieser Geraden gleich dem Quadrat eines Schenkels. Das Drei- 
eck si ADH [Fig 21] und AD D 

— DH, wir ziehen in demselben zur 

Basis die Linie DB beliebig, nur A A 
nicht senkrecht auf sie, so sage ich, 

daB AB-BH+BD?= AD?!) Be- 

weis: Wir beschreiben um das Drei- 

eck ADB einen Kreis und ziehen DE G 
senkrecht auf AB, so ist, weil AH 

im Punkte Z halbiert wird und in zwei 

ungleiche Teile geteilt ist im Punkte B, 

AE?’= AB:BH + EB?,?) fügen wir beiderseits DE? hinzu, so haben wir: 
AE°+ DE? (d. i AD?) = AB.PBH + EB? + DE? = AB.-BH + BD\. 
Es wurde nun in den Beweisen zur ersten Behauptung gezeigt, daß 
BH = BG ist, wenn Bogen D BG = Bogen AD gemacht wird; man ziehe 
BG, DG, so ist nun also AB-BH=AB.B@ und man hat nun: 
AD?= AB-BG+ BD?.?) Dies (d.h. dieser Beweis) gehört also zu den 
Anhängen (d. h. zu denen, welche den Beweis der ersten Behauptung 
voraussetzen). — Was Arü Sa‘in eL-Sıpızi und Asüu ‘Arr er-Basri an- 
betrifft, so setzen sie die gebrochene Linie AB@ in den Bogen ADBG 
und behaupten dann, daß AB-B@ + BD?— AD? sei; hierauf machen 
sie zum Beweise BH = BG und führen dann den Beweis weiter wie oben. 


Fig. 21. 


ß) Beweis dazu von ABü Nasr Mansür B ‘ALT 8. ‘Iräk. 

Ich sage“) (behaupte) [Fig. 22], dd AB-BG + BD?= AD? Be- 
weis: Ich verlängere BG über B hinaus und ziehe DZ senkrecht auf 
die Verlängerung, DE senkrecht auf AB, ferner 
noch DB, AD, DG. Weil nun Winkel ABG 
gemessen wird durch die Ergänzung des Bogens 
ADBG zum ganzen Kreis, wird Winkel ABZ 
gemessen durch den Bogen ADBG, deshalb ist 
Winkel EBD= Winkel DBZ, weil Bogen AD 
= Bogen DG*), ferner ist DB den beiden Drei- 
ecken BDZ und BDE gemeinsam, und Winkel 
E= Winkel Z als rechte, also ist BE= BZ; 


1) Im Text steht À B*°. 2) Nach Eukuipes IL, 5. 

3) Im Text ist der Schluß durch Auslassungen und unrichtige Buchstaben etwas 
verdorben. 

4) Vor diesem „Ich sage‘ sollte eigentlich den andern Beweisen entsprechend 
stehen: „Er sagt“. 5) Der Text hat B@. 





Fig. 22. 
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ferner ist DG?=GZ?+ DZ? und BD?= DZ?+ BZ?, also ist DG?— 
BD? + GZ?— BZ?, es ist aber @Z?— BZ°=GB'+2GB.:BZ, und 
AE — BE + BG; es wurde schon bewiesen, dd EB=BZ, Re ist 
AB = BG+2BZ, mithin DG?=— BD?+ AB:BG), q.e. d. — Dieser 
Beweis gehört zu den Anhängen, wegen der ohne Beweis aufgestellten 
Gleichheit von AZ und BE + BG. 


y) Zweiter Beweis von Asüu Nasr 8. ‘IrAK. 


Er sagt: Man verlängere [Fig. 23] GB über B hinaus und ziehe 
DH senkrecht auf GH, mache HZ = BH, und ziehe DZ, so ist, weil 
DG?= DH?+ GH? und DB’= DH?+ BH?, auch D@?= DB?+ BG? 
+2BH.BG°); aber HZ = BH, also DG?= DB?+ BG:GZ; weil nun 
Winkel @= Winkel A, und DB den Winkel ABZ halbiert, und Winkel 
Z = Winkel DBH ist, ist auch Winkel À BD = Winkel@ZD, und da 
DG = AD ist, so ist auch AB=GZ; es 
wurde aber eben bewiesen, daß DG? = DB? 
+ B@G:GZ, also ist auch D@? (oder À D?) 
= DB? + AB-BG, q. e. d.?) — Dieser Be- 
weis gehört zu den Vorausgehenden (Voran- 
zustellenden), weil er der (ersten) Eigen- 
schaft der gebrochenen Linie nicht bedarf, 
ja er gehört sogar zu ihrem Fundament, 
weil mit ihm jene erste Eigenschaft bewiesen 
werden kann. 





Fig. 23. 


0) Beweis von ABü Sa'ın zr-SıDyzi. 


Er sagt: Wir verlängern [Fig. 24] AB über B hinaus, so daß Drei- 
eck ADZ gleichschenklig wird in bezug auf die Schenkel AD und DZ, 
wie vorher‘); dann beschreiben wir um das Dreieck ADZ einen Kreis, 
verlängern BD bis zum Durchschnitt mit diesem Kreise in H und 
ziehen ZH; dann ist AB-BZ=BD.BH, aber BD-BH + BD’= 
BD.DH°); weil nun Winkel DZA= Winkel DHZ, da sie auf den 





1) Dies ist etwas kurz, deutlicher wäre: es ist also BG?+2B@G:- BZ=BG: AB, 
also DG’=BD?+AB.BG@G. 

2) Dies ist wieder kurz ausgedrückt, deutlicher wäre: auch DG?= D B°— BH? 
+GH’=DB’—- BH’+(BG+BH)’=DB’+BG’+2BH:.B@. 

3) Die Linie DG fehlt im Manuskript. 

4) d.h. wie in seinem ersten Beweis zur ersten Behauptung. 

5) Im Text steht BH- DH; dann fehlt wahrscheinlich noch: also BD-DH 
= AB:.BZ+ BD“. 
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gleichen Bogen AD und DZ stehen, und Winkel D gemeinschaftlich ist 
so ist Dreieck DBZ ähnlich Dreieck DHZ, also besteht die Proportion: 
DH:DZ=DZ:BD, also BD-DH = DZ?, aber BD.DH = AB. BZ 
+ BD®, also AB-BZ oder AB: B@ D 

+ BD?= DZ? = AD’, q. e. d — 

Dieser Beweis gehört zu den An- Z 

hängen, weil darin die Gleichheit von 

BZ und BG vorausgesetzt ist; wenn 

aber der Beweis auf die gleiche 


Weise geführt würde wie vorher), £ 

so käme man damit auf die (erste) 

Eigenschaft der gebrochenen Linie, A 

und der Beweis wäre dann einer von 

den vorausgehenden. LS 


&) Beweis von Asü ‘ABDALLAH EL-SHANNT. 


Er sagt: Man mache [Fig. 25] Bogen AZ = BG und ziehe @Z, ver: 
längere BG über B hinaus, und mache GH = @Z, und ziehe DH, DZ, 
ferner DT senkrecht auf BH; weil nun GH — GZ, und GD gemein- 
schaftlich?) und Winkel 7G@D= Winkel 
DGZ, weil sie auf den gleichen Bogen BD 
und DZ, so ist DH = DZ, aber DZ = BD, 
also ist auch DH = BD, und DT senk- 
recht auf BH, also ist auch TH=BT, 
mithin AB eine Gerade, die im Punkte 7 
halbiert und um BG verlängert ist, folg- 
lich ist GH-BG + BT?= GT°;?) fügen wir 
auf beiden Seiten DT? hinzu, so haben wir: 
GH-BG+BT?+ DT'=GT?+ DT, oder: | 
GH-BG + BD?= GD?; aber AB=GZ=GH, also ist AB-BG + 
BD?= GD}, q.e. d. — Dieser Beweis gehört zu den Vorausgehenden, 
weil er jener Eigenschaft (der gebrochenen Linie) nicht bedarf. 





Fig. 25. 


6) Beweis dazu von mir. 


Ich sage: Wir ziehen [Fig. 26] DH parallel AB, ferner noch AH, 
AD, HB, BD. Weil nun Bogen AD = DG, und Bogen AH= BD, so 


1) d.h. wie in seinem ersten Beweis zur ersten Behauptung. 
2) Hier ist im Text wiederholt, daß nun @H und DG einzeln gleich seien 
GZ und D@. 3) Nach Evxuives Il, 6. 


30 Heinrich SUTER. 


ist auch Bogen DH= BG, also sind 
auch ihre Sehnen gleich; weil nun AHDB 
ein Kreisviereck ist, so hat man: AD-BH 
—DH-AB+AH:BD; aber DH = BG, 
und AD = BH und AH = BD, also ist 
auch AD? — AB: B@G + BD”, q.e.d. — 
Dieser Beweis gehört auch zu den voraus- 
gehenden, aus demselben Grunde wie der 
vorige.!) 





Fig. 26. 


n) Zweiter Beweis von mir. 


Ich sage: Wir ziehen [Fig. 27] die Senkrechte DE auf AB und er- 
richten über AE das Quadrat AZ, und über BE das Quadrat ET, ver- 
längern TX bis L, machen EM= EB, ziehen MSO parallel EZ 
und vervollständigen die Fläche AEH?), 
so ist klar, da AM=DBG, es ist aber 
AM der Unterschied zwischen den beiden 
Teilen der Basis des Dreiecks ABD, 
nämlich zwischen AE und EB; ebenso 
ist klar, daß AM=KZ, und deshalb 
Fläche KF= ML ist, da auch TK 
— MS; nun ist die Fläche TH, d.h. das 
Quadrat AZ vermindert um das Quadrat 

De a BK(=ES)=LT.TF=AB:AM— 
AB:BG; addieren wir hierzu BD? und zwar so, daß wir zuerst das 
Quadrat BK oder ES addieren, dann haben wir das vollständige Quadrat 
EH (= AE?); hierauf addieren wir noch (zu diesem) DE?; nun ist 
DE?’+ AE? = AD}, also haben wir: AB- BG + BD?= AD?, q.e.d.— 
Dieser Beweis gehört zu den Anhängen, weil er jener (ersten) Eigen- 
schaft der gebrochenen Linie bedarf. 





%) Dritter Beweis von mir, ohne Beziehung (?)*) zum Almagest. 


Man zieht [Fig. 28] die Senkrechte DE, ferner AD, macht AH=BD 
und zieht DT parallel AH, so ist es gleich AH und also auch gleich 


1) Dieser Beweis von er-Birüni ist der einfachste derjenigen für die zweite 
Behauptung. 

2) Besser wäre wohl ABFH, oder einfach BH. 

3) Siehe Kommentar. 
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BD, und Winkel DTA ist ein stumpfer, D H 
also ist AD? = AT?+ DT?+ AT. BT 
(denn BT=2ET); aber AT-BT + AT? 
= AB-AT, also ist AD’=- DT? + 5 
AB-AT=BD?+AB-AT!) aber AT 
DH = BG, also ist AD? = BD? + 
AB - BG, q. e. d. — Dieser Beweis ge- 


hört zu den vorausgehenden. 





Fig. 28. 


ı) Vierter Beweis von mir. 


Ich sage: Man ziehe [Fig. 29] die Senkrechte DE auf AB und mache 
EM= EB, so ist BM eine Gerade halbiert in Punkte E, und verlängert 
um die Gerade AM, dann ist AB-AM + EM?= AEF?; man addiert 
auf beiden Seiten DE?, so ist AB- AM 
+ EM? + DE’= AE° + DE?, aber DE? 
+ EM’? (= EB?) = BD, und AE? + DE? 
— AD?” also ist AB - AM + BD°=— AD, 
q. e. d.?) Dieser Beweis gehört zu den An- 
hängen aus den schon erwähnten Gründen. 

Das ist, was von ihnen (den Gelehrten) 
an Beweisen zu dieser zweiten Behauptung 
aufgestellt worden ist. Und fürwahr, diese 
beiden Sätze leuchten hell hervor aus den 
Elementen der Geometrie, und es werden 
auf sie wichtige Dinge?) zurückgeführt; ... ich habe mich auf sie gestützt 
in einer Anzahl von Fragen (Problemen), über die ich befragt wurde, 
und von denen ich, was ich noch in Erinnerung habe, erwähnen werde, 
mit der Hilfe Gottes, seiner Gnade und seiner Leitung. 





Fig. 29. 


Die Aufgaben. 


1. Es sollen aus zwei gegebenen Punkten zwei Gerade ge- 
zogen werden, die einen gegebenen Winkel miteinander bilden, 
und deren Summe gleich einer gegebenen Geraden ist, von mir. 

MexeLaus wollte im zweiten Satze des dritten Buches seines Werkes 
über die Elemente der Geometrie beweisen, wie in einem gegebenen Halb- 


1) Hier ist der Text etwas unklar, es kommen Wiederholungen vor. 

2) Dieser Beweis ist unvollständig, da noch bewiesen werden sollte, daB AM 
— BG ist; ez-Birun hat vielleicht auf einen der Beweise der ersten Behauptung 
verwiesen und diese Verweisung ist weggefallen. 

3) asbäb, eigentlich „Motive“; am besten wäre vielleicht „Sätze, Probleme“ 
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kreis eine gebrochene Linie gezeichnet werde gleich einer gegebenen Limie; 
er schlug aber hierzu einen sehr langen Weg ein.) Nachher behandelte 
sie (diese Aufgabe) Tuäsır 8. Kurra in seinem Kommentar dieses Buches 
(des Mexezaus) auf einem ungefähr so langen Wege wie Mrnxeraus selbst. 
Nachdem nun aber die Eigenschaften der gebrochenen Linie bekannt ge- 
worden sind?), so ist die Behandlung dieser Aufgabe des Mrxeraus eine 
leichtere geworden, und sie erstreckt sich nun sogar allgemeiner auf alle 
Bögen eines gegebenen Kreises (nicht nur auf den Halbkreis). Hierauf 
verfaßte Asv’-Dsup Mu ». er-Lerrn*), Gott erbarme sich seiner, über 
diese Aufgabe eine Abhandlung und löste sie auf einem Wege, der über 
alle Maßen lang und schwierig war. Als nun aber Asu San Anmen 8. 
Mvn ». ‘ABperpyariz sich mit ihr beschäftigte, fand er einen Weg der 
Auflösung, der den höchsten Grad der Leichtigkeit erreichte. Wir weichen 
D nicht weit von ıhm ab 

B in dem (Beweise), den 

wir gefunden haben 

mit Hilfe der Eigen- 

6} schaften der gebroche- 

; nen [Linie in einem 
Kreisbogen und ihre 

Teilung durch die Senk- 

T }7 rechte, die von der 

Mitte des Bogens auf 

Fig. 30. sie gefällt wird; folgen- 

des ist das Verlangte: 

Wir wollen von den gegebenen Punkten A und G aus [Fig. 30] 
zwei gerade Linien ziehen, die sich in einem Punkte schneiden und einen 
Winkel miteinander bilden gleich dem Winkel S, und deren Summe gleich 
der Linie TH ist. Wir ziehen AG und beschreiben darüber ein Bogen- 
segment, das den Winkel S (als Peripheriewinkel) faßt, es sei das Bogen- 
segment ADG, und D sei die Mitte desselben, wir ziehen AD; es ist 
nun notwendig, daß die gegebene Linie T'H größer sei als AG, aber 
nicht größer als das Doppelte von AD“), damit das Erreichen des Ge- 
suchten möglich sei. Hierauf beschreiben wir über AD einen Halbkreis, 





1) Siehe Kommentar. 2) Wörtlich ,,vorausgegangen sind‘. 

3) Vgl. H. Surer, 1. c. p. 97, nr. 215; aus den Worten „Gott erbarme sich seiner“ 
ist zu schließen, daß Asü’L-Dsup schon gestorben war, als e-Birunt diese Abhand- 
lung verfaßte und dies war vor 1036, denn es existiert ein Verzeichnis seiner Schriften 
(von ihm selbst verfaßt) bis zu diesem Jahre, und in diesem wird auch unsere Ab- 
handlung genannt (vgl. Chronologie orientalischer Völker, herausgegeben von E. Sacxau, 
Leipzig 1878, p. XXXXIV). 

4) Im Text steht unrichtig „des Quadrates von AD“. 
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er sei AKD'), und legen in denselben die Sehne AE — 1TH, und ver- 
längern sie bis zum Durchschnitt B mit dem Bogensegment, und ziehen 
BG°), so sage ich, dd AB + BG = TH sei und Winkel ABG 
— Winkel 8. Beweis: Wir ziehen DE, so steht es senkrecht auf AB 
und weil diese Senkrechte vom Mittelpunkt des Bogens ADG ausgeht, 
ist AE=EB+ BG, aber AE wurde gleich 47H gemacht, also ist 
ED + BG gleich der andern Hälfte von TH, also AB + BG = TH; 
ferner ist Winkel ABG—Winkel S, weil er in einem Kreissegment steht, 
das einen ihm gleichen Winkel faßt; q. e. d. 

2. Von zwei gegebenen Punkten aus zwei Gerade zu ziehen, 
die einen gegebenen Winkel miteinander bilden, und deren 
Differenz gleich einer ge- 
gebenen Geraden ist, von 
mir. 

Wir wollen sie (die beiden 
Geraden) von den Punkten A 
und @ aus [Fig. 31] ziehen, sie 
sollen einen Winkel einschließen 
gleich dem Winkel 5 und ihr 
Unterschied soll gleich der Linie 
TH sein. Wir ziehen AG und 
beschreiben darüber ein Bogen- 
segment, das den Winkel S (als 
Peripheriewinkel) faßt, halbieren 
es im Punkte D. Dann ver- 
vollständigen wir Bogen AD zu einem Halbkreis, ziehen AD, DZ, AZ, 
machen ZK=5>TH, ziehen KL?) senkrecht auf AZ; dann machen wir 
DB = ZL und ziehen AB, BG, so behaupten wir, dß AB — BG = TH. 
Beweis: Man ziehe DE senkrecht auf AB, dann ist Winkel DBE = 
Winkel DZA, denn sie stehen auf dem gleichen Bogen AD, ferner Winkel 
DEB = Winkel ZX L als rechte, also ist Dreieck DEB ähnlich Dreieck 
KLZ; aber wir haben DB = ZL gemacht, also sind sie auch kongruent*), 
folglich ist KZ= EB, aber KZ wurde gleich 57H gemacht; aus dem 
was vorangegangen ist, ist aber bekannt, daß EB gleich der Hälfte des 
Unterschiedes von AB und BG ist, also ist 2EB=AB-BG, und 
da die Hälfte des Unterschiedes gleich der Hälfte von TH ist, so 1st 
der ganze Unterschied gleich TH. Die Möglichkeit dieser Aufgabe 





Fig. 31. 


1) K fehlt in der Figur. 2) Im Text steht BD. 3) Im Text steht GL. 
4) In der Figur des Manuskripts ist das Dreieck KLZ viel kleiner als das 
Dreieck DEB gezeichnet, ferner sind die Buchstaben X und L vertauscht, und 
DE steht ganz schief auf AB. 
Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 3 
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unterliegt der Bedingung, daß KZ nicht größer sei als A@G'), sonst 
wird das Gesuchte nicht gefunden. Das ist, was zu beweisen war, Gott 
weiß es besser. 


Anderes Verfahren hierfür, von mir. 


Wir ziehen [Fig. 32] A@ und beschreiben darüber einen Kreisbogen, 
der einen Winkel fasse gleich dem Winkel S, halbieren den Bogen im 
D Punkte D und ziehen DG, er- 


ah, richten DK senkrecht auf AG, 
B machen X L= <+T H und ziehen 


LM parallel DK und MO 

Er parallel X_L?), machen Sehne 

G té K A DB=DM und ziehen AB, 
BG, so haben wir, was wir 
wollten. Beweis: Wir ziehen 
DE senkrecht auf AB, so ist 
= R # klar, daß Dreieck DBE ähn- 

is lich Dreieck D GK, weil Winkel 

DBE=Winkel DGK, da sie auf gleichem Bogen AD stehen, und die 
Winkel bei E und K rechte sind; und weil MO parallel XG, ist auch 
Dreieck DMO ähnlich Dreieck DBE, es ist aber DM = DB, also sind 
die Dreiecke auch kongruent?), mithin ist MO=BE, aber MO=KL, 
also BE=KL=JTH; es ist aber schon gezeigt worden, daß es (d.h. BZ) 
gleich der Hälfte von AB— BG 
ist, also st 2BE=AB-—BG, 


und demnach diese Differenz 
gleich TH, q. e. d. 
3. Von zwei gegebenen 
“ h |, Punkten aus zwei Gerade 
zu ziehen, die einen ge- 
gebenen Winkel einschlie- 
Ben, und deren Produkt 
gleich einer gegebenen 


Fläche ist, von mir. 


K 
DEGTE ME TT ALT Die beiden Geraden sollen 
T von den Punkten A und @ 
[Fig. 33] ausgehen und den 
Winkel S einschließen und 


N Fig. 38. ihr Produkt soll gleich der 


1) Im Text steht AD; besser wäre übrigens: 2KZ< AG, oder TH<AG. 
2) Im Text steht XM. 3) Dieser Satz fehlt im Manuskript. 
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Fläche 7 sein. Die Linie, die die Fläche 7’ potenziert, sei X; wir ziehen 
AG und beschreiben über ihr einen Kreisbogen, der einen Winkel fasse 
gleich dem Winkel S, halbieren ihn im Punkte D), ziehen AD, beschreiben 
darüber einen Halbkreis AH D, tragen in demselben die Sehne AH — K 
ab, und ziehen DH; hierauf machen wir DB= DH, ziehen AB und 
BG, so behaupten wir, daß AB - BG = Fläche T sei. Beweis: Es ist, 
nach dem, was wir früher bewiesen haben, AD?=BD?+AB.BG, also 
AD? — BD’=AB.BG, aber AD? — BD?= AH, da wir BD=DH 
gemacht haben, also ist AH?= AB. BG, aber AH? = K?=7T, also ist 
AB-BG=T, qe. d. 


Anderes Verfahren ähnlich dem vorhergehenden 
von ABU ‘ABDALLAH EL-SHANNI. 


Man ziehe [Fig. 34] AG und beschreibe darüber einen Kreisbogen, 
der einen Winkel faßt gleich dem gegebenen Winkel 5, und nehme die 
Gerade X als die Fläche 7 potenzierend an, und ziehe die Sehne AD 
nach dem Mittelpunkt des Bogens ADG!); es ist nun notwendig, daB K 
kleiner sei als AD, sonst ist die Auffindung des Gesuchten unmöglich.?) 
Es sei nun also K kleiner als AD; dann ziehe man die Sehne BD, die 
die Differenz A D° — K? potenzieren soll, und ziehe AB, BG, so behaupte 
ich, daß AB. BG gleich der Fläche T sei. Beweis: Wir beschreiben 
aus dem Mittelpunkt D mit dem Radius AD den Kreisbogen ALHG, 
verlängern AD und AB bis 
zum Umfang dieses Bogens 
und ziehen DH, so ist klar, 
daß es gleich AD ist; wir 
machen DZ=BD, so ist 
klar, daß auch AZ= BH 
ist, und Winkel AZD ist ein 
stumpfer, also AD? — AZ? ® 
+ DZ? + AZ. BZ, aber 
DZ = BD, und A7°+ 
AZ -BZ = AB. AZ = 
AB: BH, also ist auch 
MD DD TAB: BE; RENE 
wir haben aber AD? — K? 





Fig. 34. 


1) Das Manuskript hat ADB. 
2) Diese Determination ist bei der vorigen Auflösung von er-Birüunt jedenfalls 
durch das Abschreiben weggefallen. 
3 * 
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— BD? gesetzt, also ist AB-BH=K?—-T. Hierauf ziehen wir noch 
GH, GL, GD*), dann ist Winkel AD@= Winkel ABG, weil sie 
über demselben Bogen stehen, also auch Winkel LDG = Winkel H BG, 
und weil die Winkel AL@ und AHG auf gleichem Bogen stehen, sind 
sie ebenfalls gleich, also ist Dreieck LD@ ähnlich Dreieck H B@°), aber 
Dreieck LD@ ist gleichschenklig, also auch Dreieck 7 BG, mithin BH 
— BG, also ist auch AB. BG gleich der Fläche T', q. e. d.°) 


4. Von zwei gegebenen Punkten aus zwei Gerade zu ziehen, 
die einen gegebenen Winkel einschließen, und deren Verhältnis 
gleich einem gegebenen Verhältnis sei. 

Wir ziehen [Fig. 35] die Geraden von den Punkten A und @ aus, 
sie sollen einen Winkel einschließen gleich dem Winkel S, und das Ver- 

hältnis der einen zur anderen sei gleich 
dem Verhältnis L:K. Wir nehmen an, 
/, die beiden Schenkel TZ und ZH schließen 
cl \, den Winkel 8 ein und TZ sei gleich K 
und ZH = L; wir ziehen TH; hierauf be- 
5 schreiben wir über AG einen Kreisbogen, * 

z der einen Winkel gleich dem Winkel S faßt, 
und machen Winkel GAB = Winkel ZHT 
hot und ziehen BG, so behaupten wir, daß wir 
Z = gemacht haben, was verlangt wurde Be- 
weis: Da Winkel TZH = Winkel ABG 
Less QU: und Winkel T7 HZ = Winkel GAB, so ist 
RSS Dreieck AB@ ähnlich Dreieck HZT und 
es besteht die Proportion: AB:B@=HZ:TZ, aber HZ: TZ= L:K, 

also ist auch AB: BG = L:K, q.e. d. 

Dies ist die letzte (wahrscheinlich: Aufgabe dieser Art); wenn sie 
auch nicht mit den Eigenschaften der gebrochenen Linie gelöst wurde, so 
habe ich sie doch gebracht, weil durch die übrigen Aufgaben man natur- 
gemäß auf sie geführt wird.) Es lag keineswegs in meiner Absicht, das . 
Thema vollständig zu erschöpfen, aber ich habe davon das gebracht, auf 
dessen Lösung ich kam, als ich die Eigenschaften der beiden Behaup- 
tungen, die vorausgegangen sind, studierte, wie ich im folgenden noch 





1) Im Texte steht @Z; von diesen drei Linien ist nur @H gezogen in der 
Figur des Manuskripts. 

2) HBG fehlt im Text. 

3) Es ist wohl etwas zu viel gesagt, wenn eu-Birünt diese Lösung der seinigen 
ähnlich nennt; wir halten daher dafür, dieser Zusatz im Titel sei nicht von e - Birüxt. 

4) Dies ist sehr frei übersetzt, ich wußte aber der Stelle keinen anderen Sinn 
zu geben. 
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verschiedenes bringen werde, was mir und anderen hierüber in den Sinn 
gekommen ist. 


5. Konstruktion eines Dreiecks in einen gegebenen Kreis, 
wenn die Summe seiner Seiten gleich einer gegebenen Geraden 
ist, von mir. 

Wie zeichnet man in einen gegebenen Kreis ein Dreieck, dessen 
Seitensumme gleich einer gegebenen Geraden ist? Es sei diese Gerade 
[Fig. 36] AT; es ist notwendig, daß HT nicht größer sei als die Summe 
der Seiten des gleichseitigen Dreiecks, das in den Kreis gezeichnet werden 
kann. Man nehme auf HT einen Punkt K beliebig an‘), und lege in 
den Kreis eine Sehne AG — HK, halbiere den Bogen AG im Punkte D, 
ziehe AD, beschreibe über demselben einen Halbkreis AED, lege in den- 
selben die Sehne AE y K 
| 
KT, verlängere AE D 
bis B und ziehe BG, 
so ist das Dreieck 
ABG dasjenige, dessen 


T 





Seitensumme gleich HT 

ist. Beweis: AG ist 3 

gleich IK, und AE, à 

das gleich der Hälfte A 


der gebrochenen Linie 
ABG ist, gleich KT, 
also ist die gebrochene 
Linie ABG= KT, mithin ist der Umfang des Dreiecks ABG= HT, 


und das ist, was von uns verlangt wurde. 


Fig. 36. 


6. Beweis des Verfahrens des Arcaimenes zur Auffindung 
der Höhen der Dreiecke, deren Seiten gegeben sind, und der 
durch die Höhen gebildeten Seitenabschnitte, von mir. 

Arcaımeves sagt: Man subtrahiert das Quadrat eines der beiden 
Schenkel vom Quadrat des anderen und dividiert den Rest durch die 
Basis, addiert das Ergebnis zur Basis und nimmt die Hälfte der Summe, 
so hat man den größeren Abschnitt (der Basis), subtrahiert man aber das 
Ergebnis der Division von der Basis und nimmt die Hälfte der Differenz, 
so hat man den kleineren Abschnitt.) — Der Beweis, um den ich ge- 
fragt (gebeten) wurde, ist folgender: Das Dreieck ADB [Fig. 37] sei 
gegeben, seine Höhe sei DE; man beschreibe um dasselbe einen Kreis 


1) Es fehlt die Determination, daß HK kleiner als die Hälfte von HT an- 
genommen werden müsse. 2) Siehe Kommentar. 
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und mache Bogen D@= AD und ziehe BG, zeichne über AZ das 
Quadrat AZ und über BE!) das Quadrat TE, und mache EM — EB, 
ziehe MO parallel EZ und TKL parallel AB, und vervollständige die 
Fläche AF, so ist, weil BD? — DE? + BE? und AD? = AE?’+ DE?, 
DE? beiden gemeinsam; wenn wir also 
BD? von AD? subtrahieren, so erhalten 
wir AE?— BE?, es ist aber klar, daß 
diese Differenz gleich dem Gnomon QCN 
ist; weil ferner ’K=KS=SM, und 
TF=KZ=AM, sind die Flächen TZ, 
K O, ML einander gleich, also ist Fläche 
TH = Gnomon QCN; aber TF= AM 
— BG, weil AM und ME bzw. gleich 
BG und BE sind, also ist Fläche TH 
= AB.BG; teilen wir sie durch die 
en Basis (AB), so erhalten wir BG, addieren 
wir dieses zur Basis, so haben wir die gebrochene Linie ABG, ihre Hälfte 
ist AE?), der größere Abschnitt; subtrahieren wir BG von der Basis, so 
bleibt BM, und seine Hälfte ist BE, der kleinere Abschnitt, q. e. d. 
An Stelle der Differenz AD? — BD? kann man auch das Produkt 
aus der Summe und Differenz von AD und BD setzen, weil dieses 
gleich jener ist, also ist auch AE?— BE?=(AE+BE)(AE— BE) 
= AB(AE- BE) = AB - AM = AB - BG) 





Zweiter Beweis von mir, leichter (kürzer) als der erste. 


Wir nehmen [Fig. 38] dasselbe Dreieck ADB an und beschreiben 
um es einen Kreis und machen Bogen DG= AD, ziehen BG, machen 
EM = EB, so. ist, wel APE RP 
+AB:BG (wie früher schon bewiesen 
wurde), AD? - BD?= AB:BG; dies 
teilen wir durch ADB, die Basis, so er 
halten wir BG, addieren wir dieses zur 
Basis, so erhalten wir die gebrochene 
Linie ABG, ihre Hälfte ist AE, sub- 
trahieren wir BG von der Basis AD, so 
erhalten wir MB, seine Hälfte ist EB, 
q. e. d. 








Fig. 38. 


1) Der Text hat ME. 2) Der Text hat AD. 
3) Hier fehlt wahrscheinlich noch: „also ist auch AD?- BD?= AB.BG, was 
wir schon früher auf anderem Wege bewiesen haben.“ 
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7. Beweis zum Verfahren des Aromimenxs zur Berechnung 
der Dreiecke aus dem Überschuß ihrer Seiten (sic), von Asü 
"ABDALLAH EL DHANNI. 

Arcnımeoes sagt: Wenn wir die Fläche jedes Dreiecks aus seinen 
Seiten kennen wollen, so nehmen wir den Überschuß der Hälfte der 
Seitensumme über jede der drei Seiten, bilden das Produkt dieser drei 
Überschüsse, und multiplizieren es noch mit 
der halben Seitensumme, und ziehen die 
Wurzel aus diesem Produkte, so haben wir 
die Fläche des Dreiecks. — Apt ‘ABpazran 
sagt: Der Beweis hierzu ist folgender: 
Wir nehmen [Fig. 39] das Dreieck ABG 
und beschreiben um dasselbe den Kreis AD BG, 
und es sei D der Mittelpunkt des Bogens 
ABG, wir ziehen von demselben die Senk- 
rechte DE auf AB, und ebenso die Senk- 
rechte DZ auf A@G!), und ziehen AD, DG, DB; dann beschreiben wir 
aus dem Punkte A mit dem Radius AZ den Bogen ZHT, der die Linie 
AE im Punkte Æ und die Linie AD im Punkte 7 schneidet; dann ist 
AD? = AZ?+DZ?°), ferner ist AT=AZ, also DT?+2 DT. AT=DZ? 
(= AD? — AT?); weil wir AT — AZ gemacht haben, ist auch DZ? 
= DE? + EH? +2 AH. EH"), nun ist Dreieck DE B jedem der Dreiecke 
DGZ und DAZ ähnlich, weil die Winkel AGD, ABD und GAD 
unter sich gleich sind, da jeder von ihnen auf der Hälfte des Bogens 
ADB steht, also besteht die Proportion: DE: EB=DZ:AZ, aber 
DZ:AZ=DZ°?:DZ: AZ = DZ. AZ: AZ?, ebenso hat man auch: 
DE’: DE: EB= DE: EB:EB? Wenn man Glieder einer Proportion 
von den entsprechenden Gliedern einer anderen Proportion, deren Ver- 
hältnisse mit denen der ersteren gleiche Werte haben, subtrahiert, so 
bilden die Reste wieder eine Proportion. Subtrahiert man nun DE? von 
DZ?, so erhält man, wie wir oben gezeigt haben: EH?+2AH.EH 
oder EH (AE + AZ), und subtrahiert man DE.EB von DZ- AZ, 
oder 2. Dreieck BDE von Dreieck ADG, so erhält man Dreieck ABG, 
wie wir bei den Eigenschaften der gebrochenen Linie gezeigt haben; 





Fig. 39, 


1) Der Text hat AD. 

2) Im Manuskript steht AE?+ DE?, was ja auch richtig ist, aber hier nicht 
in Betracht kommt. 

3) Hier fehlt eine nähere Begründung dieser Gleichung, statt einer solchen ist 
dieselbe wiederholt; die Begründung wäre etwa folgende: Es ist AE?— AH? 
+ EH°?+2AH:EH, beiderseits D E*° addiert und berücksichtigt, daß AE?+ DE? 
=AD°’=AZ°’+ DZ’=AH°+ DZ? gibt: DZ’=DE’+EH?+2AH: EH. 
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subtrahiert man ferner EB? oder KZ? (nachdem man KZ = EB gemacht 
hat) von AZ?, so erhält man @K: AK'); es ist also Dreieck ABG 
mittlere Proportionale zwischen EH (AE + AZ) und @GK- AK°). Nun 
ist EH der Überschuß von AE + AZ, d. h. des halben Umfangs des 
Dreiecks Ab@ über die Seite AG, weil wir AH=AZ=GZ gemacht 
haben, und weil DE die Summe der beiden Seiten AB und BG halbiert 
im Punkte E; ferner ist AK der Überschuß von AE + AZ über die 
Seite AD, weil wir KZ= EB gemacht haben’); ferner ist GX gleich 
dem Überschuß von AE + AZ über die Seite BG“), also sind EH, AK 
und @K die Überschüsse des halben Umfangs des Dreiecks AB@ über 
jede einzelne der drei Seiten; multiplizieren wir nun die Fläche AK-GK 
mit der Fläche EH (AE + AZ), so haben wir den ersten Überschuß 
mit dem zweiten, und das Produkt mit dem dritten Überschuß und das 
neue Produkt mit AE + AZ, d. h. mit der halben Summe der Seiten 
multipliziert, und das Resultat ist gleich der Fläche des Dreiecks AB@G 
multipliziert mit sich selbst, q. e. d. 

Ist das Dreieck gleichschenklig, wie z. B. das Dreieck ADG, so hat 
man die Proportion: DZ?: DZ. AZ = DZ. AZ: AZ’ Wir haben nun 
aber bewiesen, daß DZ? = DT?5) +2DT-AT=DT (AD + AZ); ferner 
ist DZ. AZ = Fläche des Dreiecks ADG, und AZ? = Fläche AZ. ZG; 
bildet man also das Produkt AZ-ZG = AT. AZ5), so hat man das 
Produkt des einen Überschusses mit dem andern, hierauf dieses Produkt 
mit DT, d.h. mit dem dritten Überschuß, und dieses neue Produkt mit 
(AD + AZ), d.h. mit der halben Summe der Seiten multipliziert, so hat 
man das Quadrat der Fläche DZ : AZ, d. h. des Dreieckes ADG, q. e. d. 


8. Beweis des den Indiern zugeschriebenen Verfahrens für 
die Berechnung eines einem Kreise einbeschriebenen Trapezes’), 
von ABU ‘ABDALLAH EL-DHANNI. 

Wenn wir die Fläche des Trapezes haben wollen, das in einen Kreis 
einbeschrieben ist, so nehmen wir die Überschüsse des halben Umfangs 


1) Ausführlicher: AK?+2 AK: ZK=AKR (AK+2ZR)=AK: GK. 

2) Der Text hat GK: KB. 

3) Es ist nämlich: AE+AZ- AB=2AH+EH-—-AB=AH- BE=AZ 
— KZ=AR. 

4) Dieser Satz fehlt im Manuskript, dafür ist der vorhergehende Satz wieder- 
holt; die Begründung für GX ist folgende: Es ist AE+AZ- BG =BG+BE 
+AZ-BG=BE+AZ=ZK+GZ=GEK. 

5) Das Manuskript hat D K*. 6) Das Manuskript hat AT: KZ. 

7) Es sollte heißen „Trapezoid“ (arab. el-shabih bi ”I-munharif= das dem Trapez 
ähnliche); vielleicht ist el-shabzh weggefallen, oder eu-Birüni bezeichnet nach EukLıpes 
alle Nicht-Parallelogramme mit dem Namen ‚Trapeze“; vgl. übrigens CaAntor, 
Vorlesungen 1?, S. 608 — 612. 
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desselben über jede einzelne Seite, bilden das Produkt dieser vier Über- 
schüsse und ziehen die Wurzel aus demselben, so ist diese der Inhalt 
jenes Trapezes. Zum Beweise zeichnen wir [Fig. 40] das Viereck!) 
ABGD in den Kreis AB@GD und halbieren jeden der Bogen BAD, BGD 
in den Punkten E und Z, ziehen BE, ED, DZ, BZ, EA, EZ, und die 
Senkrechten £ 4 und ZT auf AB bzw. BG, der Durchschnitt von BD und 
EZ heiße K. Nun sind die Dreiecke EHA und EKD ähnlich, und 


ED länger als EA, folglich ist auch XD länger als AH; ferner ist 
BG+DG 

Rs 

KD?), also noch um so mehr länger als AH; auf gleiche Weise zeigt 


man, daß BH länger als GT ist. Nun schneide man von BH die Linie 
HL=GT ab, und von BT die Linie TM°) = AH; weil nun der Über- 
schuß der Fläche EBZD über die Fläche 
ABGD = EH AH +ZT.:GTS), und Drei- 
eck EHA ähnlich Dreieck Z BZ ist, so be- 
steht die Proportion: EH:AH=EB:BZ?); 
ebenso ist Dreieck TZ@ ähnlich Drei- 
eck EBZ, also besteht die Proportion: 
GTS) : ZTS) = EB: BZ; man hat ferner: 
EB: BZ = EB?: EB: BZ= EB: BZ: BZ?) 
DD tb —=EB-ED, und BZ’= 
BZ : DZ, und EB-BZ=Fläche EBZD, 
also ist diese Fläche geometrisches Mittel 
zwischen EB- ED und BZ.DZ; aber 
Addition entsprechender Glieder von Pro- 
portionen mit gleichen Verhältnissen gibt wieder eine richtige Pro- 
portion, also hat man: EH?+ GT?:EH- AH+ZT:-GT=EH. AH 
+ ZT.GT:AH?+ ZT?) Das gleiche gilt auch für die Subtraktion 
entsprechender Glieder solcher Proportionen; wenn wir also EH? + GT”, 
d.h. EH?+ HL? von EB? subtrahieren’), so bleibt BL (AL + AD), 


‚wie wir früher bewiesen haben, also ist BT länger als 





1) Hier braucht der Verfasser das allgemeine Wort „Viereck“ statt „Trapez“. 
2) Weil KD die Hälfte von BD ist, denn EZ ist ein Durchmesser und steht 
senkrecht auf BD. 3) Der Punkt M fehlt in der Figur des Textes. 
4) Nach dem 3. Beweis von eL-Smanst zur ersten Behauptung, s. oben 8. 20 
und 21; übrigens gehört dieses nocht nicht hierher. 
5) Der Text hat MD. 6) Der Text hat K an Stelle von T. 
7) Der Text hat BE?. 
8) Ergibt sich durch Addition der entsprechenden Glieder der beiden Proportionen: 
EH?:EH-AH=EH-AH:AH?° und 
GTI GTAIZTE= GT: ZT: ZT. 
9) Es wird nun als Subtrahend die eben genannte Proportion und als Minuend 
die Proportion EB?: EB: BZ= EB. BZ: BZ? angenommen. 
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weil, wenn wir ZH? von EB? abziehen, HB? bleibt, und wenn wir 
HL? von HB? abziehen, BL?+2BL.HL bleibt, das aber = BL 
(BH + HL) ist, aber BH=AH + AD, also ist der Rest = BL (AL 
+ AD); wenn wir ferner die Summe der Flächen £ H - AH und ZT - GT 
von EB-BZ, d.h. der Fläche EBZD subtrahieren, so ist der Rest 
die Fläche AB@D, und wenn wir die beiden Quadrate AH? und ZT?, 
d. h. die beiden Quadrate 7’ M? und ZT? von BZ? subtrahieren, so ist der 
Rest die Fläche BM (GM + GD), nach dem was wir soeben bewiesen 
haben.!) Also besteht die Proportion: 


BL(AL + AD): ABGD = ABGD : BM(GM + GD)?), 
also ist die Fläche AB@D mittlere Proportionale zwischen BL (AL+ AD) 
und BM (GM + GD). Und weil BH = T2 und BT = +22 
AB ASE 








nach dem was vorausgegangen ist, so ist BH) + BT — 


d. h. gleich der halben Summe der vier Seiten des Vin ABGD; 
ferner ist die Differenz (BH + BT) — AB = BM, weil wir T M = AH 
gemacht haben; weiter ist (BH + BT) — BG = BL, weil wir HAL = GT 
gemacht haben. Es ist aber AH + AD + GD + GT auch gleich der 
halben Summe der Seiten des Vierecks À BGD, nach dem was wir früher 
bewiesen haben, also ist ihr Überschuß über À D = G M + @D%); ebenso 
ist ihr Überschuß über GD = AL + ADS) Also sind die Linien BL, 
AL+ AD, GM -+GD, BM die Überschüsse der halben Seitensumme 
des Vierecks ABGD über jede einzelne seiner Seiten; es wurde aber 
eben gezeigt, daß die Fläche ABGD das geometrische Mittel zwischen 
BL(AL+AD) und BM (GM + GD) sei, also ist das Produkt BL 
(AL + AD). BM (GM + GD) gleich dem Quadrat der Fläche des Vierecks 
ABGD, mithin ist die Wurzel aus jenem Produkte das Gesuchte, q.e.d. 


9. Die Aufgabe von den beiden Palmen, dem Flusse und 
den beiden Vögeln, die in den Büchern der Algebra verbreitet 
ist, von mir. 

Wir nehmen BZ und AH der Länge nach gegeben an, sie befinden 
sıch an den beiden Ufern des Flusses, dessen Breite AB sei; es erscheint 
an der Oberfläche des Wassers ein Fisch, da stürzen sich auf denselben 
von den Gipfeln der Palmen zwei Vögel und treffen zu derselben Zeit bei 
ihm zusammen, wie findet man hieraus die Entfernung des Fisches von 

1) Es ist nämlich: BZ?- (TM’+ZTY)=BT?’—- TM’=(BM+ TM)’—- TM? 
=BM’+2BM:-TM=BM(BT+TM=BM(GT+GD+TM)=BM(GM+GD.. 

2) Diese Proportion habe ich der besseren Übersicht halber hinzugefügt, sie 
steht nicht im Manuskript. 3) Der Text hat AD. 

4) Es ist nämlich: AH+GD+GT=-TM+GDALGT-GMAGD. 

5) Es ist nämlich: AH+AD1IGT—AH+AD+HL=AL+AD. 
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den Ufern des Flusses und die Länge des Fluges der beiden Vögel in 
der Luft? Die Antwort lautet: Wir multiplizieren jede einzelne Palmen- 
länge mit sich selbst und teilen den Unterschied dieser Quadrate durch 
die Breite des Flusses, und addieren das Resultat zum Divisor und nehmen 
die Hälfte der Summe, so ist dies die Entfernung des Fisches vom Fuf- 
punkt der kürzeren Palme; subtrahieren wir aber jenen Quotienten von der 
Breite des Flusses, so erhalten wir die Entfernung desselben von der 
höheren Palme; wenn wir die Länge einer Palme mit sich selbst multi- 
plizieren, ebenso die Entfernung ihres Fußpunktes von der Stelle des 
Fisches mit sich selbst, und die Wurzel aus der Summe dieser Quadrate 
ziehen, so haben wir die Länge des Fluges jedes Vogels. Beweis: Es 
seien [Fig. 41] AH und BZ die Längen der beiden Palmen, AH die 
kürzere, und es sei E die Stelle des Fisches auf dem Wasser, wir 
ziehen EH und EZ, so müssen diese gleich sein, weil die beiden Vögel 
sie in gleicher Zeit durchfliegen, Z 
deshalb ist auch die Summe der 
Quadrate von BZ und BE gleich 
der Summe der Quadrate von AE 
und AH, also ist auch BZ? 
— AH?= AE?’— BE?.!) Hierauf 
zeichnen wir das Dreieck ADB, 
indem wir AD=BZ und BD 
— AH machen, und ziehen DE, 
so behaupte ich, daß es senkrecht 
auf ABstehe. Beweis hierzu: Wir Fig. 41. 

zeigen, daB es nicht anders sein kann. Angenommen, es stehe nicht senk- 
recht auf AB, so ziehen wir die Senkrechte DT auf AB, dann ist 
AD? - BD?= AT’— BT’, aber wie wir oben gezeigt haben, ist À D? 
— BD?= BZ?’ — AH°:= AE?- BE’, daher wäre AT?’- BT’= AE? 
— BE??), also wäre sowohl DT als DE senkrecht auf AB, mithin hätte 
das Dreieck DTE zwei rechte Winkel neben dem Winkel EDT, dies ist 
ein Widerspruch, also ist DE senkrecht auf AB, nicht DT. Hierauf 
beschreiben wir um das Dreieck ADB einen Kreis und machen Bogen 
DBG = Bogen AD, dann ist AB@G eine gebrochene Linie im Kreise, 
und die Senkrechte DE auf AB halbiert sie im Punkte E, und es ist 
AD?— BD?= AB.BG; teilen wir also AD?— BD? oder BZ?- AH? 
durch AB, so erhalten wir BG, addieren wir dieses zu AB, so haben 
wir die gebrochene Linie À BG und ihre Hälfte ist AZ, und dies ist die 





1) Hier folgt eine Begründung von diesem, die ich nicht verstanden habe, ich 
sehe auch nicht ein, wieso eine solche nötig sei. 
2) Der letztere Satz fehlt im Manuskript. 
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Entfernung des Ortes des Fisches von dem Fußpunkt der Palme AH, und 
wenn wir AE von AB subtrahieren, so bleibt BE, die Entfernung des 
Fisches vom Fußpunkt der Palme BZ, q. e. d.!) 


10. Die Aufgabe mit dem Holzstab, von mir, sie kommt 
ebenfalls in den Büchern der Algebra vor. 


Die Frage ist folgende: Es ist ein Holzstab von bekannter Länge 
gegeben, befestigt im Boden und senkrecht auf demselben stehend; er 
wird gebrochen und neigt sich so, daß die Spitze den Boden erreicht, und 
man kennt die Entfernung der Spitze auf dem Boden vom Fußpunkt des 
Holzstabes, wie erhält man die Stelle des Bruches (d. h. ihre Höhe über 

K dem Boden). Ich sage: Man multipliziere die Hälfte 
der Entfernung der Spitze auf dem Boden von dem 
Fußpunkt des Holzstabes mit sich selbst und teile 
das Produkt durch die Hälfte der Länge des Holz- 
stabes, subtrahiere das Ergebnis von der Hälfte der 
Länge des Holzstabes, so hat man die Länge des 
Stückes, das noch aufrecht steht; addiert man es 
aber zur Hälfte der Länge des Holzstabes, so hat 
man die Länge des abgebrochenen und geneigten 
Stückes. Es sei [Fig. 42] der Holzstab X @?), senk- 
recht auf dem Boden À G,, er sei gebrochen im Punkte 5, 
aber nicht ein Teil vom andern getrennt, so daß 
die Spitze im Punkte A den Boden erreicht, so 
sollen wir die Größe von BG bestimmen. Wir be- 
schreiben um das rechtwinklige Dreieck (A BG) einen Kreis, und halbieren 
den Bogen AB@G im Punkte D, ziehen DE senkrecht auf AB und DT 
senkrecht auf AG. Da nun DT vom Mittelpunkt des Bogens (ABG) 
ausgeht und senkrecht auf seiner Sehne steht, so halbiert sie die Sehne 
und ist ein Teil des Durchmessers*), deshalb ist der Punkt H, in dem 
sich zwei Durchmesser schneiden, der Mittelpunkt des Kreises, und Drei- 
eck DE ist ähnlich Dreieck AHT, und DH = AH, also sind sie auch 
kongruent*), mithin ist auch DE = AT, ferner hat man die Proportion: 
AË : DE = DE: EB, aber AE ist die Hälfte der Länge des Holzstabes”®), 
und DE = AT, also ist EB, das Gesuchte, bekannt‘); addieren wir es 





1) Siehe Kommentar. 2) Der Text hat KD. | 
3) Eine Interlinearnote in anderer Schrift verweist auf Eukuives IH, 1. 


4) Dieser Satz fehlt im Text. 5) Denn BA 


2 
: NAT F : 
6) DB ee MN EME ES wie es im Anfang der Aufgabe ausgedrückt 
2 


ist in Worten. \ 
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zu AE, so erhalten wir AB, das was vom Holzstab gebrochen ist; sub- 
trahieren wir es von AH, d. h. von EB + BG, so erhalten wir BG, das 
noch auf dem Boden senkrecht stehende Stück, q. e. d.!) 


11. Die Auflösung (Auff’ndung) der Gleichung und ihre 
Zerteilung (oder Verteilung?) für die Hälfte des exzentrischen 
Kreises, von mir aus meinem Buche, das über diesen Gegen- 
stand handelt. 


Es sei | Fig. 43] der Kreis TZ der exzentrische Kreis um den Mittel- 
punkt D, und es sei B der Mittelpunkt des zur Ekliptik konzentrischen 
Kreises (des Parekliptieus), und der Durchmesser, der durch beide Mittel- 
punkte geht, sei TDBZ; ferner sei 7’ das Apogeum des exzentrischen 
Kreises, und Z sein Perigeum. Wir nehmen die Sonne im Punkte A an, 
so ist AT der Teil?) (das Argument); 
wir ziehen AH senkrecht auf den 
Durchmesser, so ist es der Sinus 
des Arguments, und HD der Sinus 
seiner Ergänzung (sein Cosinus), 
wir ziehen noch AD und AB. 
Nun ist bekannt, daß Winkel TDA 
die mittlere Anomalie mißt, und 
daß Winkel TBA die wahre (eigentl. 
korrigierte) Anomalie mißt. Weil 
nun Winkel 7'D A der Außenwinkel 
des Dreiecks ADB ist, ist er gleich 
Winkel DBA + Winkel DAB, also ist Winkel DAB der Unterschied 
zwischen Winkel T’DA und Winkel DBA; aber der Unterschied zwischen 
der mittlern und der wahren Anomalie ist die Gleichung, also mißt Winkel 
DAB die Gleichung der Anomalie 7'B A und wir wollen ihn bestimmen. 
Wir fällen DE senkrecht auf AB und beschreiben um das Dreieck ADB 
einen Kreis und ziehen BG, und beschränken uns auf diesen Fall von 
den verschiedenen Fällen der Gleichung‘), denn die übrigen werden auf 
analoge Weise behandelt®). Wir sagen: Es ist bewiesen, daß AB?= AD? 
+ DB?+2DB.DH, weil Winkel ADB ein stumpfer ist; wenn wir 
also den doppelten Cosinus des Argumentes, also 2 DH, mit DB), das 





Fig. 43. 


1) Siehe Kommentar. 2) Siehe Kommentar. 

3) Der Teil der Sonnenbahn vom Apogeum an, auch die Anomalie (mittlere) 
genannt. 

4) d.h. auf diesen Wert der Gleichung in den verschiedenen Stellungen der Sonne. 

5) Wörtlich: „werden an ihm (oder durch ihn) gemessen.“ 

6) Der Text hat fehlerhaft „mit dem doppelten DB“. 
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gleich dem Sinus der größten Gleichung ist!), multiplizieren, und das 
Produkt zu der Summe von AD?, dem Quadrat des Sinus totus (Radius) 
und DB?’, dem Quadrat des Sinus der größten Gleichung, addieren, so 
erhalten wir AB?, und ziehen wir die Wurzel hieraus, so haben wir AB. 
Und weil nun die Linie AB@ eine gebrochene ist im Bogen ABG, und 
von der Senkrechten DE halbiert wird, ist AD?= DB?+ AB- BG; sub- 
trahieren wir also DB?, das Quadrat des Sinus der größten Gleichung 
von AD?, dem Quadrat des Sinus totus, so bleibt AB- BG, und teilen 
wir dieses durch AB, so erhalten wir BG, addieren wir dieses zu AB 
und nehmen die Hälfte der Summe, so haben wir AZ, subtrahieren wir 
aber BG von AB, so erhalten wir 2BE; teilen wir dieses durch zwei 
und subtrahieren sein Quadrat (das Quadrat der Hälfte) von DB?, so 
bleibt DE?, und DE ist die Sehne des Winkels der Gleichung im Kreise mit 
dem Durchmesser AD; wenn wir aber DK parallel AB ziehen und AM 
senkrecht DK, so ist Fläche AEDM ein Rechteck, und AM, das gleich 
sin ADK ist, ist gleich DE, aber Winkel ADK = Winkel DAB als 
Wechselwinkel, also ist DE auch der Sinus der Gleichung im exzentrischen 
Kreis für das Argument AT, und AE ihr Cosinus, q.e.d.?) 


12. Berechnung?) des verfinsterten Segmentes des einen der 
beiden leuchtenden Körper (Sonne und Mond) von mir, aus 
meinem Buche „über die nützlichen Fragen und die richtigen 
Antworten zu den Begründungen der Tafeln des Kuwärızmi“. 

Es sei [Fig. 44] der Kreis DTZL der verfinsternde (Körper) um 
den Mittelpunkt A, und der Kreis DKZH der verfinsterte um den 
Mittelpunkt B; aus den Tafeln kennt man die Durchmesser der beiden 
Kreise in dem Maße 
der größten Kreise, 
d. h. in demjenigen, 
in welchem dergrößte 
Kreis auf der Kugel 
360 Teile hat‘), und 
wir wollen nun die 
Fläche des Stückes 
(Doppelsegmentes) 
DKZL kennen, 
welches vom Kreise 





1) Dies ergibt sich aus dem punktierten Dreieck DNB, das in der Figur des 
Textes nicht gezeichnet ist. 

2) Siehe Kommentar. 3) Wörtlich „Kenntnis“. 

4) d. h. einfach: Man kennt die Durchmesser der beiden Kreise in Graden, 
Minuten usw. 
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DKZH durch den Kreis DTZL verfinstert wird, in dem Maße, in 
welchem der ganze Kreis DKZH') 12 (Teile) zählt. Wir ziehen DZ, 
BD, BZ, AD, AZ und die Linie TABH, die durch beide Mittelpunkte 
geht; diese (Linien) alle sind Bogen, wir können sie aber als gerade 
Linien annehmen wegen der Kleinheit ihres Maßes im Verhältnis zum 
Umfang des Kreises, von dem TABH ein Bogen ist. Wir beschreiben 
nun um das Dreieck ADB einen Kreis und machen in demselben Bogen 
DBG — Bogen AD und ziehen BG; weil nun ABG eine gebrochene 
Linie im Bogen ADBG ist, so ist, wenn wir von der Mitte D des 
Bogens die Senkrechte DE auf sie fällen: AD?— BD?= AB:BG, teilen 
wir dieses durch AB, das gleich der Breite des Mondes bei der Mond- 
finsternis, und gleich dem Muhkam?) bei der Sonnenfinsternis ist, so er- 
halten wir BG, addieren wir dieses zu AB und teilen die Summe durch 
zwei, so haben wir AE, also sind nun AE und EB bekannt?); wir wissen 
ferner, daß Z L*)- ET = DE?; aber DE ergibt sich in dem Maße, in dem 
die Durchmesser der beiden Kreise gegeben sind, wir haben aber keine 
Sinus nach diesem Maße berechnet, so daß wir aus DE (direkt) den 
Bogen DL finden könnten, deshalb müssen wir dieses DE umwandeln in 
das Maß, in dem BD°) der Sinus totus ist; wir multiplizieren es also 
mit dem Sinus totus (also mit 607) und teilen das Produkt durch A LS), 
so ergibt sich DE in dem verlangten Maße; wir suchen zu ihm den 
Bogen in den Sinustafeln, so haben wir den Bogen DL in dem Maße, in 
welchem der Umfang des verfinsternden Kreises (DT'ZL) 360 Teile hat; 
da wir nun das Verhältnis des Bogens DL zum Umfang des verfinstern- 
den Kreises kennen, so müssen wir auch seine Größe kennen in dem ersten 
Maße, in dem wir zuerst den Durchmesser des verfinsternden Kreises an- 
gegeben haben; weil nun aber das Verhältnis des Durchmessers zum Um- 
fang gleich ist dem Verhältnis 1:34, so multiplizieren wir TL mit 37, 
und erhalten so den Umfang des Kreises TZLD, und das Verhältnis von 
DL in diesem Maße (dem gesuchten) zum Umfang des Kreises TZLD 
in diesem Maße ist gleich dem Verhältnis von DL in dem Maße, in dem 
der Umfang des ganzen Kreises = 360 ist, zum ganzen Umfang (also zu 
360). Und wenn wir nun das Gesuchte, d. h. DL, gefunden haben, so 
multiplizieren wir es mit AZ, so haben wir die Fläche des Sektors ADLZ, 


1) d. h. sein Durchmesser. 

2) Dieser Ausdruck bedeutet wörtlich: festgesetzt, genau bestimmt; wir können 
ihn durch keinen technischen Ausdruck wiedergeben, es ist natürlich die Entfernung 
der Mittelpunkte von Sonne und Mond. 

3) Hier dürfte bemerkt sein, daß dann auch EL und ET bekannt sind. 

4) Im Manuskript steht AE. 5) Soll wohl heißen AD. 

DE.AL 


6) Im Manuskript ist dieses Verfahren verkehrt angegeben: 30 
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und wenn wir AE mit DE multiplizieren, so erhalten wir die Fläche des 
Dreiecks ADZ, und der Unterschied dieser beiden Flächen ist die Fläche 
des Segmentes DLZE. Hierauf wenden wir das gleiche Verfahren an 
auf den Bogen DK und den Sektor DKZB und das Dreieck DBZ, 
wodurch wir die Fläche des Segmentes DKZE erhalten, die Summe 
beider Segmente ist die Fläche des verfinsterten Stückes, nur ist sie in 
dem Maße gefunden, in dem HK, der Durchmesser des verfinsterten 
Kreises gegeben war, d. h. die erste Zahl, die wir aus den Tafeln erhalten 
haben; es ist also nötig, daß wir sie umwandeln in das Maß, in welchem 
der ganze verfinsterte Kreis (d. h. sein Durchmesser) = 12 ist. Weil nun 
das Verhältnis eines Teiles des einen Kreises zu dem ihm ähnlichen Teil 
des andern Kreises gleich ist dem Verhältnis der ganzen Kreise zuein- 
ander, und zwei Kreise sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser verhalten, 
so ist das Verhältnis des verfinsterten Stückes in dem Maße, in dem wir 
es erhalten haben, zu seiner Fläche in dem Maße, in dem der Durchmesser 
des verfinsterten Kreises = 12 ist!), gleich dem Verhältnis des Quadrates 
des Durchmessers des verfinsterten Kreises, wie wir ihn aus den Tafeln 
erhalten haben, zu 144; hieraus wird die Fläche des verfinsterten Stückes 
gefunden in dem Maße, in dem wir sie verlangt haben, q.e.d. Gott weiß 
besser das Richtige!?) 


13. Beweis zum Verfahren des Mux. 8. EL-SaBBAny°) bei der 
Beobachtung der Sonne. 


Es sei [Fig.45] der Kreis AB@G der Kreis der Morgenweite“), in ihm 
seien parallele Sehnen LD, KT, AB gezogen, die bekannt sind, denn 
sie sind die doppelten Sinus der Morgen- 
weiten der Sonne am Ende gleicher Bogen- 
längen gezogen, gesucht ist der Durch- 
messer des Kreises. Man ziehe AD, so 
ist dieses gleich der Sehne KT, weil 
Bogen LD mit den beiden gleichen LK 
und DT zusammen gleich ist Bogen LD 
mit den beiden gleichen LA und KA 
zusammen; wir machen noch Bogen DG 
— AD und ziehen BG), so ist es 
Mis 4 gleich LD; weil nun AD? gleich ist 





1) Im Text fehlt das Wort „Durchmesser“ wieder. 

2) Siehe Kommentar. 

3) Vgl. H. Surer, 1. c. p. 19, nr. 40. 

4) Sa’at el-mashrik = Amplitudo ortiva; dieser Kreis ist doch wohl der Horizont. 
5) Im Text steht nur G. 
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Db°+ AB:BG, so ist Sehne DB bekannt; wir ziehen DE senkrecht 


auf AB, so ist DE bekannt, denn DB ist bekannt und EB AD, 


wir ziehen den Durchmesser DH und AH; nun ist Dreieck DBE ähn- 
lich Dreieck DAH, also besteht die Proportion DB:DE=DH:AD, 
also ist der Durchmesser DH auch bekannt, er ist der doppelte Sinus?) 
der ganzen Morgenweite gemäß seiner Stellung (Lage), q. e. d. 


14. Aufgabe, die notwendig ist für die Kenntnis der Ent- 
fernungen, von mir aus meinem Buche „über die Hinweisung 
der himmlischen Erscheinungen auf die irdischen.“*) 


Die Dreiecke ZAB und ZDB [Fig. 46] sind rechtwinklig in bezug 
auf die beiden Winkel A und D, und sie stehen beide über derselben 
Basis DBZ), man ziehe TH senk- A 
recht auf 5Z, T sei der Schnittpunkt D 
der Sehnen DZ und AB. Wie kann T 
man 7_H bestimmen, aus den be- 
kannten Seiten der beiden Dreiecke? 
Wir ziehen AD, so ist es bekannt 


Ze, PR Z 
aus dem Kreisviereck ADBZ, weil H 
DZ die Basis der beiden recht- 6 
winkligen Dreiecke und also der 
Durchmesser des Kreises ist, denn es EM 


ist: AB-DZ=AZ:-DB+AD.BZ. 
Hierauf beschreiben wir um das Dreieck ADB einen Kreis’) und machen 
Bogen DB@G = Bogen AD und ziehen DE senkrecht auf AB; nun ist 
die Linie ABG eine gebrochene im Bogen ABG und die Höhe DE teilt 
sie in zwei Hälften, deshalb ist AD?= AB: BG + BD?; AD, AB und 
BD sind bekannt, also auch BG, mithin auch AE und BE), und weil 
Winkel BDT ein rechter und DE senkrecht auf BT, ist BE-ET 
— DE?; teilen wir also DE? durch BE, so haben wir ET, also kennen 
wir auch BT; nun ist BT: TH= BZ:AZ (weil Dreieck ABZ ähnlich 
Dreieck BTH ist), hieraus findet man TH, q.e. d. 

1) Im Text heißt es: Hälfte AB, LD, d.i. nach arab. Ausdrucksweise 


2) Im Text steht nur „Sinus“. 

3) Dieses Buch findet sich im Verzeichnis seiner Schriften, das er selbst ver- 
faßt hat (Chronologie orientalischer Völker, herausgegeben von E. Sacnav, Leipzig, 
1878, p. XXXXI). 

4) Was dieses BZ bedeute, wird nicht gesagt. 

5) Es hätte natürlich vorher gesagt werden sollen, daß man über BZ als Durch- 
messer einen Kreis beschreiben müsse. 

6) Hier fehlt: also auch DE (bekannt). 

Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 4 


AB+LD 
Re 
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15. Kenntnis des Bogens der Rückkehr der Planeten, aus 
meinem Buche „über die Entkräftigung der Verläumdung durch 
Beibringung von Beweisen zu den Operationen zeıL-Kuwarızuis.“) 

Es sei [Fig. 47] der Kreis SOD der Epizykel des Planeten um den 
Mittelpunkt B, und A sei der Mittelpunkt des Weltalls, und das Ver- 
hältnis der Hälfte von OD, also DT, zu AD sei gleich dem Verhältnis 
der Bewegung in der Länge zur Bewegung der Anomalie (vom Apogeum 
des Epizykels aus)?), dann ist der Punkt D der Ort des Stillstandes (des 
Planeten)?) und XD die Hälfte des Bogens der Rückkehr. Nachdem nun 
Proremäus?) sowohl AD als DT gefunden hatte in Teilen, von denen AB 
60 zählt, beschritt er für die Kenntnis des Winkels D BK°) den Weg, den er 
bei allen (ähnlichen) Operationen des Almagestes eingeschlagen hatte. Wir 
(dagegen) zeich- 
nen nun um das 

Dreieck ADB 
einen Kreis und 
schneiden von ihm 
den Bogen DG 
= AD abend 
ziehen BG°) und 
DE senkrecht auf 
AB. Weil nun 
ABG eine ge- 
brochene Linie im 
Bogen ADG ist, 

- so ist AD?= BD? 
+ AB-BG; AD ist nun bekannt, BD ebenfalls als Radius des Epi- 
zykels, AB ist gleich 60?, also kann BG gefunden werden, indem wir 
BD? von AD? abziehen und den Rest durch AB teilen; wenn wir nun 
BG zu AB addieren und die Summe durch zwei teilen, haben wir AE, 
also ist auch ED bekannt, also auch DE in Teilen von AB. Man 
hat nun die Proportion: DE in Teilen von AB:BD in Teilen von 
AB=DE in solchen Teilen, in denen BD der Sinus totus ist : BD 
dem Sinus totus; haben wir nun DE so verwandelt und suchen dazu 
den Bogen, so ist dies der Bogen DK, der gesuchte, q. e. d. 


0 





1) Es ist dies das zweite der im Verzeichnis seiner Schriften angeführten Werke 
(s. oben $. 49, Note 3). 

2) d.h. mit andern Worten: gleich dem Verhältnis der Geschwindigkeit des 
Epizykels zu derjenigen des Planeten. 3) d.h. des Rückkehrpunktes. 

4) Siehe Kommentar. 5) Der Text hat DBT. 

6) In der Figur des Textes fällt @ in den Kreis SOK, was natürlich nicht 
richtig ist. 
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Zur Auffindung des gesuchten ist ein leichterer Weg möglich, aber 
der Grund, daß wir diesen nicht gewählt haben, ist der, daß wir uns 
dann von den beiden erwähnten Eigenschaften (der gebrochenen Linie) 
und von der Hervorhebung ihrer mannigfaltigen Anwendungsfähigkeit 
getrennt hätten.!) 


Anwendung der Eigenschaften der gebrochenen Linie auf die 
Auffindung der Sehnen in einem Kreise von bekanntem Durchmesser. 


Nachdem nun im vorhergehenden das behandelt worden-ist, was im 
Anfang der Abhandlung versprochen wurde, so gehe ich nun an die Voll- 
endung des Begonnenen und sage: 


16. Auffindung (wörtlich: Kenntnis) der Sehne der Er- 
gänzung jedes Bogens zum Halbkreis, wenn die Sehne dieses 
Bogens gegeben ist, von mir. 

Wenn die Sehne eines Bogens bekannt ist, so ist auch die Sehne 
seiner Ergänzung zum Halbkreis bekannt. Z. B. Es sei [Fig. 48] die 
Sehne BG bekannt, der Durchmesser des G 
Kreises sei AB und auch bekannt, so sage 
ich, daß auch A@ bekannt ist. Zum Beweise 
dessen halbieren wir den Bogen ABG im 


Punkte D und ziehen DE senkrecht auf AB, 5 B 


und HT senkrecht auf AG; nach dem was wir H 

in der Aufgabe über den Holzstab bewiesen | 

haben, halbiert die Senkrechte D HT die Sehne D 
AG, da sie vom Mittelpunkt D des Bogens aus- ea 
geht, und Æ der Mittelpunkt des Kreises ist; Sag 


ferner sind nun die ähnlichen Dreiecke 7 DE 
und TAH auch kongruent, also ist DE= AT, und weil DE senkrecht 
auf AB, besteht die Proportion: AB, d.h. “EF#@,DE=DE:EB 


d.h, nn, also ist DE oder AT, das gleich der Hälfte der ge- 


suchten Sehne ist, bekannt, q e. d. 

Die Berechnung auf diesem Wege ist, trotzdem sie länger ist, 
leichter, als wenn man das Quadrat der Sehne BG vom Quadrat von AB 
abzieht, und aus der Differenz die Wurzel zieht, denn hier addieren wir 
den Durchmesser und die gegebene Sehne und multiplizieren die Hälfte 
dieser Summe mit dem Unterschied zwischen dem Durchmesser und dieser 


1) Wir glauben mit diesen Worten den richtigen Sinn des etwas eigentümlich 


abgefaßten Zusatzes wiedergegeben zu haben. 
AB+BG . in 
2) Im Text heißt es: AB or mi ich habe den kürzeren Ausdruck gesetzt 


4* 


52 HEINRICH SUTER. 


Hälfte, und ziehen die Wurzel aus dem Produkte und verdoppeln sie, so 
haben wir die Sehne des Ergänzungsbogens des gegebenen.!) 


17. Kenntnis der Sehne des doppelten Bogens aus der des 
einfachen, von mir. 

Wenn die Sehne eines Bogens in einem Kreise von bekanntem Durch- 
messer gegeben ist, so ist auch die Sehne des doppelten Bogens bekannt. 
Z. B. Sehne AB [Fig. 49] sei gegeben, und Bogen BG sei gleich AB, 
so ist AG die gesuchte (Sehne). Wir 
ziehen die Radien BZE und AE; weil 
nun AEP®= AB?+ BE?—- 2. BE.BZ, 
und wel AE. — BE, 20 ae 
—=2BE.BZ, also ist BZ bekannt, dies 
ist aber der Rest von BE und ZE, ZE 
aber ist die Hälfte der Sehne des Supple- 
mentes von AG?) Berechnung: Man 
multipliziere die bekannte Sehne mit sich 
selbst, und teile die Hälfte des Resultates 
durch den Radius des Kreises, subtrahiere 
das Ergebnis vom Radius, verdoppele den Rest und multipliziere dies mit 
sich selbst, subtrahiere das Produkt vom Quadrat des Durchmessers und 
ziehe die Wurzel aus dem Reste, so hat man die Sehne des doppelten 
Bogens der gegebenen Sehne.?) 





Fig. 49. 


Anderer Weg hierfür von mir. 


Man ziehe dieHöhe LH auf AB, dann ist Winkel BAZ= Winkel BEH, 
und die Winkel bei 7 und Z sind rechte, also sind die Dreiecke ABZ 
und BEH ähnlich, mithin besteht die Proportion: AB : AZ = BE: EH, 
also ist AZ bekannt, mithin auch AG. Berechnung: Wir multiplizieren 


die gegebene Sehne mit sich selbst und subtrahieren das Quadrat vom -: 


Quadrat des Durchmessers, ziehen die Wurzel aus dem Viertel des 
Restes, multiplizieren diese Wurzel mit der gegebenen Sehne und teilen 
das Produkt durch den Radius, verdoppeln das Ergebnis, so haben wir 
die Sehne des doppelten Bogens der gegebenen Sehne.?) 

18. Kenntnis der Sehne des halben Bogens aus der des 
ganzen, von mir. 

Wenn die Sehne eines Bogens in einem Kreise von bekanntem Durch- 
messer gegeben ist, so ist auch die Sehne des halben Bogens bekannt. 





1) Siehe Kommentar. 
2) Wie sich aus dem von mir ergänzten Dreieck À GD ergibt. 
3) Siehe Kommentar. 4) Siehe Kommentar. 
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Z. B. AG ist gegeben‘), und Bogen AB= BG, so sage ich, daß auch AB 
bekannt ist. Wir ziehen die Radien BZE und AZ; weil nun AB’= AK? 
+ BE?— 2BE.ZE, und AE und BE bekannt sind, und ebenso ZE als 
die Hälfte der ‘Sehne der Ergänzung von AG, ist auch AB bekannt. 
Berechnung: Man multipliziere die gegebene Sehne mit sich selbst, sub- 
trahiere das Quadrat vom Quadrate des Durchmessers, ziehe die Wurzel 
aus dem Viertel des Restes, multipliziere diese Wurzel mit dem Durch- 
messer?), subtrahiere dieses Produkt von der Hälfte des Quadrates des 
Durchmessers?), und ziehe die Wurzel aus dem Reste, so hat man die 
Sehne des halben Bogens der gegebenen Sehne.) 


Anderer Weg hierfür, von mir. 


Er besteht darin, das ZE, die Hälfte der Sehne der Ergänzung 
von AG (zum Halbkreis)”), vom Radius BE abgezogen, den Rest BZ 
ergibt, und daß dann AB bekamnt ist, weil AB?= AZ?+ BZ? 
Berechnung: Man multipliziere die gegebene Sehne mit sich selbst und 
subtrahiere das Quadrat vom Quadrat des Durchmessers, ziehe die Wurzel 
aus dem Reste und subtrahiere sie vom Durchmesser, teile den neuen 
Rest durch zwei‘), multipliziere das Ergebnis mit sich selbst und addiere 
das Produkt zum Quadrat der Hälfte der gegebenen Sehne und ziehe die 
Wurzel aus der Summe, so hat man die gesuchte Sehne des halben Bogens. 


19. Kenntnis der Sehne der halben Summe zweier Bogen, 
deren Sehnen bekannt sind, von mir. 


Sind die Sehnen zweier Bogen D 
bekannt, so ist auch die Sehne der 
halben Summe der Bogen bekannt. 
Z. B. Die beiden gegebenen Sehnen 
seien AB und BG [Fig. 50], Bogen 
AD sei gleich DG, ich sage, daß die 
Sehne AD bekannt sei. Beweis: Man @ 
ziehe die Höhe DE auf AB (und 
verlängere sie), und ziehe vom Mittel- 
punkt Æ des Kreises die Senkrechten Fig. 50. 





1) Siehe die vorhergehende Figur ohne die Höhe EH. 

2) Der Text hat „Radius“. 

3) d.h. von AE?+ BE?; hier ist übrigens der Text verdorben: statt ',sub- 
trahiere“ steht „addiere“, und statt der „Hälfte des Quadrates des Durchmessers“ 
steht „Quadrat des Durchmessers‘*. 4) Siehe Kommentar. 

5) Siehe die vorhergehende Figur ohne die Höhe EH. 

6) Der letztere Satz fehlt im Text. 
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HT und HK, so ist klar, daß HK die Hälfte der Sehne der Ergänzung 
von AB zum Halbkreis und gleich ET ist, und AE ist ee a 


KE = 2%), KE ist aber auch gleich der Hälfte der Sehne, die vom 


Punkte D aus parallel der Sehne AB geht (= TH); wir ziehen THL 
so ist klar, daß das Produkt von ZT in den Rest vom Durchmesser 
— DT? ist, subtrahiert man TE von DT, so bleibt DE, dies ist also 
bekannt, ebenso ist AZ bekannt, also auch AD. Berechnung: Wir 
addieren die Hälfte der kleineren Sehne zum Radius und subtrahieren sie 
auch von ihm und multiplizieren?) die beiden Resultate und ziehen aus 
dem Produkt die Wurzel; hierauf subtrahieren wir das Quadrat der 
größeren Sehne vom Quadrat des Durchmessers und ziehen aus dem Viertel 
dieser Differenz die Wurzel, und subtrahieren diese Wurzel von dem Be- 
haltenen (d.h. der ersten Wurzel), hierauf multiplizieren wir den Rest 
mit sich selbst und addieren hierzu das Quadrat der halben Summe der 
beiden (gegebenen) Sehnen, ziehen die Wurzel aus der Summe, so ist dies 
die Sehne der halben Summe der beiden Bogen, deren Sehnen gegeben 
sind.?) 

20. Kenntnis der Sehne der Ergänzung eines Bogens zum 
Halbkreis, wenn die Sehne des Bogens bekannt, wenn gegeben 
ist die Summe des Durchmessers und der Ergänzungssehne, 
jedes von diesen aber einzeln unbekannt ist, von mir. 


Diese Aufgabe führt auf die vorangegangene über den Holzstab zu- 
rück. Es sei [Fig. 51] AG die bekannte Sehne, und die Summe der Er- 
gänzungssehne BG und des Durchmessers 
AB sei bekannt, aber jede einzelne dieser 
Größen unbekannt. Wir halbieren den 
Bogen ABG im Punkte D und fällen 
4 vom hier aus die Senkrechten DE auf AB 
“ und DHT auf AG; in dem was voran- 

gegangen wurde bewiesen, daß H der 

Mittelpunkt des Kreises ist, und daß 

AT = DE (wegen der Kongruenz der 

2 Dreiecke DEH und ATH); nun besteht 
Pe: die Proportion: AZ d.i. LR 

= DE: BE, (da nun DE — AT, also bekannt, so ist auch BE 
bekannt), addieren wir dieses zu AE, so erhalten wir den Durch- 


G 


1) EB=AB-AK- Am 5 ÈS 


2) Der Text hat ,,subtrahieren‘:. 3) Siehe Kommentar. 
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messer, und subtrahieren wir es von AE, so erhalten wir BG, die ge- 
suchte Sehne Berechnung: Multipliziere die Hälfte der bekannten 
Sehne mit sich selbst und teile das Produkt durch die bekannte halbe 
Summe aus Durchmesser und Ergänzungssehne, was sich ergibt, addiere 
zu dem vorigen Divisor, so hast du den Durchmesser, subtrahierst du es 
von dem Divisor, so hast du die Sehne des Ergänzungsbogens.!) 


21. Kenntnis der Sehne eines Bogens und der Sehne seiner 
Ergänzung, wenn bekannt ist der Durchmesser des Kreises und 
die Summe der beiden Sehnen, dagegen ihre Differenz un- 
bekannt, von mir. 


Es sei [Fig. 52] der Durchmesser A@ gegeben und die Summe der 
beiden Sehnen AB und BG ebenfalls, wir sollen jede einzelne dieser 
‘ Sehnen suchen. Wir halbieren den Bogen D 
ABG im Punkte D und ziehen DE senk- B 
recht auf AB. Weil nun ABG in zwei 
gleiche Teile geteilt ist im Punkte Æ und 
in zwei ungleiche im Punkte B, so ist 


AB?’ + BG?=2AE?+2EB??), aber G À 
AG?=AB?+BG?; wenn wir also von md 

AG? seine Hälfte wegnehmen, so ist der Rest = AÆ?+ EB?; nun ist AE? 
bekannt, weil AE er ; wenn wir es also von jenem Rest sub- 


trahieren, so bleibt Æ B?, also ist dann auch EB bekannt, wenn wir dieses 
zu AE addieren, haben wir AB, subtrahieren wir es von AZ, so haben 
wir BG, was wir wollten. Berechnung: Wir multiplizieren die Hälfte 
der Summe der beiden Sehnen mit sich selbst, und subtrahieren das 
Produkt von der Hälfte des Quadrates des Durchmessers und ziehen die 
Wurzel aus dem Reste; wenn wir diese Wurzel zur halben Summe der 
beiden Sehnen addieren, so haben wir die längere Sehne, subtrahieren wir 
sie von dieser halben Summe, so haben wir die kürzere Sehne.?) 


Anderer Weg hierfür, von mir. 


Man schneide (siehe Fig. 52) von AZ das Stück EZ= EB ab, so 
bleibt AZ= BG, also ist BZ im Punkte Æ halbiert; wenn AZ dazu 
addiert wird, so ist die Summe der Quadrate von AB und AZ, also 
A@=2EB?+2AE’;, wenn wir also von AG? 2AE? subtrahieren, 


1) Daß diese Aufgabe einen praktischen Wert habe für die Berechnung der 
Sehnen im Kreise, kann man wohl nicht behaupten; ez-Birunt wollte wohl nur zeigen, 
wie leicht sie mit Hilfe der Eigenschaften der gebrochenen Linie zu lösen sei. 

2) Nach Eukripes IL, 9. 3) Siehe Kommentar. 
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welches bekannt ist, so bleibt 2#B?, also ist auch ZB bekannt; addieren 
wir es zu AE, so erhalten wir AB, subtrahieren wir es von AE, so 
bleibt AZ = BG. Die Berechnung ist im übrigen dieselbe wie vorher. 


22. Kenntnis der Sehne der Differenz zweier Bogen, deren 
Sehnen gegeben sind, aus der Sehne ihrer Summe, und 
Kenntnis der Sehne ihrer Summe aus der Sehne der Differenz, 
von Apt Nase 8. TRAK. 

Er sagt: Es seien [Fig. 53] die Sehnen AD und BD gegeben und 
man mache Sehne DG = AD und ziehe BG, AB, so ist Sehne BG die 
Sehne der Differenz der beiden Bogen AD und DB, und AB die Sehne 
ihrer Summe. Wenn nun BG, die Sehne der Differenz bekannt ist, so 
wollen wir AB berechnen, die Sehne der Summe. Es ist bekannt, daß 


D AD?’= AB:BG+ BD’; wenn wir also 
BD? von AD? abziehen, so bleibt AB- BG, 
B es ist aber BG gegeben, also ist auch 


AB bekannt, was wir wollten. Berech- 
nung: Jede der beiden gegebenen Sehnen 
wird quadriert, der Unterschied dieser Qua- 
drate genommen und durch die Sehne des 
G Unterschiedes der beiden Bogen dividiert, 
so hat man die Sehne der Summe der- 
ee selben. — Wenn aber AB bekannt ist und 
man soll BG finden, so wird analog wie vorhin verfahren, weil wieder 
AD?= AB-BG + BD?, nur ist jetzt AB bekannt und BG gesucht. 
Berechnung: Jede der beiden gegebenen Sehnen wird quadriert, die 
Differenz der Quadrate durch die Sehne der Summe der Bogen geteilt, 
so hat man die Sehne der Differenz derselben.!) 


23. Kenntnis der Sehne der Summe und der Sehne der 
Differenz (zweier Bogen), die eine aus der andern, von mir. 


Es seien [Fig. 54] die beiden Sehnen AD und BD gegeben und 
die Sehne AP der Summe ihrer Bogen; wir wollen die Sehne BG der 
Differenz ihrer Bogen kennen.) Man ziehe DE senkrecht auf AB; weil 


nun AD®= AB?+ BD'-2AB.BE, so ist 9 CI EN) pr 


d.h. gleich der Hälfte des Unterschiedes der Sehne der Summe und der 


1) Siehe Kommentar. 
2) Es ist dies also dieselbe Aufgabe wie die vorige, der Titel hätte also etwas 
kürzer gefaßt werden können. 


a. g 
3) Der Text hat unrichtig: Ein 


TEEN 
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Sehne der Differenz. Berechnung: Multipliziere jede der gegebenen 
Sehnen mit sich selbst, subtrahiere das kleinere Quadrat vom größeren 
und den Rest vom Quadrate der Sehne D 
der Summe der beiden Bogen!) und divi- 
diere die Hälfte des Resultats durch 
die Sehne der Summe, das Doppelte des 
Quotienten subtrahiere von der Sehne 
der Summe, so bleibt die Sehne der 
Differenz. — Und wenn die Sehne der 
Differenz gegeben ist und wir wollen 
die Sehne der Summe finden, so machen 
wir EZ=BE und ziehen DZ. Dann ist G 
DZ = DB und 

AD?= DZ? + AZ?+ AZ.-BZ(—2AZ.EZ); 
aber AZ = BG, also ist BZ bekannt. Berechnung: Multipliziere die 
kleinere Sehne und die Sehne der Differenz jede mit sich selbst, addiere 
die beiden Quadrate und subtrahiere die Summe vom Quadrate der 
größeren Sehne, und teile den Rest durch die Sehne der Differenz, und 
das Resultat addiere zu der Sehne der Differenz, so hast du die Sehne 
der Summe.?) 


© 


Fig. 54. 


24. Kenntnis der Sehne der Summe und der Differenz 
(zweier Bogen), jede der beiden für sich, ohne daß die eine der 
andern bedarf, von mir. 

Es seien [Fig. 55] die Sehnen AB und BG bekannt, wir ziehen DZ 
parallel AD, so ist es gleich BG*), wir ziehen DE senkrecht auf AB. 
Wenn wir nun die Sehne der Diffe- 
renz kennen wollen, so ziehen wir vom 
Mittelpunkt Æ des Kreises die Senk- 
rechte ATX auf DZ; es ist nun be- 
kannt, daß der Unterschied der beiden 
Bogen AB und BG (= DZ) gleich der 
Summe der beiden Bogen AZ und BD 
ist, und weil ZX die Hälfte der Sehne 
der Ergänzung von DZ oder BG, also bekannt ist, und HT die 
Hälfte der Sehne der Ergänzung von AD, also auch bekannt ist, so 
ist der Unterschied beider, d.h. XT7, auch bekannt, also auch DE, 





Fig. 55. 


1) Dieser letztere Satz fehlt entsprechend dem eben genannten Fehler im Text. 

2) Siehe Kommentar. 

3) D ist natürlich die Mitte des Bogens ABG, was zu erwähnen vergessen 
wurde. 
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das gleich KT ist; ferner ist EB der Unterschied der größeren Sehne 
AB+BG 1) 
(AB) und der halben Summe der beiden Sehnen (ET = 4E) ) 


also ist auch DB bekannt, das beide potenziert, mithin auch die Sehne 
des doppelten Bogens von BD (d. h. des Bogens AB — BG) Be- 
rechnung: Wir ziehen vom Quadrat des Durchmessers die Quadrate der 
beiden gegebenen Sehnen einzeln ab, ziehen aus dem Viertel jeder Diffe- 
renz die Wurzel, und multiplizieren den Unterschied beider Wurzeln mit 
sich selbst und addieren das Ergebnis zum Quadrat des halben Unter- 
schiedes der beiden Sehnen?), und teilen die Summe durch den Durch- 
messer und ziehen das Ergebnis vom Radius?) ab, verdoppeln den Rest“), 
erheben ihn ins Quadrat, subtrahieren dieses Quadrat vom Quadrate des 
Durchmessers und ziehen aus dem Reste die Wurzel, so ist dies die Sehne 
der Differenz. — Was die Kenntnis der Sehne der Summe anbetrifft, 
d.h. von AG, so ist, wenn DE bekannt ist, auch AD bekannt, weil sein 


Quadrat gleich DE? + AE®, und AE — 4B+BG 


bekannt ist, so ist AG die Sehne des doppelten Bogens von AD, also 
auch bekannt. Berechnung: Sie ist dieselbe wie die vorangegangene 
für die Sehne der Differenz bis zu dem Punkte, wo wir die Differenz der 
beiden Wurzeln erhalten und diese ins Quadrat erhoben haben; zu diesem 
Quadrate addieren wir nun das Quadrat der halben Summe der beiden 
Sehnen und teilen die Summe durch den Durchmesser, subtrahieren den 
Quotienten vom Radius, verdoppeln den Rest?), multiplizieren dieses mit 
sich selbst und subtrahieren das Ergebnis vom Quadrat des Durchmessers 
und ziehen die Wurzel aus dem Reste, so ist diese die Sehne der Summe 
der beiden Bogen.) 


>» und wenn nun AD 


25. Kenntnis der Sehne der Differenz und der Sehne der 
Summe, jede für sich, von Asu Nasr B. ‘IrAk, aus seinem Buche 
genannt „der königliche Almagest“. 


Er sagt: Von zwei Bogen seien die Sehnen bekannt, so ist auch die 
Sehne der Differenz der Bogen bekannt, sowie die Sehne ihrer Summe. 
2. B.: die Sehnen [Fig. 56] AD und BD im Kreise ADBG seien ge- 


geben, so sage ich, daß die Sehne der Differenz sowie die Sehne der 


1) Einfacher wäre gewesen: Ben . 


2) Der Text hat wieder: Unterschied der größeren und der halben Summe der 
beiden Sehnen. 
3) Der Text hat ‚Durchmesser“. 4) Dies fehlt im Text. 


5) Im Text folgt noch „und verdoppeln den Durchmesser‘, was unrichtig ist. 
6) Siehe Kommentar. 
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Summe ihrer Bogen bekannt sei. Beweis: Wir machen Bogen DG— AD 
und verlängern BG über B hinaus und ziehen DZ senkrecht darauf; 
weil nun BD bekannt ist und die Proportion besteht: BD: BZ = 
2r : der Ergänzungssehne von AD (denn Dreieck DBZ ist, wie leicht ein- 
zusehen, ähnlich dem Dreieck gebildet aus dem Durchmesser, der Sehne 
AD und ihrer Ergänzungssehne)'), ist BZ bekannt, also auch das Ver- 
hältnis des Durchmessers zu BZ; aber auch das Verhältnis GD°?: BD: 
ist bekannt, also auch @D?:G.D? — BD?; aber GD?— BD?= GZ? - BZ? 
also ist das Verhältnis von G@D? zu jeder der Größen GZ? und BZ? 
bekannt. Aber das Verhältnis des Durchmessers zu BZ wurde schon als 
bekannt erklärt, also ist auch das Verhältnis des Durchmessers zu jeder 
einzelnen der Linien GZ und BZ bekannt?), also auch BG bekannt. 
Man ziehe auch AB und senkrecht darauf DE; weil nun AD: AE 
— 2r:der Ergänzungssehne von BD, so ist 
das Verhältnis AD: AE bekannt, aber man 
hat auch BD: BZ = 2r: der Ergänzungs- 
sehne von AD, also ist auch das Verhältnis 
BD:BE(BZ = BE) bekannt, (also ist 
sowohl AE als BE bekannt), also auch 
das Verhältnis des Durchmessers zu jeder 
der Linien AE und BE, also auch sein 
Verhältnis zu ihrer Summe. Ferner, weil 
AD=GD, und Winkel A= Winkel G, 
und Winkel Z= Winkel E, ist AE=GZ, 
und weil BD gemeinschaftlich den beiden 
Dreiecken DBZ und DBE und Winkel DBZ = Winkel DBE, ist 
BE=BZ; nun haben wir (früher) bewiesen, daß AE — BE=BG, 
also ist BG bekannt, q. e. d. — Berechnung für die Sehne der Differenz: 
Man multipliziere die kleinere Sehne mit der Ergänzungssehne der größeren 
und teile das Produkt durch den Durchmesser, dies ist das erste zu Be- 
haltende; hierauf multipliziere man jede einzelne der gegebenen Sehnen 
mit sich selbst, subtrahiere diese Quadrate voneinander, und addiere den 
Rest zum Quadrat des ersten zu Behaltenden, ziehe die Wurzel aus der 
Summe und subtrahiere von derselben das erste zu Behaltende, so hat 





Fig. 56. 


1) Was in Klammern steht, ist im Text mit etwas vielen Worten dargestellt, 
ich habe es deshalb etwas gekürzt gegeben. 


2) Statt dieser etwas komplizierten und besonders durch Herbeiziehung des 
Durchmessers etwas sonderbar gewordenen Darstellung hätte man viel einfacher 


2 
Pe an ist bekannt, da @D und BZ (letzteres aus der vorher auf- 
gestellten Proportion) bekannt sind, so ist auch @Z bekannt. 


gesagt: 
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man die Sehne der Differenz. — Berechnung für die Sehne der Summe: 
Man multipliziere die größere Sehne mit der Ergänzungssehne der kleineren 
und teile das Produkt durch den Durchmesser, dies ist das zweite zu 
Behaltende; werden nun die beiden zu Behaltenden addiert, so hat man 
die Sehne der Summe der beiden Bogen, werden sie aber voneinander 
subtrahiert, so hat man die Sehne der Differenz der beiden Bogen, und 
das ist, was wir wollten.!) 


26. Kenntnis der Sehne der Differenz und der Sehne der 
Summe auf einem dem vorangegangenen des ABu Nasr MansuRr 
8. "Ari ähnlichen Wege, von mir. 

Die Sehnen AD und BD |Fig. 57] sind gegeben, Bogn DG = AD 
gemacht, dann ist AB die Sehne der Summe und BG die Sehne der 
Differenz. Wir ziehen vom Mittelpunkt HZ die Senkrechte HZ auf AD 
und ziehen AH, dann ist Winkel AHZ 
—= Winkel DB À, weil DBA auf dem Bogen 
AD steht und vom Umfang ausgeht, AHZ 
aber auf dem halben Bogen steht und vom 
Mittelpunkt ausgeht; also sind die beiden 
Dreiecke AHZ und BDE ähnlich, also 
besteht die Proportion: AH: HZ (= Hältte 
der Ergänzungssehne von AD) = BD:BE, 
also ist BE bekannt; aber BD?= BE? 
+ DE?, also ist auch DE bekannt; ferner ist 
AD? = DE?+ AE?, mithin ist auch AE bekannt, und wenn wir AE 
und BE addieren, haben wir die Sehne der Summe, und wenn wir BE 
von AE subtrahieren, so haben wir die Sehne der Differenz. — Be- 
rechnung: Man multipliziere die halbe Ergänzungssehne des größeren 
Bogens mit der kleineren Sehne und teile das Produkt durch den Radius, 
so hat man das erste zu Behaltende; dann multipliziere man dieses mit 
sich selbst und subtrahiere das Quadrat vom Quadrat der kleineren Sehne 
und ziehe die Wurzel aus der Differenz, so ist dies das zweite zu Be- 
haltende, dieses multipliziere man mit sich selbst und subtrahiere das 
Quadrat vom Quadrat der größeren Sehne und ziehe die Wurzel aus der 
Differenz; wenn wir nun diese Wurzel und das erste zu Behaltende 
addieren, so haben wir die Sehne der Summe, und wenn wir das erste 
zu Behaltende von dieser Wurzel abziehen, so haben wir die Sehne der 
Differenz, und das ist was wir wollten.?) 





Fig. 57. 


1) Siehe Kommentar. 
2) Siehe Kommentar. 
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27. Kenntnis der Sehne der Summe und der Sehne der 
Differenz, von mir, in den Begründungen der Tafeln des Hasasn. 

Wenn die Sehnen zweier Bogen in einem gegebenen Kreise bekannt 
sind, so ist auch die Sehne der Summe sowie die Sehne der Differenz 
der Bogen bekannt. Z.B.1) AD und BD sind gegeben in einem Kreise 
von bekanntem Durchmesser, wir ziehen AB, so ist dies die Sehne der 
Summe ihrer Bogen; dann machen wir Bogen DG = AD und ziehen 
BG, so ist dies die Sehne der Differenz der beiden Bogen AD und BD. 
Nun sage ich, daß AB sowohl als BG bekannt sind. Beweis: Wir 
ziehen vom Mittelpunkt Æ die Senkrechte 7Z auf AD, und von D aus 
DE senkrecht auf AB, und ziehen noch AA, dann sind, weil Winkel 
AHZ auf der Hälfte des Bogens steht, auf welchem der Winkel DBE 
steht, diese beiden Winkel gleich, also Dreieck AHZ ähnlich Dreieck 
DBE, also besteht die Proportion AZ:AH= DE : BD, also ist DE 
bekannt; aber BD’= DE?’+ BE?, also ist auch BE bekannt; ferner ist 
AD?= AE?’+ DE?, mithin ist auch AZ bekannt, also auch AB, das 
gleich AE + BE ist; aber DE halbiert die gebrochene Linie ABG, 
mithin ist der Unterschied zwischen AZ und BE = BG, also ist auch 
dieses bekannt. Berechnung: Man multipliziere die kleinere Sehne mit 
der Hälfte der größeren und teile das Produkt durch den Radius, so hat 
man die Senkrechte (DZ), dann subtrahiere man das Quadrat dieser 
Senkrechten sowohl vom Quadrate der kleineren als auch vom Quadrate 
der größeren Sehne, ziehe aus beiden Differenzen die Wurzeln, so ist die 
Summe dieser Wurzeln die Sehne der Summe der beiden Bogen, und die 
Differenz der beiden Wurzeln die Sehne der Differenz der beiden Bogen.?) 

Man sieht, daß die Ausdrücke für die Sehne der Summe und die 
Sehne der Differenz gemeinsame Glieder haben; der Grund hierfür ist der, 
daß die Sehne BD zugleich die Sehne der Differenz der beiden Bogen 
AD und BG*) und die Sehne der Summe der beiden Bogen AD und 
AGB ist, und deshalb ergibt sich leicht die Kenntnis der einen von ihnen 
auf dem von uns erleichterten Wege und dann aus dieser die Kenntnis 
der anderen auf demselben Wege (?) 

Nun ist die Auffindung der Fundamentalsehnen‘) mit Hilfe dieser 
Eigenschaften (der gebrochenen Linie) auf ähnliche Weise zu erreichen, 
wie wir es in den Begründungen der Tafeln des Hazısr getan haben; ich 
gebe diese Berechnungen im folgenden wieder, weil dies der passende Ort 
dafür ist. 


1) Siehe die vorhergehende Figur. 

2) Siehe Kommentar. 3) Der Text hat BD. 

4) d.h. der Seiten des Acht-, Fürf- und Zehnecks; Drei- und Viereck sind 
ihrer Einfachheit wegen gar nicht berücksichtigt in den folgenden Berechnungen. 
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28. Auffindung der Sehne (Seite) des Achtecks in einem 
Kreise, dessen Durchmesser bekannt ist. 


Es sei BD [Fig. 58] ein Achtel des Umfanges des Kreises DBZ, 
so ist die Linie BD die Sehne (Seite) des Achtecks, ich sage nun, daß 
sie bekannt sei. Beweis: Wir ziehen den Durchmesser DAZ, der Mittel- 
punkt des Kreises sei A, wir ziehen ferner AB und DE senkrecht auf 
AB, beschreiben um das Dreieck ADB einen Kreis und machen Bogen 
DBG — AD; weil nun DE die Hälfte der Sehne des doppelten Bogens 
des Achtecks ist, so ist sie die Hälfte der Sehne des Vierecks, und 
Winkel DAB ist der achte Teil von vier Rechten, also die Hälfte eines 
Rechten, und Winkel AED ein Rechter, also Winkel ADE auch die 
Hälfte eines Rechten, mithin AE = DE, 
und jede von diesen Linien ist die Hälfte 
der Sehne des Viertelkreises; wir verlängern 
AB, bis EH=AE ist, dann ist klar, daß 
BH = BG ist, weil DE jede der Linien 
ABG (die gebrochene) und À BH (die ge- 
rade) halbiert; ebenso ist 
AD’=BD?’+AB-BG=BD?+AB-BH; 
BH ist aber gleich AZ (Sehne des Viertel- 
kreises) — AB (Radius)'), also ist BD be- 
kannt. Berechnung: Man subtrahiere den 

Fig. 58. Radius von der Viereckseite?), multipliziere 

die Differenz mit dem Radius und sub- 

trahiere das Produkt vom Quadrat des Radius, ziehe die Wurzel aus dem 

Reste, so ist diese die Achteckseite. — Diese Aufgabe kann so gelöst 

werden, oder auf dem Wege, den wir früher für die Kenntnis der Sehne 
des halben Bogens aus der des ganzen eingeschlagen haben.?) 


Z 





29. Auffindung der Seite des Zehnecks (und Fünfecks). 


Es sei BD“) [Fig. 59] die Seite des Zehnecks, so sage ich, daß sie 
bekannt sei. Beweis: Wir ziehen den Durchmesser DAZ, der Mittel- 
punkt sei A, ziehen AB und beschreiben um das Dreieck ADB einen 
Kreis, machen darin Bogen DBG— AD, und ziehen BG; weil nun 
Winkel DAB ein Zentrumswinkel auf dem Bogen BD ist, so ist er der 
zehnte Teil des Umfanges des Kreises BDZ, er liegt aber im Umfang 
des Kreises ADB, überspannt also von diesem den fünften Teil des Um- 





1) Der letztere Satz fehlt im Text 
2) Im Text steht „doppelte Viereckseite‘“. 3) Siehe Kommentar. 
4) Im Text steht AB. 
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fanges; ferner sind AD und AB gleich, also ist jeder der Bogen AD 
und A@B zwei Fünftel!) des Umfanges, aber Bogen DBG ist gleich 
Bogen AD, also ist auch DB@ zwei Fünftel!) des Umfanges; nun ist 
aber, wie bekannt, DB ein Fünftel des Umfanges, also sind die beiden 
Bogen DB und BG gleich groß; nun ist ABG eine gebrochene Linie 
in diesem Kreise, also AD’=BD?’+ AB-BG = BD? + AD:BD, also 
verhält sich die Linie ADB wie eine gerade, die im Punkte D nach 
dem äußeren und mittleren Verhältnis geteilt ist”), der größere Teil ist 
AD, und bekannt als Radius des gegebenen Kreises, der kleinere Teil 
ist BD, die Seite des Zehnecks, sie ist also auch bekannt. Berechnung: 
Du addierst zum Quadrat des Radius seinen vierten Teil, ziehst die 
Wurzel aus dieser Summe und ziehst von 
dieser Wurzel den Viertel?) des Durch- 
messers ab, so hast du die Seite des Zehn- 
ecks. — Dies ist ganz entsprechend dem- 
jenigen, was bewiesen wird im 11. Satz 
des 2. Buches der Elemente über die 


Teilung einer Linie nach dem genannten Ver- 


hältnis. 

Und weil ein Fünftel des Umfanges das 
Doppelte des Zehntels ist, und die Sehne B 
des doppelten Bogens bekannt ist, wenn die le 
Sehne des einfachen gegeben ist, so ist auch Fig. 59. 
die Seite des Fünfecks bekannt, q. e. d.) 

Mit diesen Sätzen ist es nun nach der Berechnung der Fundamental- 
sehnen im Kreise möglich, auch die übrigen aufzufinden nach dem im 
Almagest eingeschlagenen Wege; denn mit der Kenntnis des Satzes über 
die Sehne der Differenz (zweier Bogen) findet man die Sehne, die zwischen 
dem Fünftel und Sechstel (des Kreisumfanges) liegt (also von 12°), und 
mit der Kenntnis der Sehne des halben Bogens (aus der des ganzen) ge- 
langt man zur Sehne von 3°, und mit der Kenntnis der Sehne des 
doppelten Bogens (aus der des einfachen) und dem Satz über die Sehne 
der Summe (zweier Bogen) ergeben sich die Sehnen aller Bogen von 3° 
zu 3 Was dann die Sehne des Bogens von 1° anbetrifft, so würde ihre 
Ableitung ermüdend (oder zu schwierig) sein’), und da in dieser Sache 
nach der Erfindung eines Kunstgriffes getrachtet wird, um dieselbe an- 


1) Im Text steht „ein Fünftel“. 

2) Aus der angeführten Gleichung folgt nämlich: AD+BD:AD=AD:BD. 
3) Im Text „die Hälfte“. 4) Siehe Kommentar. 

5) Damit ist wohl die Wiedergabe der Darstellung des Almagestes gemeint. 
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genähert, wenn auch nicht genau, zu finden, so strenge nun deine Ge- 
danken an, Gott stärke dich, über das, was ich für dich gesammelt habe, 
und fasse es genau ins Auge, damit sich dadurch über dir öffnen die 
Quellen des Scharfsinns, etc. ...!) und zwischen mir und dir der Gegen- 
stand des Tadels beseitigt werde. Lob sei Gott für seine große Güte 
und das Gebet über seine guten Geschöpfe. Beendigt (ist die Arbeit) mit 
der Hilfe Gottes, er ist groß, und seines guten Beistandes, denn er ist der 
Barmherzige und Gnädige! 


Kommentar. 


Dieses eigentümliche Buch des großen und vielleicht gründlichsten 
arabischen oder besser persischen Gelehrten zr-Birvsi, dessen Ruhm 
Sıchau durch die Herausgabe der Indischen Chronik und der Chronologie 
der orientalischen Völker zu erneutem Glanze erhoben hat, wurde wohl in 
erster Linie in der Absicht geschrieben, die Grundlagen der Trigonometrie, 
insbesondere die Herstellung der trigonometrischen Tafeln zu befestigen. 
Interessant erscheint dabei zum vornherein, daß zı-Birüni nach der 
Methode der Alten, insbesondere des ProLzmävs, vorgeht, d. h. die Sehnen 
der Summe und Differenz zweier Bogen etc. und nicht die Sinus der- 
selben berechnet; es scheint dies für jene Zeit noch leichter gewesen zu 
sein, indem man sich eben zu diesem Zwecke unmittelbar auf den ptole- 
mäischen Lehrsatz und einige andere im Almagest vorkommende Sätze 
stützen konnte, und ja durch einfache Halbierung sofort aus den Sehnen 
die Sinus erhielt. Dann mag in zweiter Linie das Interesse an den beiden 
Hilfssätzen an und für sich und ihre große Anwendungsfähigkeit zur 
Lösung einer Reihe der verschiedenartigsten Probleme, die mit der Sehnen- 
rechnung direkt nichts zu tun haben, ein Grund dafür gewesen sein, daß 
sich so viele arabische Mathematiker und insbesondere zn-Birüni so ein- 
gehend mit diesem Stoffe beschäftigt haben. > 

Der erste Satz findet sich, wenn auch in anderer Form ausgesprochen 
(von einer gebrochenen Linie ist nicht die Rede) schon im Almagest des 
ProrzemAvs?), und wieder in etwas anderer Form im Liber assumptorum?), 
das von den Arabern dem Archımeoes zugeschrieben wurde. Proremivs 
benutzt ihn zur Lösung der Aufgabe, aus der gegebenen Sehne eines 
Bogens die Sehne des halben Bogens zu berechnen. Hierzu wäre aber 


1) Hier folgen einige kurze Sätze, die mit etwas anderen Worten dasselbe 
sagen wollen, wie der vorhergehende Satz, die aber stark verdorben zu sein scheinen. 

2) Vgl. CZ. PTOLEMAEI Opera, edid. J. L. Hrızere I, 39. 

3) Vgl. ARCHIMEDIS opera omnia, edid. J. L. Hrızere II, 431. 
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dieser Satz keineswegs nötig gewesen, der pythagoräische Lehrsatz hätte 
vollkommen genügt, so daß uns der Weg des Proremius geradezu als ein 
Umweg erscheinen muß. In der Tat löst auch zr-Birüxi die genannte 
Aufgabe ohne Benutzung dieses Satzes, also auf einfachere Weise als 
Proremävs; man ersieht hieraus, daß es wohl in der Absicht zr-Bikvvis 
lag, sich soviel als möglich, wenigstens in den Beweisen, von dem Wege 
des Proremius zu entfernen und selbständig vorzugehen; es zeigt sich 
dies auch noch am Schlusse der Arbeit, indem er-Birüxi die ptolemäische 
Berechnung der Sehne von 1° aus denjenigen von 11/,° und °/,° über- 
geht, da sie ihm wohl als ein zu wenig streng mathematisches Verfahren 
erscheinen mochte und man zu seiner Zeit, wie er sich ausdrückt, an 
einem Kunstgriff herumstudierte, die Sehne von 1° auf anderem, wie er 
glaubte leichterem Wege und genauer zu finden.!) 

Für uns hat die Arbeit zL-Birvxis einen nicht unbedeutenden histo- 
rischen Wert, ja sie kann vom Standpunkte ihres Verfassers aus geradezu 
als eine historische bezeichnet werden; er-Birvni hat alle Beweise der 
beiden Sätze, die ihm bekannt waren, gesammelt und die Autoren der- 
selben angegeben; er hat auf Arbeiten der Griechen und Indier hin- 
gewiesen und auf Aufgaben aufmerksam gemacht, die in arabischen Büchern 
über Algebra zu seiner Zeit vorkamen; er hat damit seinen historischen 
Sinn, den er durch seine oben genannten Hauptwerke so glänzend be- 
kundet hat, wieder bewährt. 

Wir freuen uns, daß es uns vergönnt war, diese interessante Arbeit 
des großen Gelehrten zur Veröffentlichung zu bringen; es wurde uns dies 
ermöglicht einerseits durch die Liberalität des Herrn Dr. Tr. W. Juynsorz 
von der kgl. Bibliothek zu Leiden, der den Codex Warneri 513, in dem 
sich unsere Abhandlung auf fol. 107? bis 128% befindet, für längere Zeit 
Herrn Prof. Dr. E. Wirepemanx in Erlangen zur Benutzung überlassen hat, und 
anderseits durch die Liebenswürdigkeit des letzteren Gelehrten, der für mich 
Photographien in Weiß auf Schwarz von der Arbeit ausführen ließ. Beiden 
Herren spreche ich an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank für ihr 
freundliches Entgegenkommen aus. 

Das Ms. 513 Warneri ist undatiert, aber aus einer Besitzernotiz geht 
hervor, daß es vor dem Jahre 1522 geschrieben worden ist. Es ist ziem- 
lich schön und gleichmäßig geschrieben, doch fehlen oft diakritische 
Punkte, was glücklicherweise in mathematischen Manuskripten weniger 
stört als in anderen, da so oft dieselben bekannten technischen Aus- 


1) Hieraus kann man wohl den Schluß ziehen, daß die von GmmyArn ED-DIN EL- 
Käsni angewandte Methode, die bekanntlich in der angenäherten Berechnung der 
reellen Wurzel einer kubischen Gleichung besteht, damals noch nicht erfunden war. 

Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 5 
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drücke wiederkehren. Die Titel zu den einzelnen Beweisen und Auf- 
gaben sind rot geschrieben, die Figuren fein ausgeführt und nur selten 
fehlerhaft. 

Wie E. Sıcuav in seiner Ausgabe der Chronologie orientalischer Völker 
(p. LXIX—LXX) ausführt, war ez-Brruxis Stil in seinen historischen und 
philosophischen Werken kein leichter; einer seiner Schüler schreibt hier- 
über: „Es war nicht die Gewohnheit unseres Meisters, wenn er in seinen 
Schriften verschiedene Methoden diskutierte, Beispiele zu geben. Und 
wenn er einmal ein Beispiel gab, was selten genug geschah, so drückte 
er sich in verschlossenen Wendungen aus, zwar mit beredten Worten, 
aber doch mit solchen, die sehr schwer zu verstehen sind.“ Als besonderes 
Kennzeichen seines Stils nennt überdies SacHau noch „eine außerordent- 
liche Kürze und Prägnanz des Ausdrucks“. Aus diesen Gründen bildet 
auch die Vorrede zı-Birvnis zu seiner Abhandlung die schwierigste Partie 
derselben, ebenso kommen im Schlußwort einige nicht leicht zu verstehende 
Stellen vor. Für die gütige Hilfe, die mir bei der Übersetzung derselben 
Herr Dr. J. Hausuzer, Professor der Theologie und der orientalischen 
Sprachen an der Universität Zürich, geleistet hat, spreche ich ihm an 
dieser Stelle meinen besten Dank aus. 

Er-BIrunt wendet sich im Vorwort an einen ungenannten Zeit- 
genossen, der wohl, wie aus dem Wortlaut zu schließen ist, mehr Philo- 
soph als Mathematiker war, und der mit diesen geometrischen Studien 
EL- Birunis nicht einverstanden gewesen zu sein scheint. Es wäre möglich, 
daß dieser Ungenannte der Arzt und Philosoph ‘Isa 8. Yanva zı-Masini 
(der Christ)!) gewesen sein könnte, mit dem zu-Birvxi in wissenschaft- 
lichem Verkehr gestanden und der auch in seinem (#r-Brrunis) Namen 
einige Schriften verfaßt hat. 

Für die nun folgenden Bemerkungen zu den einzelnen Beweisen und 
Aufgaben habe ich diese zum Zweck der Rückverweisung mit Buchstaben 
und Zahlen versehen, die natürlich im Manuskript fehlen, und zwar die 
Beweise zur ersten Behauptung mit lateinischen, die zur zweiten mit 
griechischen Buchstaben und die darauf folgenden Aufgaben mit arabischen 
Ziffern. Was meine Übersetzung des arabischen Textes betrifft, so habe 
ich denselben ziemlich wörtlich wiedergegeben, dagegen habe ich mich 
selbstverständlich überall bei Gleichungen, Proportionen usw. unserer 
mathematischen Operationszeichen bedient, sonst wäre die Darstellung 
auch gar zu breit geworden. Was in runden Klammern steht, sind von 
mir. hinzugefügte Ergänzungen oder Erläuterungen. 





1) Vgl. H. Surer, 1.c.p. 79, und Nachträge (Abhandl. zur Gesch. d. mathem. 
Wissensch. 14, Leipzig 1902) p. 172. 
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a) Nach diesem Titel hätten also die Araber ein Buch über die Kreise 
gekannt, das sie dem Arcnımzoes zugeschrieben haben. Es wäre möglich, 
daß dieses Buch in Verbindung stünde mit dem Liber assumptorum, daß 
dieser vielleicht nur ein Teil oder eine Auswahl aus dem Buche der 
Kreise gebildet hätte; ich stelle diese Vermutung deshalb auf, weil die 
Figur des 3. Satzes des Liber assumptorum mit der Figur dieses dem 
ARCHIMEDES zugeschriebenen Beweises bis auf die Linie BG, die dort 
fehlt, übereinstimmt; im Liber assumptorum wird freilich nur bewiesen, 
daß, wenn BD = DH und BE=EZ, auch AH = AZ sei. 

d) Der Verfasser dieses Beweises ist, nach den Namen zu schließen, 
ein echter Perser; ich habe sie gegeben, wie sie im Texte stehen, aber 
die Lesarten sind unsicher, weil die diakritischen Punkte teilweise fehlen. 
Dieser Autor wird auch in der Chronologie orientalischer Völker von EL- 
Brrüni (p. 44 und 99 des arabischen Textes, p. 54 und 107 der englischen 
Übersetzung) zitiert und heißt daselbst Anmarkuurä 8. Yazpänkuasis, der 
Geometer. AnnarkaUrx oder besser ApHarknorx bedeutet im Persischen 
„der Feueresser“; Yazpvan ist „der Genius oder Schöpfer des Guten“, aber 
Kuasis oder, wie unser Manuskript hat, Hasusas oder Hasxras ist sehr 
wahrscheinlich verdorben; statt Yazpax könnte freilich auch die Lesart 
unseres Manuskriptes, Usuraäp oder besser Usran = Meister, die richtige 
sein; wir überlassen weitere Hypothesen hierüber besseren Kennern des 
Persischen. Über diesen Gelehrten wissen wir weiter nichts, als daß er 
ein Zeitgenosse EL-Birunis war. 

e) Hier wird also wieder eine griechische Schrift über mathematische 
Fragen genannt, die weder griechisch noch in arabischer Übersetzung auf 
uns gekommen ist und über deren Verfasser die Araber selbst im Un- 
gewissen waren. — Was den Übersetzer dieser Schrift, Yünanxi ». Yüsur, 
anbetrifft, so ist es nicht unwahrscheinlich, daß er selbst einen Beweis 
zu dieser Behauptung zu geben versucht hat, denn im Pariser Ms. 2457, 10° 
befindet sich eine Abhandlung des Anmeo 8. Mu. EL-Sıpszi, worin er über 
den Irrtum des Yüxanwa in seiner Lösung der Aufgabe der Teilung einer 
Geraden in zwei gleiche Teile handelt. Wahrscheinlich sollte es hier statt 
„einer Geraden“ heißen „der gebrochenen Geraden“.') 

q) Man wird etwas erstaunt sein über diesen komplizierten Beweis 
von EL-SHANNI, der von demselben Satze drei wesentlich einfachere ge- 
geben hat; der Grund hierfür wird sofort klar, wenn man den Beweis zu 
Aufgabe 7 betrachtet, zu welchem er den hier gegebenen gebraucht. — 
Übrigens ist der Beweis fehlerhaft; es wird die unrichtige Proportion auf- 
gestellt: AZ:ZD= AK: DK, und doch kommt schließlich der Verfasser 


1) Vgl. H. Surer, 1. c. p. 60, nr. 131. 


x 
* 
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auf die richtige Gleichung AH-DT = DE:.BE. Wir können mittels 


Proportionen keinen kürzeren Beweis finden, als folgenden: Es ist 
AE:AZ=BT:DBK, ferner 


BT:AE=DT:DE (weil ABDT À AED); 
hieraus durch Multiplikation: 
BT:4AZ= BT: DT: BEEDE=ABDT: VW BDRZIDTEIIE 


ferner ist wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke ADZ und BDK, sowie 
ADH und BDE: 
AZ:BK=AD:BD=AH:BE; 


durch Multiplikation der beiden Proportionen BT:AZ=DT:DK und 
AZ : BK = AH : BE ergibt sich: 


PBT:BK= AH DT: DK PE, 


k BTDK BE 
und hieraus: AH:DT = PRE NU 
aber BK-DE=DK-BT, also DE= #7; 
mithin ist AH.DT=BE.DE. 


Einen viel einfacheren Beweis des Satzes, da AADG—AABG—=BE.DE 
sei, gibt ohne Proportionen Au Nasr 2. ‘IRäk am Schlusse des Be- 
weises 8). 

w) In diesem Beweise zı-Birünis kommt ein Fehler vor, er setzt 
etwas voraus, was erst bewiesen werden soll, nämlich daß DBT eine ge- 
rade Linie sei, wenn er sagt, daß Winkel DB@ als Außenwinkel des 
Dreiecks BTG = Winkel BGT + Winkel BT@ sei. Dieser Beweis muB 
Veränderungen erfahren haben, denn wir können zı-Birvxnı kaum einen 
solchen Fehler zumuten. Nach unserer Ansicht kann nach den Voraus- 
setzungen er-Birunis der Beweis nur so weiter geführt werden: Es ist 
nun Winkel DBK = Winkel DBG, denn beide machen mit dem Winkel 
DBA zwei Rechte aus, Winkel DBG nämlich deshalb, weil er auf dem 
Bogen DAG steht, und Winkel DB A auf dem Bogen AD, beide Bogen 
zusammen aber den ganzen Kreisumfang ausmachen (da Bogen AD=DG); 
also ist A DBK kongruent A DBG, mithin ist DG = DK, usw. 


Zweite Behauptung. 

Dieser Satz gilt auch, wenn die Punkte A, D, B, @ in einer Geraden 
liegen (Eur. ed. Hrısere Il, 5), wie dies ja auch beim ptolemäischen 
Lehrsatz und selbstverständlich auch bei der ersten Behauptung der Fall ist. 

%) Die Worte „ohne Beziehung zum Almagest“ sind unklar, aber ich 
kann das arabische ihäla hier nicht anders als durch „Beziehung“ oder 
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auch „Rückverweisung“ übersetzen; er will vielleicht damit sagen, seine 
Figur und damit auch sein Beweis seien nicht dieselben wie bei Prorr- 
mäus (Almagest, ed. Hrızera 1, 39), aber Proremäus beweist ja daselbst 
einen ganz anderen Satz; diese Bemerkung wäre bei Beweisen zur ersten 
Behauptung eher am Platze gewesen. 


Die Aufgaben. 


1. Die Araber haben also ein Werk des Mexeraus über die Ælemente 
der Geometrie gekannt, das auch der Fihrist') nennt, und auf das vielleicht 
Prokzus hindeutet im Kommentar zu Euxzins Elementen (ed. Frrepzeix, 
p. 345).?) Die Aufgabe, die Mexeraus im 2. Satze des 3. Buches seiner 
Elemente gelöst hat, muß aber doch etwas anders gelautet haben, als sie 
£L-Birünt ausdrückt, denn sonst könnte er kaum „einen sehr langen 
Weg“ für die Lösung gebraucht haben. Es wird dann von zL-Birüxt auch 
der Kommentar des TuAsır 8. Kurrı zu diesen Ælementen des Meneraus 
angeführt, der auch im Fihrist genannt wird, und Tuxgir soll einen bei- 
nahe ebenso langen Weg zur Lösung der genannten Aufgabe gebraucht 
haben. 

2. Es ist nicht recht zu verstehen, warum eı-Birünt den Bogen DA 
zu einem Halbkreis ergänzte, um in das Dreieck DZ À hinein das Dreieck 
LZK zu konstruieren, er hätte einfach D mit @ verbinden können und 
in das Dreieck DGA, das bei @ den gleichen Winkel hätte wie Dreieck 
DZA bei Z, das Dreieck LZK zeichnen können, wie er es auch im 
folgenden Beweis getan hat. Es handelt sich nämlich darum, das Dreieck 
ADB zu konstruieren aus AD, BE und Winkel B; da nun die Größe 
und Lage von AD schon gegeben ist, so kann die Konstruktion nur so 
ausgeführt werden, daß das Dreieck BDE aus BE und Winkel B zuerst 
irgendwo anders konstruiert wird, um BD zu erhalten, das kann aber in 
jedem Dreieck mit dem Winkel B geschehen. 

6 und 7. Es ist interessant, daß die Araber diese beiden Aufgaben 
ARCHIMEDES zuweisen und nicht Heron, in dessen Metrica, die zweite auch 
in der Dioptra, sie vorkommen. Daß die Aufgabe 7 älter ist als Heron, 
habe ich schon in meiner Rezension zu den Metrica (Biblioth. Mathem. 
7,, 1906, p. 100) bemerkt, sie könnte also ganz wohl von ARcHIMEDES 
herstammen; aus dem Buche der Kreise ist sie wohl nicht, sonst wäre 
dies im Titel bemerkt, wie dies in den Beweisen zur ersten Behauptung 
der Fall war. 


1) Vgl. H. Surer, Das Mathematikerverzeichnis im Fihrist; Abhandl. zur 
Gesch. d. Mathem. 6, 1892, p. 19. 

2) Vgl. auch A. Bsörnso, Studien über MENELAOS’ Sphärik; Abhandl. zur 
Gesch. d. mathem. Wissensch. 14, 1902, p. 5 und 7. 
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7 und 8. Diese Beweise zu den Formeln für den Inhalt des Drei- 
ecks und des Sehnenvierecks aus den Seiten bilden wohl die interessanteste 
Partie der Abhandlung. Beide Beweise sind gewiß sehr originell zu 
nennen; der zweite stützt sich natürlich auf den ersten und ist der einzige 
uns erhaltene Beweis dieses Satzes aus dem Altertum und Mittelalter; 
man beachte auch, daß zı-Birvvi die Formel den Indiern zuweist; er 
kannte jedenfalls die Arbeiten BrAanmaGurras, hat er doch, wie wir aus 
dem Verzeichnis seiner Schriften erfahren, die sich auf die Rechenkunst 
beziehenden Stellen aus dem Brahma-Siddhanta übersetzt und sich sonst 
noch vielfach mit indischer Mathematik und Astronomie beschäftigt. Die 
beiden Beweise stammen nach zı-Birüni von ABu “ABDALLAH EL-SHANNI, 
der sich uns also hier als einer der geschicktesten und originellsten 
Mathematiker der Araber präsentiert. Der Beweis für den Dreiecksinhalt 
ist wahrscheinlich auch noch in Kairo vorhanden.) — Da dieser Beweis, 
wie fast alle der arabischen Mathematiker, etwas weitläufig und unüber- 
sichtlich ist, so mag es angezeigt sein, denselben hier kurz zu schemati- 
sieren: 

Er braucht dazu zwei Hilfssätze, nämlich die erste Behauptung, daß 
AE = BE + BG ist, und dann das, was er im Beweise q) zur ersten 
Behauptung bewiesen hat, daß À ADG—2A BDE = À ABG sei 
(s. Fig. 39). Aus ähnlichen Dreiecken erhält er dann die Proportion: 
DE:BE= DZ:AZ, hieraus durch Erweiterung der Verhältnisse die 
beiden Proportionen: 


DZ?:DZ.AZ = DZ. AZ: AZ& 
DE?: DE:BE= DE.BE: BE?. 


Da alle diese Verhältnisse den gleichen Wert haben, erhält er durch 
Subtraktion der entsprechenden Glieder: 


DZ? — DE?: DZ: AZ — DE-BE = DZ- AZ — DE: BE: AZ? — BEB?. 
Nun ist das erste Glied, wie leicht zu verifizieren ist, gleich (AE+ AZ) -EH, 


das zweite und dritte nach dem im Beweise q) abgeleiteten Hilfssatz 
gleich A ABG, und das vierte gleich AK-GK, also hat man: 
(AABG”=(AE+AZ)- EH-AK.GK oder: 
(A ABG)’ = s(s— AG) (s — AB) (s — BG. 
9. Es ist zu diesem Beweise zu bemerken, daß er nur so geführt 


werden kann, wenn die beiden Palmen zusammen höher sind als die Breite 
des Flusses. 


1) Vgl. H. Suter, Die Mathematiker und Astronomen der Araber etc. p. 97—98. 


Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise usw. 1 


10. Eine Randnote zu dieser Aufgabe in anderer Schrift sagt: „Aus 
dieser Aufgabe wird klar, daß, wenn von einem rechtwinkligen Dreieck 
die Summe der Basis (Hypotenuse) und einer der Seiten (Katheten) ge- 
geben ist, ebenso die andere Seite, dann die Basis und die erste Seite 
gefunden werden können. | 

Für die Aufgaben 9 und 10, die algebraisch so leicht lösbar sind, 
erscheint ein geometrischer Beweis mit Hilfe der beiden Eigenschaften 
der gebrochenen Linie etwas gesucht; wir erkennen hieraus aber nur, wie 
sehr es er-Birünt darum zu tun war, die ausgedehnte Anwendungs- 
fähigkeit jener Eigenschaften zu zeigen. — Die Aufgabe 9 befindet sich 
algebraisch gelöst bei rL-Karkut.') 

11. Mit dem Worte takti'hu = „ihre Verteilung“ meint wohl er-Birünı 
die verschiedenen Werte, die die Gleichung annehmen kann für alle 
Punkte des Halbkreises TAZ. DB (s. Fig. 43) ist hier wie auch bei 
eL-Barrivi aufgefaßt als Sinus der größten Gleichung, also als 
sin DNB; bei der Bewegung der Sonne ist diese Größe identisch mit der 
Exzentrizität (gleich dem doppelten Wert der heutigen Exzentrizität der 
Erdbahn), bei der epizyklischen Theorie der Planetenbewegung ist sie 
gleich dem Radius des Epizykels. Proremius und Er-Barrant berechnen 
die Größe AB mit Hilfe des pythagoräischen Lehrsatzes, zL-Birvunxi da- 
gegen mit Hilfe des Kosinussatzes; denn so dürfen wir wohl seine Gleichung 
AB?’= AD? + DB?+2DH.DB nennen, wenn er unmittelbar nachher 
hinzufügt: „wenn wir also den doppelten Kosinus des Argumentes, also 
2DH mit DB multiplizieren und das Produkt zu AD? + DB? addieren, 
so erhalten wir AB?“ Daß er sich deshalb der allgemeinen Bedeutung 
dieses Satzes für die Trigonometrie vollständig bewußt gewesen sei, wollen 
wir nicht behaupten, aber ohne Übertreibung kann man doch sagen, der 
Kosinussatz für das ebene (speziell stumpfwinklige) Dreieck finde sich in 
dieser Aufgabe er-Birünis angewandt. 

12. Auch diese interessante und keineswegs leichte Aufgabe löst er- 
Birüni durch Anwendung der beiden Sätze über die gebrochene Linie. 
Man vergleiche mit dieser Lösung diejenige #c-Barranis”), bei der wir 
allerdings über den wichtigsten Punkt der Lösung, nämlich über den 
Weg, auf dem er die Formeln für die beiden Pfeile #K und EL ge- 
funden hat, im Unklaren gelassen werden.?) 

1) Siehe A. Hocuneım, Al Kafı fil Hisab des AzKkARKHI III, Halle a/S. 1880, $. 26. 


2) Vgl. zu-Barräni, Opus astronomicum, ed. C. A. Narıımo, I, p. 99—100 und 
275— 276. 

3) Somraparezzr gibt an dem eben zitierten Orte (p. 276) eine elegante hypo- 
thetische Herleitung, die uns nur für einen Araber etwas zu algebraisch vorkommen 
will; immerhin müssen wir zugeben, daß es sehr wahrscheinlich ist, daB eu-Barräni 
seine Resultate mittels des Satzes Eukr. II, 13 gefunden haben werde. 
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14. Diese Aufgabe ist allerdings ohne Anwendung der beiden Be- 
hauptungen viel einfacher zu lösen: Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke 
THB und ABZ, ebenso THZ und BDZ hat man: 











B'H ONE BE 7 RTE 
TH OA ASTHME RD 
nee BZ AB, DZ AB.BD+AZ-DZ 
us TH WA ZAMIR De AZ.BD 
BZ.AZ.BD 
und hieraus: TH= 


MBABRDIUYMZEDZ, 
Trigonometrisch ergibt sich, wenn die Winkel ABZ und DZB mit « 
bzw. ß bezeichnet werden, die ganz einfache Formel: 


BZ 


A 


Man vergleiche damit die Aufgabe Isy zn-Harams, die wir in der 
Biblioth. Mathem. (8,, 1907, S. 27—30) veröffentlicht haben. 

15. Proremäus bestimmte (Almagest, ed. Hrızers Il, 450— 494) für 
jeden der fünf Planeten den Bogen DK (bzw. den Winkel DBK) und 
schlug, wie ez-Bïrünt bemerkt, bei allen fünf Berechnungen denselben 
Weg ein; er meint damit wahrscheinlich den Satz: Kennt man in einem 
Kreise die Summe oder Differenz zweier Bogen und ebenso das Verhältnis 
der Sehnen der doppelten Bogen (oder der Sinus der einfachen), so kann 
man die Bogen einzeln finden. Diesen Satz benutzt Prorzmäus viel und 
beweist ihn daher schon im ersten Buche des Almagestes (ed. Herserc, 
I, 70— 14). 

16. Er-Birünt sagt am Schlusse der Aufgabe, seine Berechnung der 


Ergänzungssehne wu A *) (= 5 2 =) sei leichter als die nach 


dem pythagoräischen Lehrsatze (y AB? — BG®), und dies ist in der Tat 
auch richtig, denn bei Sexagesimalbrüchen sind Multiplikationen viel kom- 
plizierter auszuführen als bei ganzen Zahlen und Dezimalbrüchen. Aber 
warum hat eu-Birünt den geometrischen Weg eingeschlagen, da er doch 
gewiß, wie sich später noch zeigt, die Gleichheit (a + b)(a — b) = a? —b? 
gekannt hat? Wir denken, er habe wiederum bloß die Anwendungs- 
fähigkeit jener Sätze über die gebrochene Linie auch auf diese einfache 
Aufgabe zeigen und vielleicht auch einen geometrischen Beweis für diese 
algebraische Formel geben wollen, die bei Evxzipes in dieser Form nicht 
vorkommt. 











17. Die Regel s1-Bïrüxis heißt in einer Formel ausgedrückt so: 


AG Van! — 4(B E— und verwandelt sich, wenn wir trigono- 
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metrische Beziehungen einführen und den Winkel AEB mit « bezeichnen, 


in folgende: 
2a ax g 
2rsin« ER dt: An sa) oder: 
2r 


sna=}/1— (1-2 sin)’ LV 


= 2 sin ÉM/1— si 2 — 2 sin © cos“. 
: ne 2 sin . COS 


Die Formel für den zweiten Weg ist einfacher: 





a N ee nder trigonometrisch: 


Ar sin SYrt— rein? 4r*sin cos Ö 


2rsna= — 2 oder: 


1 à 1e 

. . & & 

sin & — 2 sin . cos Te 

Das Fehlen einer algebraischen Formelsprache ist wohl der Grund dafür, 
AD?’— AB? . eg rg : 

daß 2ABY AP" nicht zu ABYAD?— AB? abgekürzt worden ist. 


15. Nach der Berechnung zı-Birüöxt’s ergibt sich die Formel: 
AB u: H VE CH 
trigonometrisch: 
2r sin r = 2»: — 2r Yr? — r? sin? «= Y2r? — 2r? cos à 


Eee a PET 
5 = 2 


Die Formel nach dem zweiten Weg ist: 


AR Eu an A@ 














2 4 
die ebenfalls wieder auf die obige trigonometrische Formel führt. — 
Man beachte, daß bei den beiden Aufgaben 17 und 18 keiner der beiden 
Sätze über die gebrochene Linie zur Anwendung kommt. 
19. Die beiden gegebenen Sehnen seien AB=s, und BGE=s,, so 
führt die Berechnung zr-Birvvis auf die Formeln: 


DR=Y (r + 2)(r - 2) VE una AD-Y Da: + (44%) 


Es ist nun, wenn die zu den beiden Sehnen gehörenden Zentriwinkel mit 
« und ß bezeichnet werden: 
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ENST TUE 
UC EAN (2 Rial Vr ee ß 
= oe nr == — — + —rc08 — 
s,— 2r sin € Jr 1 AC SDS 2rsin ss Vr 1: Tu CDS 
ß 


Ü > s 
also DE = r cos Nr CO mithin 





AD =V(r COS & — r COS 5) + (r sin - +rsin 5) oder: 


2r sin ( À î) -V2r - 2r? (cos 2 cos fe — sin à sin 5 oder: 


A (+) en Tale) 


21. Diese Aufgabe hat wie Nr. 20 keinen praktischen Wert für die 
Berechnung der Sehnen im Kreise, sie hat aber insofern ein Interesse 
für uns, als sie auf eine quadratische Gleichung führt, die mit Hilfe der 
ersten Eigenschaft der gebrochenen Linie sehr leicht geometrisch gelöst 
wird. Wir geben im folgenden die algebraische Lösung: 

Es si AB=x und BG=y A@=d und AB+BG=s, so hat. 


man: 





s+y=s und +yY=d%, 


hieraus erhält man für x und y die Werte: 


-2+y® s? eus Ve s? 
Virus APR Y says ee 


die mit den Resultaten zı-Birünis übereinstimmen. 
22. Die Lösung dieser Aufgabe ergibt sich sofort aus der zweiten 
Behauptung: AD? — AB: BG + BD?°; hieraus folgt nämlich: 


AD? — BD: A D? — BD? 
ee En D 


In trigonometrischer Form heißt die zweite Behauptung über die ge- 
brochene Linie, wenn die Zentriwinkel der beiden Sehnen AD und BD 
mit & bzw. ß bezeichnet werden: 


4r? sin? z — 2r-sin (er 2r - sin (>) + 4r? sin? 1 











: + OR er EEE RE PE . 2 P 
oder: sin“ — — sin ( = ) sin (=) + sin 77. 
hieraus ergeben sich die beiden Formeln: 
sin? © — sin? À sin? © _ gin? À 
sin (+ A = - 2 sin >) — 120 


sin () sin (>) 
23. Dies ist eine andere Lösungsart von zı-Birvxi für die vorher- 
gehende Aufgabe. Sowohl die Berechnung für die Sehne der Summe als 
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die für die Sehne der Differenz sind komplizierter als bei ABü Nasr 8. 
‘Irxk, führen aber nach einfacher Umformung auf dieselben Formeln; 
man begreift daher wirklich das Verfahren zr-Birüvis nicht recht. 

24. Bezeichnen wir die beiden Bogen mit b, und b,, ihre Sehnen 
mit s, und s,, so führt die erste Berechnung für die Sehne der Differenz 
auf folgende Formel: 


mc el 5), (q/4r 5 J/4r—5,\7| 
Sehne (b, — b,) = ee er 


wie man sieht ein sehr komplizierter Ausdruck! Nun ist s — 27 sin = 


: Ar? — 5? & Ar?— S,° 
$, = 2r sin > Ve m COR ES Vers = ÿ COS nn Sehne (b, — b,) 


= 2r sin (“> ; diese Werte in die obige Formel eingesetzt, gibt: 


ad 2r?— rsin@—rsin — (r cos Ê — r cos "1" 
2r sin (55 a 2.00 ee 


Tr 


was schließlich auf folgende Formel führt: 


sin (3) = V1 — co (55). 


Analog führt die zweite Berechnung auf die Formel: 


sin (5 -V1 — cos? (>). 
25. Die Berechnung für die Sehne der Differenz führt auf folgende 
Formel: 


Sehne (b, — b,) = ve Are ) ara) aan 


2r 








Trigonometrisch: 


2r sin (5 


ar*sin* À. 4r? cos? = x | ß 4r*sin ©. cos — 
=V —— + Ar? sin? — — 47? sin? — — ——" — 


4r? 2 2 2r 





23 Li UT RSC", CPU LE LA RE 
2r V/sin sin LOB: + sin i sin” 2r sın ll ze 


& . œ Br 
Ersetzt man cos? — unter der Wurzel durch 1 — sin? 7 50 erhält man 
sofort: 


sin (5) = sin & cos & 8 © si b 
CUS l'os 2 one P os Se 


Wie man aus dem Gang der Lösung ersieht, ist dieselbe jedenfalls 
etwas verdorben; Apü Nasr will auf zwei Arten nachweisen, daß BG 
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bekannt ist; die erste Art mit den Verhältnissen ist nicht ganz klar, die 

zweite ist ebenfalls nicht einwandfrei; der Beweis, daß BE = BZ, sollte 

nicht erst am Ende kommen. Eigentümlicherweise entspricht auch die 

Berechnung gar nicht der Analysis; aus der Proportion: AD: AE=2r:der 

A D : Ergz.-Sehne 
2r 

die Berechnung aber gibt für AH den Ausdruck YAD?— BD? + BZ? 

Auch die zweite Berechnung (für die Sehne der Summe) ist jeden- 
falls verdorben, es sollte dort wohl heißen: 

„Berechnung für die Sehne der Summe: Addiert man zu der vorhin 
(bei der ersten Berechnung) erhaltenen Wurzel das erste zu Behaltende, 
so erhält man die Sehne der Summe.“ 

Und nun ist wahrscheinlich zu dieser Berechnung folgender Zusatz 
gemacht worden, von dem die ersten Worte weggefallen sind: 

„Man kann auch kürzer so verfahren: - 
Man multipliziere die grôBere Sehne usw.“ 
(das Folgende wie in der Übersetzung). 

Es ist schade, daß diese Lösung der 
wichtigen Aufgabe uns nur verstümmelt 
überliefert worden ist. Wie leicht ergibt 
sie sich aus der Figur Ast Nasr’s, wenn 
wir noch die beiden rechtwinklichen Drei- 
ecke ADH und BDF [Fig. 60] hinein- 
zeichnen, die den Dreiecken BDE bzw. 
AD Eähnlich sind, und die konsequenter- 
weise auch ABü Nasr hätte zeichnen 
sollen. Man hat die beiden Proportionen: 





‘| 


Ergänzungssehne von BD würde sofort folgen: AE = 





Fig. 60. 


BD:BE=2r:DH (Ergänzungssehne von AD) 
AD:AE=2r:DF (Ergänzungssehne von BD), 


$ BD: D AD:DF 
hieraus: DEE ; AB 0. 


und hieraus durch Addition: 
BD.DH AD.DF 
AB — Kar Er or 
und durch Subtraktion: 


AE—- BE=BG= 





AD.DF Su BD:DH 
2r 2r , 


d. h. in trigonometrischer Form: 
ß 


«€ et Er 
era en, En 


AB=2rsin (5) = = = 
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oder: sin (° #T6) = sin > cos Ê + cos re sin Ê 


und entsprechend die Formel für BG = 2r sin S 


26. Da die Auflösung ähnlich der vorigen ist, so lassen wir ihre 
Wiedergabe in Formeln weg. Wir begreifen aber nicht, warum er-Birvxi 
das kürzere Verfahren, das ABü Nasr am Schlusse erwähnt, nicht berück- 
sichtigt hat; er hätte bloß noch von H aus die Senkrechte auf BD zu 
fällen gebraucht, um ein zweites zu Behaltendes in der viel einfacheren 
Form 





4r? — 5? m dE 
EN 2rsin@ .r- cos 


1 








zu bekommen. So hätte er dann ebenfalls unsere heutigen Summen- und 
Differenzformeln erhalten. 


27. Hier kommt zr-Birüni unseren einfachen Formeln schon wieder 
näher als in der vorhergehenden Aufgabe. Die Formel für die Sehne der 
Summe heißt nach der Berechnung: 


Sehne (db, + b,) Va: — (ie a) 7 re) 
in trigonometrischer Form: 


2r sin (A 


4r° sin? ©. 4r? sin° Ê 4r? sin? © . 4r* sin? À 
Lx 4 2 . 2 & 2 4 he L 2 ß NE 2 2 
= Ps ARRETE AU ER EE ner ETS TONI 


oder: sin (55 -V sin? (1— sin £) + V sin! À (1 urn 5 


BR ß EIERN 
= Sin > 008. + COS — sin —- 


Es ist dies dieselbe Formel, die Agv’z-Werx in seinem Almagest gibt.!) 
28. Nach der Berechnung ist: 


ss =Vr—r(s,—r) Von rs, =rV2 Y2 V2. 


Wie er am Schlusse sagt, fände man auch dasselbe nach den beiden 
Lösungen der Aufgabe 18, in denen die Eigenschaften der gebrochenen 
Linie nicht benutzt sind. 


1) Vgl. Carra ve Vaux im Journal asiatique 19,, p. 416 — 413. 


78 Hewrica Surer: Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise usw. 


29. Hier wird die quadratische Gleichung 
AD?=BD?’+AD.BD 
mit der Unbekannten BD=s,, gelöst nach der Formel: 


an VAR + am Beyer Ve 


Wir haben gesehen, daß die Abhandlung rı-Birvvis verschiedene 
Beweise und Lösungen von Aufgaben enthält, die nicht ganz einwandfrei 
sind, es sind dies die Beweise q) und w), und die Aufgaben 9, 25 und 26 
und einzelne Stellen in anderen Beweisen und Aufgaben. Einige dieser 
Darstellungen mögen wohl deshalb fehlerhaft geworden sein, weil viel- 
leicht Randnoten, von denen wir zwei in der ersten Hälfte der Arbeit 
getroffen haben, durch Abschreiber in den Text aufgenommen worden 
sind; es scheint dies insbesondere bei der Aufgabe 25 der Fall gewesen 
zu sein, denn der Beweis dafür, daß, wenn die Sehnen zweier Bogen 
gegeben sind, auch die Sehne der Differenz dieser Bogen bekannt sei, 
weicht mit seiner Herbeiziehung von Verhältnissen der Sehnen zum 
Durchmesser so stark von den übrigen Beweisen Asü Nasrs ab, dab 
diese Hypothese sehr viel Wahrscheinlichkeit für sich hat. Aber auch 
Auslassungen mögen hier und da vorgekommen sein. 


Es wäre nicht ausgeschlossen, daß die Abhandlung uns in dem 
Leidener Manuskript nicht vollständig erhalten wäre. In dem oben 
zitierten Verzeichnis von eL-Birvnis Schriften steht nämlich bei dieser 
Arbeit bemerkt, sie umfasse 80 Blätter (waraka), während die hier über- 
setzte im Leidener Manuskript bloß deren 20 enthält, allerdings recht 
klein und eng beschrieben. Solange wir nicht ein zweites Manuskript 
dieser Abhandlung auffinden, bleibt diese Frage eine unentschiedene; 
freuen wir uns vorläufig über das viele Schöne und historisch Wertvolle, 
das die Abhandlung, wie sie uns erhalten ist, darbietet. | 
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A Note on Johannes Schonerus. 


By Davıp EUGENE SMITH in New York. 


19 


In examining some manuscripts in the Pzimprox Library in New 
York, I recently came upon a small volume that at one time belonged 


to JOHANN ÜHRrI- 


STOPH NEUSTET- 47346 
rer. He was the Zero, TITRES 


son Of SEBASTIAN 
NEUSTETTER, and 
a nephew of the 
celebrated Eras- 
Mus NEUSTETTER 
who was born 
on November 7, 
1523, as this ma- 
nuscript asserts. 
JOHANN was con- 
nected with the 
“Domstift” at 
Bamberg at the 
time of his death, 
and held several 
offices of pro- 
minence. He is 
addressed by one 
of his contempo- 
raries as follows: 
“Nobili et sum- 
mae spei Ado- 
lescenti JoAnnı 
ÜHRISTOPHORO 
NEUSTETTERO, 
cognomento 
STURMERO, Bam- 
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bergensi, Wirzburgensi et Combergensi Canonico.” The volume is made 
up of horoscopes, partly of fifteenth and sixteenth century rulers and 
noblemen, partly of other well-known people of the period, and partly 
of members of the NeusretTer family. On looking through these horos- 
copes to see if any mathematicians were included I came across one of 
SCHONERUS, of which I have had a photograph made which is reproduced 
herewith. Although it gives us little new information concerning the 
birth and death of this well-known writer, it confirms the dates already 
known, and adds the hours and minutes after the fashion of the time. 
It tells us that Jomannes Scaonerus (ScHöner) of Karlstadt, near Würz- 
burg, who afterward lived at Nürnberg, was born on January 16, 1477, 
at 11 hr. O min. P. M., and that he died on January 16, the anniversary 
of his birth, 1547, about 2 P. M. Those who still take an interest in 
astrology may care to study this “parva tabella” that was prepared not 
long after Scuonerus died, and estimate the correctness of the prognosti- 
cations of his ruling stars. | 
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Kleine Mitteilungen. 


Kleine Bemerkungen zur letzten Auflage!) von Cantors 
„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik “. 


Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen“, 
BM = Bibliotheca Mathematica. 


Über frühere Bemerkungen siehe BM 10, (1909/10), 8. 241— 250. 


2:104. Z. 6 wäre es vielleicht angebracht, vor „JoRDAnus“ ein „schon“ 
einzuschalten, um hervorzuheben, daß auch Campanus den Ausdruck „angulus 
contingentie“ benutzte. Vermutlich ist der Ausdruck älter als Jorpanus, denn 
„eontingere“ und „contingens“ waren schon im 12. Jahrhundert gewöhnliche 
Terme für „berühren“ und „Tangent“, z. B. bei PLarone TiBurTINO („eireulus... 
omnia latera contingens“; Liber embadorum, herausgeg. von M. Currze, Abhandl, 
zur Gesch. d. mathem.Wiss. 12, 1902, $. 118) und bei GHERARDO ÜREMONESE 
(„posuit duos circulos sese intrinsecus contingentes“, „linea contingens cir- 
culum“; Anarırır in decem libros priores elementorum ÆEuczrpis commentari, 
ed. M. Currze, Leipzig 1899, S. 121, 130). Auch im 13. Jahrhundert findet 
man dieselbe Terminologie z. B bei LEONARDO Pisano („latera omnia contingant 
eireulum“; Seritti, pubblic. da B. Boncompacnı 2, Roma 1862, $. 192) und 
WILHELM von MOERBER („ducatur enim contingens que eaz“; Heron, Opera 
IT : 1, ed. L. Nix et W. Scamipt, Leipzig 1901, S. 328) G. ENESTRÔM. 


2:482. Nach den neuesten Forschungen (siehe L. Frarı, Scorpions 
pAz Ferro, Bollett. di bibliogr. d. se. matem. 12, 1910, 1—5) ist 
SCIPIONE DEL FERRO am 6. Februar 1465 in Bologna geboren. Nach Frarı 
wurde die Tochter des pEL Ferro erst nach dem Tode des Vaters am 
8. Januar 1527 mit ANNIBALE DELLA NAVE verheiratet. Im Jahre 1525 (oder 
1526) siedelte DEL FERRo nach Venedig über, kehrte aber bald nach Bologna 


zurück. h G. ENESTROM. 

2:497. Zu den „wesentlichsten Umständen“ aus dem Leben TARTAGLIAS 
könnte vielleicht gerechnet werden, daß er längere Zeit in Verona wohnhaft 
war, vermutlich als Lehrer der Mathematik. Nach seiner eigenen Aussage 
am Anfange des 6. Buches der Quesiti et inventioni verweilte er dort zehn 
Jahre, aber aus den Angaben des 9. Buches derselben Arbeit wird man ver- 
sucht anzunehmen, daß sein Aufenthalt in Verona noch längere Zeit dauerte, 


1) Dritte Auflage des 1. Bandes, zweite Auflage der 2. und 3. Bände. 
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nämlich von 1521 (siehe Quesito I) bis 1533 (siehe Quesito XVII). Seine 

Lehrertätigkeit in Brescia dauerte dagegen nur etwa 18 Monate (siehe Ragio- 

namenti sopra la sua travagliata inventione; Ausgabe Venedig 1606, $. 50). 
G. ENESTROM. 





3:310. Nach Herrn Cantor (Z. 25—26) behauptete das Commercium 
epistolicum, daß LerBniz die Reihe für 7 aus den ihm zugeschickten Briefen!) 


GREGORYS an CoLLiNs kannte, aber diese Angabe des Herrn CANTOR ist un- 
genau. Aus dem folgenden Absatz geht hervor, daß Herr Cantor die Briefe 
von GREGORY meint, die die „Historiola“ von Cozzins bildeten, und allerdings 
gibt die zweite Auflage des Commercium epistolicum an, daß die „Historiola“ 
1676 an Leısnız gesandt wurde. Allein die beiden Ausgaben der Streit- 
schrift geben ausdrücklich an (éd. Bror et Lerorr $. 93—95), daß Lergniz 
schon 1675 von der Entdeckung GrEcorys Kenntnis bekam, und zwar durch 
eine von OLDENBURG verfertigte lateinische Übersetzung eines englischen Briefes 
von Cozrins. Darum sagt auch die „Recensio libri“, die bekanntlich von 
Newron selbst herrührt (a. a. O. 8. 18): „In epistola a Cozrinio scripta dataque 
15. Apr. 1675, OLDENBURGIUS ad LEIBNITIUM misit . .. [seriem] pro inventione 
arcu, cujus tangens data est“. Statt „aus den ihm zugeschickten Briefen 
GREGoRYS an Corus“ sollte also bei Herrn Cantor „aus der ihm 1675 zu- 
geschickten Übersetzung eines Briefes von CoLLıns an OLDENBURG“ stehen. 
Durch diese Verbesserung der CAantorschen Darstellung wird der Absatz 
S. 310 2.27 — $. 311 7. 15 gegenstandslos und sollte ‘also an dieser Stelle 
gestrichen werden. Indessen berichtet Herr Cantor darin über die „Historiola“ 
von ÜCoLLIns, und da er sich S. 327 auf diesen Bericht beruft, ist es an- 
gebracht, den Absatz zum Gegenstand einer besonderen Bemerkung (siehe unten) 
zu machen. “u G. ENESTRÖöM. 





3:310—311. Was Herr Cantor hier über die „Historiola“ von CoLLıns 
sagt, ist meiner Ansicht nach wesentlich irreleitend, weil es zwei verschiedene 
Schriften gab, die im Commercium epistolicum gelegentlich „Historiola“ genannt 
wurden, und weil Herr CANTOR diese zwei Schriften nicht unterscheidet. Die 
zwei Schriften befinden sich noch im Archiv der „Royal society“; die erste hat 
den Titel: „Extraets from M” GrEGoRIES letters“, die zweite hat die Überschrift: 
„To Leisnitz the 14th of June 1676 about M” GREGORIES remains“. Die 
erste Schrift, die CorLLıns am Anfang eines Briefes an DAavıp GREGORY vom 
11. August 1676 unter dem Namen „Historiola‘“ erwähnte, war eine Sammlung 
von Briefen und anderen Papieren, die zweite ein Auszug aus dieser Sammlung. 
Die zweite Schrift ist vermutlich die „Narratio“, von der Corrıns in dem 
soeben zitierten Brief spricht; in einem undatierten Brief von ihm an OLDENx- 
BURG wird diese Schrift teils „Account“, teils , Extracts from Mr. GREGoRY’S 
letters, to be lent Monsieur LEIBNITZ to peruse“ genannt, und NewTon hat 
die Schrift wenigstens zweimal ganz einfach „Extracts of GRrEGoRY’S letters“ 
genannt (siehe Den Briefwechsel von G.W. Lereniz mit Mathematikern, herausgeg. 
von C. I. GERHARDT I, Berlin 1899, $. 288, 293). Es lag also sehr nahe, die 


1) oder dem ihm zugeschickten Briefe? In den beiden Auflagen der Vorlesungen 
steht „aus den (!) ihm zugeschickten Briefe (!)‘. 
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zwei Schriften zu verwechseln, und offenbar haben schon die Herausgeber des 
Commercium epistolicum sich eine solche Verwechselung zu Schulden kommen ge- 
lassen, denn sie übersetzten das Wort „Account“ durch „Historiola“ und fügten 
dem oben zitierten undatierten Brief von Corrıns eine Bemerkung hinzu, die 
als eine Bestätigung der Verwechselung betrachtet werden kann. Auch Herr 
CaANTOR unterscheidet die zwei Schriften nicht, und eben darum wird seine Dar- 
stellung irreleitend. Beachtet man dagegen, daß es zwei von CoLLins an- 
gefertigte Schriften gab, so verschwindet der scheinbare Widerspruch zwischen 
den Behauptungen des Commercium epistolicum und dem Brief von OLDENBURG 
an Leipniz vom 26. Juli 1676. Dieser Brief enthält nämlich eine Abschrift 
der kleineren „Historiola“, während Leısnız die größere „Historiola“, die für 
die „Royal society‘ zusammengestellt wurde, nie zu Gesicht bekam. 
G. ENESTRÔM. 





3:327. Herr Caxror behandelt hier die Frage, ob die sogenannte 
„Historiola“ des J. Corzıns wirklich 1676 an Leisnız abgegangen sei, und 
kommt dabei zu dem Ergebnis, daß dies nicht der Fall gewesen ist. Nun 
wird in der zweiten Auflage des Commercium eypistolicum ausdrücklich gesagt, 
die Übersendung habe 1676 stattgefunden, und diesen Ausspruch erklärt Herr 
Caxror auf folgende Weise: 


Man hatte auf irgend eine Weise Kenntniß davon erhalten, daß am 
26. Juli 1676 ein Brief OLDENBURGS an LEIBNIz abgegangen war. Man 
wünschte nachzuweisen, daß Leısnız damals im Besitze der „Historiola“ 
war. Man behauptete kurzweg, dieselbe habe jenem Briefe beigelegen, 
eine kühne Behauptung, wenn OLDENBURGS Briefentwurf nicht erhalten 
war, eine freche Lüge, wenn solches der Fall gewesen sein sollte. 


Gegen den ersten Punkt dieses Passus habe ich nichts Wesentliches zu be- 
merken; ich mache nur darauf aufmerksam, daß das im Commercium epistoli- 
cum angegebene unrichtige Datum 26. Juni (statt Juli) im 3. Bande ($. 622) 
der Opera omnia von J. Wars!) steht, so daß die Worte: „auf irgend eine 
Weise‘ vielleicht durch eine etwas bestimmtere Angabe ersetzt werden konnten. 
Dagegen kann ich nicht mit dem zweiten Punkte: „Man wünschte nachzu- 
weisen, daß Leısnız damals im Besitze der Historiola war‘ einverstanden sein; 
vielmehr scheint mir lediglich ein Flüchtigkeitsfehler bei der Herausgabe der 
2. Auflage des Commercium epistolicum vorzuliegen, und dieser Fehler war eine 
Folge der Übersetzung des Wortes „Account“ durch „Historiola“ (vgl. oben 
die Bemerkung zu $S. 310—311). In Wirklichkeit bekam ja Leısxız 1676 
einen ausführlichen Auszug aus der „Historiola“, und ich verstehe nicht, warum 
man in England ganz besonders hätte nachweisen wollen, daß Leısnız 1676 
im Besitze dieser Schrift selbst war. Allerdings enthielt die größere „Historiola“ 
den vollständigen Tangentenbrief Newrons, also auch das Beispiel der Tan- 
gentenmethode, und auf Grund dieses Umstandes konnte der Verfasser der 
„Recentio libri“ die boshaften Worte „Methodum ducendi tangentes, quam 
methodum D. LerBnirius differentialem postea vocavit hinzufügen. Aber 
sicherlich legten Newton und seine Anhänger auf diese Worte keinen besonderen 
Wert, denn genau dasselbe Verfahren hatte Suse schon 1673 in den 





1) Auf Grund eines Druckfehlers steht BM 10,, 1909/10, 8. 77, 2. 14: + th Jalii® 
statt „26 Julii“. ehr 
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Philosophical transactions (7, 8. 5143—5147) veröffentlicht und vielleicht 
ließ OLDENBURG eben darum das Beispiel weg. 

Noch weniger kann ich mit dem Schlusse der Canrorschen Erklärung 
einverstanden sein. Gern gebe ich zu, daß man zuweilen geneigt sein kann, 
das Wort „Frechheit“ zu benutzen, z. B. wenn man die zuversichtlich aus- 
gesprochenen Behauptungen und Urteile gewisser gelobter mathematisch- 
historischer Arbeiten liest, aber meiner Ansicht nach ist es besser, das Wort 
nicht anzuwenden. Noch schlechter ist meines Erachtens das Wort „Lüge“, 
wenn es sich um mathematisch-historische Fragen handelt, weil man über- 
haupt nie mit Sicherheit entscheiden kann, wann eine absichtliche Unwahrheit 
vorliegt (vgl. z. B. BM 8,, 1907/8, S. 68—69). Besonders unsympathisch wirkt 
in diesem Falle der Ausdruck „freche Lüge‘ des Herrn CANToR und zwar aus 
zwei verschiedenen Gründen. Einerseits wird nämlich die unrichtige Angabe, 
die Herr Cantor durch diesen Ausdruck charakterisiert, sofort erklärt, wenn 
man sich erinnert, daß es zwei Aktenstücke mit wesentlich demselben Inhalt 
gab (siehe oben). Anderseits hat Herr CAntor selbst eine unrichtige Angabe 
ganz ähnlicher Art gebracht, als er S. 79 behauptet, daß LEIBNIZ gegen 


April 1675 seine Reihe für 7 an OLDENBURG sandte, obgleich es aus dem von 


Herrn Cantor benutzten Aktenstück deutlich hervorgeht, daß Lerısnız darin 
nur versprach, seine Reihe unter einer gewissen Bedingung zu senden (siehe 
BM 10,, 1909/10, S. 70—71). G. ENESTRÖM. 


3:406. Die Angabe (Z. 22—24): „Er (Newrow) gibt zu verstehen, man 
könne Formeln für die Summen höherer Wurzelpotenzen, so für die Summe der 
6. Potenzen, finden, wenn auch ohne dieselben anzugeben“ ist nicht ganz genau. 
In Wirklichkeit gibt Newron ausdrücklich an, wie die Rekursionsformel für 
die Summe der r'®® Potenzen einer Gleichung n'® Grades gebildet werden soll, 
wenn r <n. Er behauptet sogar ausdrücklich, daß diese Rekursionsformel „in 
infinitum“ d.h. auch für r>n» gilt, eine Behauptung, die freilich formell be- 
anstandet werden kann, da man nicht aus seinen Ausführungen deutlich ersieht, 
wie das letzte Glied der Formel für r > n gebildet werden soll. 

u ee G. ENESTROM. 


3:500. Herr Cantor gibt hier den vollständigen Titel von STOCKHAUSENS 
Historischen Anfangsgründen der Mathematik an und charakterisiert die Schrift 
auf folgende Weise: 

Das Büchelchen hat dadurch ein gewisses Interesse, daß in ihm von 
Berühmtheiten des 17. und 18. Jahrhunderts die Rede ist, die heute kein 
Mensch mehr kennt, während wirklich hervorragende Mathematiker nur 
ganz obenhin genannt werden. Eine gelungene Verwechslung ist die des 
JoHN Newron, des Verfassers der 1658 gedruckten Trigonometria Bri- 
tannica, mit Isaac Newron. Da des Letzteren Geburtsjahr 1642 ausdrück- 
lich angegeben ist, so meinte STOCKHAUSEN offenbar, NewTon habe jene 
Trigonometrie mit 16 Jahren veröffentlicht. 

In betreff dieser Charakteristik ist folgendes zu bemerken. 

I. Die Benennung „Büchelchen‘“ ist kaum angebracht, denn die Schrift 
enthält (40) + 442 + (46) — 528 Druckseiten, und das Format (etwa das der 
Hurerreschen Euxrip-Ausgabe) ist nicht für ihre Zeit ungewöhnlich klein. 
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II. Es ist richtig, daß einige hervorragende Mathematiker, besonders aus 
der ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts nicht und andere nur im Vorübergehen 
erwähnt werden, aber dieser Umstand erklärt sich sofort, wenn man bemerkt, daß 
die spezielle Geschichte der reinen Mathematik eigentlich nur die drei Abschnitte: 
Rechenkunst, Geometrie, Trigonometrie umfaßt, wozu am Ende des Buches 
(nach der Baukunst!) ein kurzer Abschnitt über die Geschichte der Algebra 
hinzugefügt ist. Man könnte also sagen, daß STOCKHAUSEN, abgesehen von den 
acht Seiten 435 — 442, die sich auf die analytische Geometrie und die höhere Ana- 
lysis beziehen, nur die Geschichte der elementaren reinen Mathematik behandelt. 

Ill. Es ist richtig, daß STocKHAUSEN in den Abschnitten über die Ge- 
schichte der reinen Mathematik viele Personen nennt, die man nicht in den 
Cantorschen Vorlesungen wiederfindet, und daß er sehr oft das Wort „be- 
rühmt‘“ anwendet. Allein bei ihm hat dies Wort offenbar die Bedeutung ,,be- 
kannt“, und als bekannt betrachtet er vorzugsweise Personen, die Lehrbücher 
oder zusammenfassende Arbeiten der Mathematik herausgegeben haben. Neben- 
bei bemerke ich, daß STOCKHAUSEN mit besonderer Vorliebe Lehrer der Mathe- 
matik erwähnt. Beispielsweise beginnt STOCKHAUSEN einen langen Absatz 
(S. 58— 64) auf folgende Weise: „Auf Teutschen Universitäten, Academien 
und Gymnasien sind übrigens noch in den neuesten Zeiten als öffentliche Lehrer 
der Mathematik bekannt worden, folgende Herren“, und was danach folgt, kann 
gewissermaßen als ein Adreßbuch der damaligen deutschen Mathematiklehrer 
betrachtet werden. 

IV. Da Herr Cantor die Verwechslung des Joun NEWTON mit Isaac 
NEwToN ironisch „gelungen“ nennt, so kann bemerkt werden, daß sogar 
bei LEIBNIZ wenigstens einmal dieselbe Verwechslung vorkommt (siehe 
Mathematische Schriften, herausgegeben von C. I. Gerxarpr 7, Halle 1863, 
S. 214 Z. 29—31: „sed longius rem provexit JOHANNES (!) Neuronus Anglus, 
praestantissimi ingenii Mathematicus, qui ex quacunque aequatione radicem 
extrabit ope seriei infinitae“). 

V. Es ist mir unverständlich, wie Herr CAntor im Jahre 1901 die letzten 
Zeilen seines von mir zitierten Passus zum Abdruck bringen konnte. Bekannt- 
lich hatte Herr Cantor sowohl in der 1. (8. 112) wie in der 2. (8. 123—124) 
Auflage des zweiten Bandes der Vorlesungen angegeben, daß JOHANNES 
DE Muris etwa 1310 geboren war, und daß die Abhandlung Speculum musicae 
aus dem Jahre 1321 stammt, so daß JOHANNES DE Muris eine Schrift mit 
etwa 11 Jahren verfaßt hätte, wenn die beiden Angaben richtig wären; ander- 
seits hatte Herr Cantor im Vorworte (8. IV) der 2. Auflage hervorgehoben, 
daß auf Grund des Datums 1321 der Abhandlung Speculum musicae das Ge- 
burtsjahr 1310 unrichtig sein muß. Herr Cantor hatte also 1901 einen 
rein persönlichen Beleg dafür, daß die zwei bei STOCKHAUSEN vorkommenden 
Jahreszahlen 1642 und 1658 nicht „offenbar“ (!) eine einzige Deutung zulassen. 

VI. Wenn die soeben zitierten Zeilen der Vorlesungen einen Sinn haben, 
so bemängelt Herr CANTOR STOCKHAUSEN, weil dieser nicht sofort beobachtete, 
daß eine im Jahre 1642 geborene Person nicht 1658 die Trigonometria bri- 
tannica veröffentlichen konnte. Aber diese Bemängelung kann selbst bean- 
standet werden. Allerdings ist es nicht gewöhnlich, daß Mathematiker schon 
mit 16 Jahren Schriften veröffentlichen, aber als unmöglich kann es nicht be- 
zeichnet werden. Nach der gewöhnlichsten Angabe war F. W. A. MurHURD 
am 7. Dezember 1779 geboren, und er veröffentlichte 1796 vier verschiedene 
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Abhandlungen. Von Bl. PascaL berichtet Herr Caxror selbst ( Vorlesungen 2°, 
S. 679): „Sicher (I!) ist, daß er im Alter von erst 16 (!!) Jahren ein Werk 
über Kegelschnitte verfaßt hat“, und von A. C. Crarrkaur heißt es (Vor- 
lesungen 3°, 8. 779): „Mit kaum 16 (!!) Jahren reichte CLAIRAUT der Pariser 
Akademie eine große Abhandlung ein.“ 

Aus den oben angeführten Gründen möchte ich empfehlen, den Bericht 
über die Historischen Anfangsgründe der Mathematik auf ganz andere Weise 
zu redigieren. Anderseits erlaube ich mir, darauf hinzuweisen, daß die Notizen, 
die STOCKHAUSEN über seine Zeitgenossen bringt, und die auf Grund des guten 
Namenregisters leicht aufzufinden sind, noch heute nützlich sein können. Bei- 
spielsweise hat SıeasMunDp GÜNTHER kürzlich (Z. Evurers Verdienste um die 
mathematische und physikalische Geographie; Archiv für d. Gesch. d. Natur- 
wiss. 1, 1909, 8.481) den Astronom WınsHEim erwähnt, mit der Bemerkung: 
„Über Wınsueims Persönlichkeit und Leistungen sind wir eine Mitteilung zu 
machen nicht imstande“. Allein wenn GÜNTHER auf den Gedanken gekommen 
wäre, das Register von STOCKHAUSENS Arbeit einzusehen, so würde er sofort 
die Angabe bekommen haben: „ÜHristIan NIcoL. von WINDSHEIM [stand noch 
neuerlich] als dritter [Professor der Astronomie an der Akademie der Wissen- 
schaften in St Petersburg]“, und auf Grund dieser Angabe hätte GÜNTHER 
sehr leicht weitere Aufschlüsse über WınsHeEIim erhalten können. Der wirk- 
liche Fachmann auf dem mathematisch -historischen Forschungsgebiete wird 
darum ganz gewiß nicht versuchen, die StockHAusenschen Notizen über nun- 
mehr wenig bekannte Mathematiker lächerlich zu machen, weder dadurch, daß 
er diese Persönlichkeiten „Berühmtheiten, die heute kein Mensch mehr kennt“, 
nennt, noch auf andere Weise. 

Betrachtet man dagegen STOCKHAUSENS Arbeit als ein Lehrbuch der Ge- 
schichte der Mathematik, so muß zugegeben werden, daß sie nicht zu empfehlen 
ist, auch wenn man von der Behandlung der Geschichte der höheren Mathe- 
matik absieht. Ich habe schon oben im Vorübergehen betont, daß Srocx- 
HAUSEN vorzugsweise Lehrer der Mathematik und Verfasser von mathematischen 
Lehrbüchern erwähnt. Seine Literaturangaben sind darum recht unvollständig, 
und über die Geschichte der mathematischen Theorien gibt er nur wenige 
Aufschlüsse; auch unrichtige Angaben können bei ihm ohne Schwierigkeit nach- 
gewiesen werden. Anderseits hat STOCKHAUSEN in der Vorrede ausdrücklich 
hervorgehoben, daß sein Buch ursprünglich für seinen eigenen Gebrauch be- 
stimmt war, und daß es gedruckt wurde, weil ihm kein bequemes Handbuch 
der Geschichte der Mathematik bekannt war. 

Bevor ich diese kleine Ehrenrettung SrocKHAUSENS schließe, erlaube ich 
mir, aus seiner Arbeit eine Stelle (S. 6—7) zum Abdruck zu bringen, an 
welcher von dem Nutzen des Studiums der Geschichte der Mathematik ge- 
sprochen wird, und welche Stelle meines Erachtens noch heute gelesen zu 
werden verdient. 

Die Frage, ob die Historie von der Mathematik einem, der diese 
Wissenschaft zu erlernen bemühet ist, nöthig und nützlich sey? möchte 
mancher mit Nein beantworten, und das vielleicht nur aus diesen Schein- 
gründen: Weil 1. einer ein guter Mathematicus seyn könnte, ohne die 
Historie seiner Wissenschaft zu wissen. 2. Weil die Gelehrten sich um 
keine Art der Historie weniger bekümmert hätten, als um diejenige, 
welche die Schicksale der Mathematik erzählet, und 3. weil auch in den 
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mathematischen Vorlesungen wenig oder nichts von dieser Historie ge- 
dacht würde, daher dieselbe so nöthig und nützlich nicht seyn müste. 
Ich gebe alles dieses gerne zu: nur die Folgerung leugne ich. Es ist 
wahr, es kann einer eine gründliche Erkenntniß in der Mathematik er- 
lernen, ohne viel von der Historie derselben zu wissen: allein würde es 
nicht besser seyn, wenn sich diese bey jener finde? Würde man nicht 
viele Lehrsätze deutlicher erklären können, wenn man zugleich ihren 
Ursprung oder die Umstände ihrer Erfindung wüßte? Würde dieses 
nicht die schönste Gelegenheit zu vielen neuen Erfindungen geben? Und 
würde nicht wenigstens mancher viel leichter und geschwinder zu einer 
gründlichen Erkenntniß dieser schönen Wissenschaft gekommen seyn, 
wenn er sich besser mit der Geschichte derselben bekannt gemacht, und 
also die diensamste Bücher derselben zu erwählen gewußt hätte? Es 
ist ferner auch wahr, daß keine Historie so schlecht ausgearbeitet, als 
die von der Mathematik... So fehlet es ja auch gewiß nicht an 
solchen Mathematicis, welche den Nutzen von der Historie der Mathe- 
matik öffentlich in ihren Schriften angepriesen ... Der dritte Einwurf 
hat fast gar keiner Widerlegung nöthig. Denn wie könnte es wohl mög- 
lich seyn, so viele Disciplinen in einem Jahre zu erklären, wie gewöhn- 
lich, und auch zugleich von allen und jeden eine Historie zu geben? 


G. ENESTRÖM. 





3:550. Der Passus (Z. 20—22): „EuLer mußte froh sein, als Schiffs- 
lieutenant in der russischen Flotte Verwendung zu finden“, soll gestrichen 
werden, weil die Angabe nur eine Phantasie des Herrn CanToR ist; freilich ist 
es in diesem Falle leicht, zu finden, wie die Phantasie entstand. In seinem 
Eloge de L£onarn Evrer (St. Petersbourg 1783, 8. 12) berichtet nämlich 
N. Fuss, daß sich Eurer nach dem Tode der Kaiserin CATHARINA IL. ent- 
schloß, Dienste bei der Flotte zu nehmen, und daß ihm der Admiral SIEVERS 
eine Leutnantsstelle anbot. Nun bin ich persönlich überzeugt, daß dieser 
Bericht von N. Fuss ungenau ist, denn weder in den Briefen EULERS aus der 
Zeit 1728—1750, noch in den Akten der Petersburger Akademie habe ich 
die leiseste Andeutung von dem fraglichen Beschlusse EuLERS auffinden können, 
und wenn es sich um solche Umstände handelt, die N. Fuss nur vom Hören- 
sagen haben konnte, ist sein Æloge gar keine zuverlässige Quelle. Anderseits 
ist diese Frage von untergeordneter Bedeutung, denn N. Fuss fügt selbst hinzu, 
daß sich die Umstände glücklicherweise zum Vorteil der Akademie änderten, 
so daß Eurxr die Stelle eines Professors der Naturlehre erhielt. Darum sagt 
z. B. R. Wozr, der gewissenhaft die Angaben von N. Fuss wiedergegeben hat, 
daß EuLER im Begriffe war, das Anerbieten des Admirals SIEVERS an- 
zunehmen, als sich die Verhältnisse änderten (Biographien zur Kulturgeschichte 
der Schweiz 4, Zürich 1862, 8. 92). Die angebliche Verwendung EuLers als 
Schiffsleutnant ist, wie gesagt, eine Phantasie des Herrn Canror, die wohl 
zum erstenmal 1877 im 6. Bande der Allgemeinen deutschen Biographie in die 
Öffentlichkeit drang und später von anderen Verfassern (siehe z. B. M. Rünr- 
MANN, Vorträge über Geschichte der technischen Mechanik, Leipzig 1885, S. 181) 
als eine Tatsache betrachtet worden ist. G. ENESTROM. 
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3:587. In dem Berichte über den p’ALemgertschen Beweis des Funda- 
mentaltheorems der Algebra kommt folgender Passus vor: 
Ein imaginärer Wert für x eingesetzt wird x” + aa” 1 + bam—? + .. 
+ fx mit einem bald reellen, bald complexen, jedenfalls von À verschiedenen 
Werte hervortreten lassen. 


Nun ist freilich die Darstellung D’ALEMBERTsS an vielen Stellen nichts weniger 
als deutlich, aber dennoch sind die Worte: „bald reellen, bald complexen‘ sehr 
auffällig. D’ALEMBERT setzt 2" + aa 1 + bym—2L.. + fx = y, also ist y 
die Gleichungskonstante mit verändertem Zeichen, und diese ist nach der Voraus- 
setzung immer eine reelle Größe. Bei D’ALEmBERT steht (S. 189) „a tous les 
points A, C, D, &c. on élève des lignes, réelles ou imaginaires, qui représentent 
les quantités réelles ou imaginaires dont la substitution à la place de x 
fait evanouir tous les termes du multinomie“, und vermutlich beruhen die oben 
beanstandeten Worte des Herrn CAnTtoR auf einem sonderbaren Mißverständnis 
dieser Stelle bei D’ALEMBERT. Beiläufig bemerke ich, daß der von Herrn 
Caxror selbst herrührende Zusatz: „jedenfalls von A verschiedenen“ offenbar 
eine Unrichtigkeit enthält, was schon aus dem einfachen Beispiel 4° — x’ + x =, 
h = 1 hervorgeht: Hier ist nämlich À = 1 — 1 + 1 — 1, und wenn man 





für x den imaginären Wert Y — 1 einsetzt, bekommt man für y den Wert 
— Ve LUE VE A1 also genau denselben Wert wie früher. 


Abgesehen von den oben bemerkten Fehlern kann man gegen den 
Caxrorschen Bericht die Ausstellung machen, daß gerade der wichtigste Punkt 
des D’ALEMBERTSchen Beweises stillschweigend übergangen wird. Einen sehr 
guten Bericht hat bekanntlich LAGRANGE in seiner Abhandlung Sur la forme 
des racines imaginaires des équations (Nouv. mem. de l’acad.d.sc. de Berlin 
1772, gedruckt 1774, 8. 222—258) gebracht. G. ENESTRÔM. 








3:590— 591. Der Cantorsche Bericht über das Verfahren MACLAURINS, 
um Wurzeln aus selbst mit Irrationalitäten behafteten Binomien auszuziehen, 
gibt zu verschiedenen Bemerkungen Anlaß. Erstens ist es ein wenig auffällig, 
daß Herr CanTor hier das Verfahren so ausführlich behandelt, während er 
S. 399 stillschweigend übergeht, daß dasselbe Verfahren für beliebige 
Wurzelexponenten schon in der Arithmetica wuniversalis NEWTONS vorkommt 
(vgl. BM 10,, 1909/10, $. 78). In Wirklichkeit stimmt das Verfahren wesent- 
lich mit dem überein, das Descartes schon 1640 durch J. von WAESSENAER 
veröffentlichte (vgl. BM 10,, 1909/10, S. 63— 64) und der Bericht kommt 
also in den Vorlesungen eigentlich ein ganzes Jahrhundert zu spät. 

Aber noch auffälliger ist, daß Herr CAnTor einen so ausführlichen Be- 
richt gebracht hat, ohne zu untersuchen, ob derselbe verständlich sei oder 
nicht. Daß nicht alles in Ordnung ist, wird ein Mathematiker schon aus dem 
Passus (8. 590 Z. 36—S. 591 Z. 1); „und 2x = r + = ein Wert, den man 
| FM del 
zu berechnen imstande ist und der 2{ genannt wird, so daß x ==, 
in Verdacht haben, denn warum sollte MAcLAURIN für die Größe x ein neues 


Zeichen { einführen? Allein sobald man die Schlußformel VA +B=t+ Ve—n 
gesehen hat, weiß man mit Sicherheit, daß der Bericht einen wesentlichen 
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r ee 
Fehler enthalten muß, denn teils ist Lies im allgemeinen keine ganze 


Zahl, wenn A? und B? ganze Zahlen sind, teils kann die Schlußformel im 
allgemeinen kein exaktes Resultat geben, weil sie implizit den angenäherten 
Wert r enthält. In Wirklichkeit bekommt man ja durch Einsetzen des Wertes 
von { in die Schlußformel 








VA+B= "+ 


also VA+B =r, d.h. eben den angenäherten Wert, von dem man aus- 
ging. Der Fehler des Canrorschen Berichtes besteht natürlich darin, 


n 


daß bei MacrauiN { nicht gleich —.— ist, sondern die ganze Zahl bedeutet, 


n 


: 
die der Zahl —— am nächsten ist, und dadurch wird die Canrorsche Herleitung 


der Schlußformel fehlerhaft. Beiläufig bemerke ich, daß bei MACLAURIN 7 eine 
ganze Zahl ist, und daß der Canrorsche Bericht, auch abgesehen von dem 
wesentlichen Fehler, keineswegs einwandfrei ist. Beispielsweise sagt Herr CANToRr: 
„Ist A oder B imaginär, so verweist MacLauriN auf De Moivre“. Allein in 
Wirklichkeit widmet MacLaurın den Binomien der Form À + By-—-1 vier 
Druckseiten; erst am Ende seiner Behandlung dieses Falles verweist er auf 
DE Moivre, und zwar auf einen in den Vorlesungen nicht erwähnten Anhang 
zur Algebra SAUNDERSONS sowie auf einen Artikel in den Philosophical 
transactions 40, 1738, S. 463— 478. CR rerR OM 





3:894. In meiner früheren Bemerkung (BM 9,, 1908/9, $. 349) soll 
Z. 4 v.u. „im April 1740“ statt „etwa 1741“ gesetzt werden (siehe BM 10,, 
1909/10, S. 276 die Bemerkung zu 3:688). Ferner soll Z. 6—14 v. u. 
statt: „und nach P. H. Fuss ... verfaßt wurde“ gesetzt werden: 


„und nach den Protokollen wurde diese Abhandlung am 30. März 1739 
der Petersburger Akademie vorgelegt“. G. ENESTROM. 


+ 


3: 894. Hier könnte bemerkt werden, daß Dantez BERNOULEI schon im 
April 1740 die unvollständige lineare Differentialgleichung nt° Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten integriert hatte (siehe Excerpta ex litteris a D. BErxovrıı 
ad L. Evrzr; Comment. acad. sc. Petrop. 13 [1741/3], 1751, S. 11—14). 
Allerdings wurde BERNOULLI von EULER angeregt, sich mit diesem Gegenstand 
zu beschäftigen, und Eurer hatte ihm brieflich das Resultat für » = 4 mit- 
geteilt; dann entdeckte BERNOULLI selbst die allgemeine Methode, auch für den 
Fall, daß die Hilfsgleichung mehrere gleiche Wurzeln enthält. 

Am Ende der Seite sollten die Worte: „von dem 1743 gezeigten Wege“ 
modifiziert werden. In Wirklichkeit bezieht sich der Nachweis bei EULER nur 
auf den Versuch, das Integral einer Differentialgleichung dritter Ordnung durch 
drei sukzessive Integrationen zu bestimmen. Aber bekanntlich hatte 
D’ALEMBERT in seiner Abhandlung Suite des recherches sur le calcul integral 
(Mém. de l’acad. d. sc. de Berlin 4 (1748), 1750, 8. 289) ein besonderes 
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Verfahren angegeben, um eine lineare Differentialgleichung n' Ordnung zu inte- 
grieren, und bei diesem Verfahren weicht man tatsächlich „von dem 1743 ge- 
zeigten Wege“ ab. Nun wurde nach den Protokollen die Methodus aequationes 
differentiales altiorum graduum integrandi ulterius promota Eurers am 21. Sep- 
tember 1750 der Petersburger Akademie vorgelegt, also höchstwahrscheinlich 
nach dem Erscheinen der Abhandlung von D’ALEMBERT. Durch den CANToR- 
schen Ausspruch muß man also versucht werden anzunehmen, daß EuLer auch 
in betreff des Verfahrens D’ALEMBERTS „fast unüberwindliche Rechnungs- 
schwierigkeiten‘“ nachgewiesen habe; in Wahrheit wird bei EuLER auch nicht 
angedeutet, daß der 1743 gezeigte Weg der einzige sei, der zum Ziele führe. 


G. ENESTRÖM. 
ET 


Anfragen. 


148. Sätze über ebene gemischtlinige Figuren im Mittelalter. Be- 
kanntlich beschäftigt sich EuKLiDEs in den Ælementa nur ausnahmsweise mit 
ebenen gemischtlinigen Winkeln oder Figuren. Von gemischtlinigen Winkeln 
behandelt er im Vorübergehen (III: 16, 31) den Kontingenzwinkel sowie die 
Winkel der Kreissegmente, von gemischtlinigen Figuren die Kreissegmente und 
die Kreissektoren. Dagegen scheinen die gemischtlinigen Figuren in den vor- 
euklidischen Lehrbüchern eine bedeutendere Rolle gespielt zu haben (siehe J. L. 
HEIBERG, Mathematisches zu ARISTOTELES; Abhandl. zur Gesch. d. mathem. 
Wiss. 18, 1904, $. 25—26), und auch im Mittelalter kommen Sätze über 
Figuren dieser Art vor, die nicht von EukLipes behandelt worden sind. Ein 
solcher Satz findet sich am Ende des 3. Buches der JorDAnı NEMORARII Geo- 
metria vel de triangulis libri IV (siehe die Ausgabe von M. Currze, Thorn 
1887, 8. 27—28), und die fraglichen Figuren werden auf folgende Weise ge- 
bildet. Sei ABC ein beliebiges ebenes geradliniges Dreieck, so verlängert 
man die Seite AB von A aus und konstruiert einen Kreis, der die Seite AC 
und die Verlängerung von BA bzw. in D und E berührt. Dann ist die 
Figur EDCB von drei Geraden und einem Kreisbogen gebildet; von den vier 
Winkeln der Figur sind zwei geradlinig, der dritte ist ein Kontingenzwinkel 
und der vierte 180° größer als der Kontingenzwinkel. Jorpanus konstruiert 
eine Reihe solcher Figuren und weist auf Grund der Konstruktion nach, daß 
jede Figur kleiner als die vorhergehende ist. 

Es wäre von Interesse ausfindig zu machen, ob ähnliche Figuren von 
anderen Mathematikern vor Jorpanus behandelt worden sind. | 

G. ENESTRÖM. 
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Le opere di Galileo Galilei. Edizione nazionale sotto gli auspicii di sua 
maesta il re d'Italia. Volume XX ed ultimo. Firenze, Barbera 1909. 
589 + (1)S. 4°. 

Vor 22 Jahren berichtete ich in dieser Zeitschrift (2,, 1888, S. 90) über 
den Plan der von Herrn A. Favaro in Angriff genommenen neuen Auflage der 
sämtlichen Werke GariLgis, und vier Jahre später gab ich (a. a. O. 6,, 1892, 
S. 26— 27) über die zwei ersten Bände dieser Auflage Auskunft. Seitdem 
sind, wie die Abteilung: „Neuerschienene Schriften“ der Bibliotheca Mathe- 
matica zeigt, neue Bände regelmäßig erschienen, und im Jahre 1909 wurde 
das Unternehmen von Herrn Favaro durch die Herausgabe des 20. Bandes 
abgeschlossen. 

Dieser Band ist im wesentlichen ein Registerband. Nach einem Bericht 
(S. 9—15) über die Grundsätze, die bei der Bearbeitung der Register befolgt 
wurden, bringt Herr Favaro: 1. „Indice dei volumi“ (8. 17—46), 2. „Indice 
dei facsimili“ (S. 47—53), 3. „Indice dei nomi e delle cose notabili“ (S. 55 
— 357), 4. „Indice biografico“ (S. 359—561). Dann folgen (S. 563 — 589) 
einige kürzere Nachträge zum Briefwechsel und zu den „Documenti“ des 
19. Bandes der Werke. 

Das größte Interesse bietet natürlich das zweite Register dar, das ein 
Namen- und Sachregister ist und etwa 300 zweispaltige Quartseiten umfaßt. 
Die 19 früheren Bände der „edizione nazionale“ bringen den Forschern, die 
quellenmäßige Auskunft über das Leben und die wissenschaftliche Wirksamkeit 
GALILEIS suchen, eine sehr vollständige und zuverlässige Sammlung von Akten- 
_stücken, und von diesem Gesichtspunkte aus kann die Auflage als muster- 
gültig bezeichnet werden. Anderseits hat Herr Favaro bei der Herausgabe 
dieser Bände nur ausnahmsweise etwas getan, um den Bearbeitern der Ge- 
schichte eines besonderen Gebietes der reinen oder angewandten Mathematik 
zu ermöglichen, sich über die etwaige Tätigkeit GALILEIS auf diesem Gebiete 
leichte Auskunft zu verschaffen. Wenn man 7. B. zu wissen wünschte, ob und 
auf welche Weise GALILEI die Streitfrage über den Kontingenzwinkel behandelt 
hat, und wenn man nicht anderwärts etwas von dieser Sache erfahren hätte, 
so müßte man alle Abhandlungen und Briefe GALILEIS, die möglicherweise in 
Betracht kommen könnten, Seite für Seite durchsehen; die einzelnen Bände 
enthalten nämlich keine Sachregister, aus denen man entnehmen kann, welche 
Gegenstände darin behandelt worden sind. Durch den „Indice dei nomi e delle 
cose notabili“ beabsichtigt Herr Favaro diesem Mangel abzuhelfen, und in 
Wirklichkeit bekommt man dadurch in gewissen Fällen die gewünschten Auf- 
schlüsse; beispielsweise gibt es S. 66 ein Schlagwort „Angolo del contatto“, 
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das auf den bekannten Brief GALILEIs an G. C. Grorıosı vom 30. Oktober 
1635 verweist. Untersucht man indessen genauer das Register des Herrn 
FAvaro, so dürfte man bald finden, daß er bei der Bearbeitung desselben 
nicht vorzugsweise auf die wissenschaftliche Wirksamkeit GALILEIS Bezug 
genommen hat, sondern in erster Linie das Studium des Menschen GALILEO 
GALILEI und seiner Beziehungen zu den Zeitgenossen erleichtern wollte. Diesen 
Umstand hat Herr FAvAro selbst durch den Titel des Registers angedeutet, 
und in der Tat ist der „Indice dei nomi der wichtigste Bestandteil desselben. 
Um nur einen einzigen Beleg hierfür zu geben, bemerke ich, daß das Schlag- 
wort: „ÜAVALIERI, BONAVENTURA" mehr als sechs Spalten in Anspruch nimmt, 
und daß die Angaben, die gebracht werden, zum größten Teil die rein per- 
sönlichen Beziehungen zwischen den zwei Gelehrten betreffen. Dagegen habe 
ich durch Stichproben gefunden, daß es oft sehr schwierig oder sogar unmög- 
lich ist, vermittels des Registers die Stellen aufzufinden, wo sich GALILEI über 
gewisse spezielle Gegenstände geäußert hat Beispielsweise hat GALILEI am An- 
fange der „Giornata prima“ des Dialogo sopra à due massimi sistemi del mondo 
den Satz ausgesprochen, daß es nur drei Gerade geben kann, die in einem 
Punkte zusammentreffen, und so beschaffen sind, daß jede derselben auf den 
zwei anderen senkrecht steht. Will man nun das Register benutzen, um die 
betreffende Stelle (S. 38 des 7. Bandes der „edizione nazionale“) wieder- 
zufinden, so sucht man wohl erst das Schlagwort „Geometria“ auf, aber dort 
(S. 200) handelt es sich nur um Geometrie im allgemeinen, und Verweise auf 
die speziellen geometrischen Schlagwörter fehlen leider vollständig. Man muß 
also selbst die passenden Schlagwörter aussinnen, und kommt wohl dabei in 
erster Linie auf „Angolo“ (8. 66), „Linea“ (8. 230) und „Punto“ (8. 298) zu 
denken, aber keines dieser Schlagwörter bringt die gewünschte Auskunft. Da- 
gegen wird unter „Dimensioni dei corpi“ auf S. 34 des 7. Bandes verwiesen, 
und dadurch könnte man vielleicht zuletzt auf die Seite 38 desselben Bandes 
geführt werden. Durchaus erfolglos ist indessen mein Versuch gewesen, auf 
Grund des Registers die Stelle zu finden, wo GALILEI „das rechtwinklige 
Achsenkreuz zur Festlegung der Punkte im Raume benutzte“ (siehe E. Pascar, 
Repertorium der höheren Mathematik IL :1, zweite Auflage, Leipzig 1910, S. 86); 
vermutlich bezieht sich diese Angabe auf eine Stelle der Seite 37 des 7. Bandes, 
die gewissermaßen vom rechtwinkligen Achsenkreuz im Raume handelt. 

Nun kann ja Herr FAVARO einwerfen, daß er nur ein Register der „cose 
notabili“ versprochen hat, und daß die von mir erwähnten Sachen nicht 
besonders wichtig sind. Natürlich ist dieser Einwurf nicht unbegründet, aber 
für die mathematisch-historische Forschung wäre es zu wünschen, daß man 
bei der Herausgabe der sämtlichen Werke älterer Mathematiker möglichst voll- 
ständige Sachregister hinzufügte, wie es z. B. die Herausgeber der Oeuvres 
complètes de CHRISTIAAN HUYGENS getan haben. 

Das vierte Register des Herrn Favaro hat den Zweck, biographische 
Notizen über die Personen zu bringen, die in den 19 früheren Bänden er- 
wähnt worden sind, und ist also ein Ersatz für die Fußnoten biographischen 
Inhalts, die man gewöhnlich in den Ausgaben der Werke älterer Mathematiker 
findet. Ohne Zweifel kann es angebracht sein, solche biographische Angaben 
zu einem besonderen Verzeichnis zu vereinigen, wenn es sich um Persönlich- 
keiten handelt, die einen gewissen Einfluß auf das Leben und Wirken GALILEIS 
geübt haben. Auf der anderen Seite sind natürlich in der Auflage des Herrn 
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Favaro viele Männer erwähnt, die eigentlich gar nichts mit GALILEI zu tun 
gehabt haben, und es hat keinen Sinn, alle diese in die biographische Liste 
aufzunehmen. Herr FAavaro ist auch derselben Ansicht gewesen, und er hat 
sich darum auf die Zeitgenossen GALILEIS beschränkt. Selbstverständlich kann 
man darüber streiten, ob diese Art und Weise, die Grenzen der Personenliste 
zu bestimmen, die zweckmäßigste gewesen ist; Herr Favaro betont ausdrück- 
lich, daß er früher an andere Lösungen der schwierigen Frage gedacht hatte. 
Seine größte Bedeutung bekommt jedenfalls das vierte Register durch die An- 
gaben über die Männer, die direkt oder indirekt mit GaLiLer in Beziehung 
gestanden haben, und von diesen Angaben sind sehr viele aus ungedruckten 
Quellen entnommen. Leider ist es zuweilen unmöglich gewesen, genauere bio- 
graphische Notizen über Persönlichkeiten zu bekommen, die in der Lebens- 
geschichte GALILEIS eine wichtigere Rolle gespielt haben, so z. B. hat Herr 
Favaro fast gar nichts über die Lebensumstände JoHANN EITEL ZUGMESSERS 
ermitteln können; allerdings hat er endgültig festgestellt, daß ZuGMEsser aus 
Speier („Spirensis“) und nicht aus Steiermark („Styrensis“, vgl. Kerıerr Opera 
omnia, ed. C#. Frisch 2, Frankfurt 1859, S. 573) stammte. 

In betreff der biographischen Notizen über Personen, die eigentlich 
nichts mit GALILEI zu tun gehabt haben, erlaube ich mir zu bemerken, daß 
es meines Erachtens angebracht gewesen wäre, diese Notizen abzukürzen. 
Dadurch hätte man auch vermieden, durchaus unnötigerweise ungenaue oder 
irreleitende Angaben zu bringen, z. B. in betreff des DeszAune ($. 387), dem 
„aleuni studi sulla costruzione (!) delle equazioni“ zugewiesen werden; be- 
kanntlich lautet der Titel der fraglichen Schrift: De aequationum natura, con- 
stitutione (!), et limitibus, und sie enthält gar nichts über Konstruktion von 
Gleichungen im gewöhnlichen Sinne dieses Ausdruckes. Zu einer ähnlichen 
Bemerkung gibt die Angabe (8. 557) Anlaß, daß in dem Hemisphaerium 
dissectum (1648) von R. Wire „tentativi di integrazioni“ vorkommen. 

Bevor ich diese kurze Besprechung des Registerbandes der neuen GALILEI- 
Ausgabe schließe, kann ich nicht umhin, Herrn Favaro zu beglückwünschen, 
daß sein großzügig geplantes Unternehmen, das seit Jahrzehnten seine Zeit 
und seine Arbeitskraft in Anspruch genommen hat, jetzt zu einem guten Ende 
gebracht worden ist. Die 20 Bände sind für die Personengeschichte eine 
Fundgrube von wertvollen Notizen; auch die Geschichte der mathematischen 
Wissenschaften wird von dem darin enthaltenen Material großen Nutzen ziehen. 


Stockholm. | G. ENESTROM. 
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Das Zeichen * bedeutet, daß die betreffende Schrift der Redaktion nicht vorgelegen hat. 


Autoren - Register. 

Ahrens, 11. Decourdemanche, 9. Kaye, 17, 18. Smith, 6. 
Andre, 42, Dingeldey, H., 43. Klein, 29. Stadler, 1. 
Appell, 39. Evestrôm, 2, 28, 33. Kluyver, 4. Strunz, 16. 
Auerbach, 10. Favaro, 22 — 24. Lebon, 35. Sudhoff, 1. 
Berberich, 36, 41. Galilei, 23. Liebmann, 8. Trueblood, Mary, 21. 
Björnbo, 19. Gauss, 30, linda: Vacca, 13. 
Bonola, 8 Gram, 26. Lindstedt, 38. Voss, 12. : 
Bricard, 39. Gray, 27. Loria, 3, 41. Vries, 4. 
Bryk, 31. Hartmann, 15. Manville, 34. Wiedemann, 20. 
Buchka, 1. Hasselberg, 37. Miller, 32. Wieleitner, 44. 
Cajori, 25. Heiberg, 14. Olbers, 30, 
Cantor, 5. Ibn al Haitam, 20. Schilling, 30. 
Cardinaal, 4. Kapteyn, 4. Schoute, 4. 

a) Zeitschriften. Allgemeines. Bonola, R., Die nichteuklidische Geometrie. Histo- 
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Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
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Revue semestrielle des publications mathé- 
matiques, rédigée sous les auspices de 
la société mathématique d'Amsterdam 
par H. pe Vrıes, J. Carpinaaz, J. C. 
Kiuyver, W. Kapreyx, P. H. Scaoure. 
Amsterdam. 8°. [4 
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Cantor, M., Vorlesungen über Geschichte der 
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Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, 348—349. (G. Enk- 
STRÖM.) [5 
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Lind, B., Über das letzte Fermatsche Theorem 
(1910). [Rezension:] Bullet. d. sc. mathém. 34,, 
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risch-kritische Darstellung. Deutsche Ausgabe 
von H. l.1IEBMANN (1908). [Rezension :] Monatsh. für 
Mathem. 21, 1910; Lit.-Ber.41—42. (H. Hann.) [8 


Decourdemanche, J. A., Traité pratique des poids 
et mesures des peuples anciens et des Arabes 
(1909). [Rezension:] Bullet. d. sc. mathém. 34,, 
1910, 122—123. (J. T.) [9 


*Auerbach, Felix, Geschichtstafeln der 

Physik. Leipzig, Barth 1910. [10 

8°, 150 $. — [4 Mk.] — [Rezension:] Naturwiss. 
Rundschau 25, 1910, 411. (MEITNER.) 


Ahrens, W., Mathematische Unterhaltungen und 
Spiele Zweite Auflage. I (1910). [Rezension:] 
Naturwiss. Rundschau 25, 1910, 501. (MEITNER.) [11 


Voss, A., Über das Wesen der Mathematik (1908). 
[Rezension:] Monatsh. für Mathem. 21, 1910; Lit.- 
Ber. 40— 41. (H. HAHN.) [12 


b) Geschichte des Altertums. 


Vacca, &., Sulla storia del principio 
d’induzione completa. [13 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 12, 1910, 33—35. 


— Der Ver'asser ist der Ansicht, daß schon 
EukLibes das fragliche Prinzip benutzt hat. 


Heiberg, J. L., Aeuzegaı poovrides (1909). [Rezen- 
sion:] Bullet. d. sc. mathém. 34,, 1910, 180. [14 


Hartmann, N., Des Proklus Diadochus philoso- 
phische Anfangsgründe der Mathematik (1909). 
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Wissenschaftliche Chronik. 


Ernennungen. 


— Privatdozent K. BÄpecker in Jena zum 
Professor der Physik an der Universität 
daselbst. 

— „Instructor“ R. Pr. Baker in Iowa zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität daselbst. 

— Professor O. Borza zum Honorarpro- 
fessor der Mathematik an der Universität 
in Freiburg i. Br. 

— Professor H. L. Bronson an der „Mc 
Gill university“ zum Professor der Physik 
an der „Dalhousie university‘ in Halifax. 

— Dozent S. Carrus in Besançon zum 
Professor der höheren Analysis an der 
Universität daselbst. 

— „Instructor“ G.R. CLements am „Wil- 
liams college“ zum Professor der Mathe- 
matik an der Universität von North Caro- 
lina. 

— Professor F: W. Dyson in Edinburg 
zum „Astronomer-hoyal‘. 

— Privatdozent V. W. Exman in Lund 
zum Professor der Mechanik und mathe- 
matischen Physik an der Universität da- 
selbst. 

— Dr. A. Eucn in Basel zum Professor 
der Mathematik an der Universität von 
Illinois in Urbana. 

— Professor W. M. Kurra in Jena zum 
Professor der Mathematik an der Tech- 
nischen Hochschule in Aachen. 

— Privatdozent M. Nägauer in München 
zum Professor der Geodäsie an der Tech- 
nischen Hochschule daselbst. 

— Dr. V.N. Rosevare zum Professor der 
Mathematik an der neu eröffneten Uni- 
versität in Natal. 

— Professor J. B. Suaw in Decatur, Ill, 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität von Illinois in Urbana. 

— Privatdozent A. Szarvassı in Brünn 
zum Professor der Physik an der deutschen 
Technischen Hochschule daselbst. 


Todesfälle. 


— CHArtes Barton Hırı, früher Astro- 
nom am „Lick observatory“, gestorben 
in San Francisco den 25. August 1910, 
47 Jahre alt. 

— Maurice Lévy, Professor der Mathe- 
matik und Mechanik am „College de 
France“, geboren zu Ribeauville (Elsaß) 
den 28. Februar 1838, gestorben in Paris 
den 30. September 1910. 

— Jacos Lürorx, Professor der Mathe- 
matik an der Universität in Freiburg i.Br., 
geboren in Mannheim den 18. Februar : 
1844, gestorben in München den 14. Sep- 
tember 1910. 

— Eus&ne Roucné, Professor der Mathe- 
matik am „Conservatoire des arts et 
métiers“ in Paris, geboren in Sommières 
(Gard) den 18. August 1832, gestorben zu 
Lunel den 19. August 1910. 

— THorvaro Nicocar Trıete, früher Pro- 
fessor der Astronomie an der Universität 
in Kopenhagen, geboren in Kopenhagen 
den 24. Dezember 1838, gestorben daselbst 
den 26. September 1910. 

— Wıruerm Tomé, Professor der Mathe- 
matik an der Universität in Greifswald, 
geboren zu Dollendorf b. Bonn den 13. März 
1841, gestorben in Köln den 1. Oktober 1910. 
— Paire Wemnkister, Professor der . 
Mathematik an der Forstakademie in Tha- 
randt, geborenin Kasselden 27.August1848, 
gestorben in Tharandt den 27. August 1910. 


— Temisrocze Zona, Direktor der Stern- ‘! 


warte in Palermo, geboren in Porto Tolle 
(Rovigo) den 7. Mai 1848, gestorben in 
Palermo den 2. Mai 1910. 


Vorlesungen über Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften. 


— An der Universität von Illinois in 
Urbana hat Professor G. A. Mırrer im 
Sommer 1910 fünf Vorlesungen über die 
historische Entwicklung der Mathematik 
gehalten. 
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Sopra una relazione che passa fra due antiche 
soluzioni del problema di Delo. 


Di Gino LoRIA a Genova 


Fra 1 vari metodi che gli antichi concepirono per inserire fra due 
segmenti rettilinei due medie proporzionali, ve ne sono due che, almeno 
nella forma sotto cui ci vennero tramandati, per condurre allo scopo esigono 
si proceda per tentativi; uno & da Eurocro attribuito a Prarone!), mentre 
all’ altro viene dallo stesso commentatore collegato il nome di AroLLoxıo 
Pergeo?), quantunque lo si ritrovi in un’ opera di Eroxe Alessandrino.?) 
Ma, invece che a tentativi, si puö ricorrere al „metodo dei luoghi geo- 
metrici“; ed allora si trova, quale linea ausiliare, una medesima curva 
razionale del terzo ordine, la quale, 
per tale ragione, appare come una 
duplicatrice per eccellenza: il mo- 
strare Cid è appunto lo scopo delle 
linee che seguono. 

Supposto che i segmenti AB 
— ae bI=b fra cui debbonsi in- 
serire le due medie siano disposti 
ad angolo retto (Fig. 1), à noto che 
per seguire la via indicata da Pra- 
Tone bisogna determinare sopra i 
prolungamenti di quei segmenti due 
punti 4 e E talı che gli angoli 
TAE, AEA risultino entrambi 
retti. A tal fine si congiunga I' 
ad un punto arbitrario M della Fig. 1. 





1) ArcHIMEDES, Opera omnia, ed. Heıgere 3 (Leipzig 1881), p. 66— 70. 
2) Id. p.76—78. Arorroxıus, Quae graece exstant, ed. HerBerG 2 (Leipzig 1893), 
p- 104 —105. 
3) Carra DE Vaux, Les mécaniques ou l’élévateur de HÉRON d’Alexandrie (Paris 
1894), p. 52. 
Bibliotheca Mathematica. III Folge. XI. 7 
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retta AB, si conduca da M la perpendicolare p a quella congiungente e 
finalmente si abbassi da A la perpendicolare » sopra p. Il luogo geo- 
metrico N del piede N di questa perpendicolare segherà la retta BI’in un 
certo numero di punti, ognuno dei quali, assunto come punto Æ, darà 
una soluzione del problema. Questo è cosi ridotto alla ricerca dei punti 
comuni alle due linee BI, N. Per determinare di quale specie sia la ” 
curva N notiamo che, al variare del punto M sopra la retta AB, varia 
pure la retta p ed inviluppa una parabola avente per fuoco I’e AB per 
tangente al vertice, onde il luogo del punto N altro non è che la podaria 
del punto A rispetto a questa parabola Per trovarne l’equazione as- 
sumiamo per assi delle x e delle y le due rette DI’ e BA e chiamiamo 
m Vordinata del punto M; allora le due rette p e n avranno per equazioni 
x y—a 
ba — my + m°? = 0; T += 0 
L’equazione cercata si otterrà eliminando m fra di esse, onde & 
— æy (a — y) + b(a — y} = 0; 
per semplificare questo risultato porremo 
a-y=-X,c=Y 
ed otterremo cosi l’equazione 
(1) Y(X?+Y)+X(bX—aY)= 0. 
La curva è dunque un’ ofiuride.!) 

Nel secondo dei 
metodi sopra ri- 
cordati si suppone 
ancora di avere 
disposti ad angolo 
retto 1 due seg- 
menti aß=a, By 
— b fra cui deve 
effettuarsi l’inser- 
zione di due me- 
die (Fig. 2), s’im- 
magina di com- 
pletare il rettan- 
golo «fyà e di 
segnarne 1l centro 





Fig. 2. Br & e si riduce la 


1) Cfr. G. Lorıa, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 1. Aufl. 
(Leipzig 1902), p. 49; 2. Aufl. (Leipzig 1910), 1. Bd., p. 50. 
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questione a condurre per il punto Ô una retta tale che, dettene 7 e & le inter- 
sezioni con le rette dy e da, sia 8m = 86. Ora per far cid si pud procedere 
come segue: si conduca per il punto ß una trasversale arbitraria a tagliare 
in u la retta y0 e se ne determini la seconda intersezione » con la eircon- 
ferenza di centro & e raggio eu; variando quella trasversale il punto » 
genererä una linea N, di cui ogni intersezione con la retta d« conduce 
ad una soluzione del problema. Per trovare l’equazione della curva N 
sceglieremo come assi coordonati le rette f« e By; le coordinate del 


a 
unt ranno —) — 
punto & saranno > à 
si potrà assumere la seguente 


e come equazione della trasversale guidata per ß 


y = où. 


La circonferenza di centro & e raggio su è invece rappresentata dall’equa- 
zione " : 
a 
ea (O ER Dy) ESS 
L’equazione della linea N nascerà eliminando @ fra le due ultime equa- 


zioni scritte, onde è 





bi: abx 
2 


TE A Pam ar 5 


Liberata dai divisori quest’ equazione si vede contenere il fattore y — b 
(come era facile prevedere); tolto il quale rimane 


(2) y(a® + y’) + x (x — ay) = 0. 


L’identitä di questa equazione con la (1) mostra che la curva da 
essa rappresentata è di nuovo un’ ofiuride. Cosi resta dimostrato 
quanto asserimmo nell’ esordio e di questa curva viene segnalata una 
_ nuova generazione. 
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Das Buch der Seltenheiten‘) der Rechenkunst 
von Abu Kamil el-Misri. 


Übersetzt und mit Kommentar versehen 


von HEINRICH SUTER in Zürich. 


Im Namen Gottes, des Barmherzigen und Gnädigen! Es spricht 
Suopsa‘ B. Asram, bekannt unter dem Namen Asu Kanıt: Ich kenne eine 
besondere Art von Rechnungen, die bei Vornehmen und Geringen, bei 
Gelehrten und Ungelehrten zirkulieren, an denen sie sich ergötzen und 
die sie neu und schön finden; es frägt einer den andern (über ihre Auf- 
lösung)?), dann wird ihm mit einer ungenauen, nur vermutungsweisen 
Antwort geantwortet, sie erkennen darin weder ein Prinzip noch eine 
Regel. Es pflegten viele Vornehme und Geringe mich über Aufgaben 
der Rechenkunst zu fragen, dann antwortete ich ihnen für jede einzelne 
Aufgabe mit der einzigen Antwort, wenn es keine andere gab; aber oft 
gab es für eine Aufgabe zwei, drei, vier und mehr Antworten, oft auch 
war eine Antwort unmöglich. Ja, es gelangte sogar zu mir eine Auf- 
gabe, die ich löste und für die ich sehr viele Lösungen’) fand; ich prüfte 
die Sache eingehender und kam auf 2676*) richtige Lösungen. Da war 
meine Verwunderung hierüber groß, und ich machte die Erfahrung, daß 
ich, wenn ich von dieser Entdeckung erzählte, angestaunt oder unfähig 
erachtet wurde, oder daß diejenigen, die mich nicht kannten, einen falschen 
Verdacht gegen mich faßten. Da entschloß ich mich, über diese Rech- 
nungsart ein Buch zu schreiben, um die Behandlung derselben zu er- 
leichtern und (dem Verständnis) näher zu bringen. Dieses habe ich nun 


1) Tarifa, pl. Tarä’if = seltene, kostbare Sache. 

2) Was in runden Klammern steht, ist von mir zur näheren Erläuterung 
hinzugefügt. 

3) So übersetze ich künftighin mehr mathematisch das arabische djawäb, 
pl. adjwiba = Antwort; Asv KäAmiz braucht die Pluralform djawäbät. 

4) Der Text hat unrichtig 2696; 70 und 90 können im Arabischen, wenn sie in 
Worten ausgedrückt sind, leicht verwechselt werden; später erscheint noch einmal 
die falsche, aber auch einmal die richtige Zahl. 
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begonnen, und ich werde die Auflösungen erklären für die Aufgaben!), 
die mehrere Lösungen haben, und für diejenigen, die nur eine, und für 
solche, die gar keine Lösung haben, mit Hilfe eines sicheren Verfahrens; 
endlich werde ich die Aufgabe behandeln, von der ich gesagt habe, daß 
sie 2676 Lösungen habe. Dann werden der Verdacht und die Vermutungen 
wieder verschwinden, und meine Aussprüche werden bekräftigt werden, 
und die Wahrheit wird zum Vorschein kommen. Wenn ich über diese 
und ähnliche Aufgaben noch mehr von den (verschiedenen) Meinungen 
hinzufügen wollte, die mir in betreff der großen Zahl der Lösungen zu- 
gekommen sind, so würde die Sache zu weitläufig werden. 


Zu dieser Art von Rechnungen gehört, Gott stärke dich?), folgende 
Aufgabe: Eine Ente (ist zu kaufen) für 5 Drachmen, 20 Sperlinge?) für 
1. Drachme, ein Huhn für 1 Drachme und ähnliches mehr; es werden 
dir 100 Drachmen oder mehr oder weniger gegeben, und es werde zu 
dir gesagt: Kaufe dir dafür im ganzen 100 Vögel oder mehr oder weniger 
von diesen verschiedenen Arten; die Antwort für solche und ähnliche Auf- 
gaben besteht dann darin, daß du sagst: Von den Enten so viele, von 
den Sperlingen so viele, von den Hühnern so viele, (natürlich) ganze, 
kein Bruch dabei, d. h. keine halben, drittel, viertel usw. Vögel; und 
wenn bei einer Art ein Bruch vorkäme, so darfst du ihn auch nicht mit 
einem Bruche einer anderen Art vereinigen (um so Ganze zu erhalten). 
Wenn der Fragesteller zufrieden wäre mit diesem (d. h. mit Lösungen in 
Brüchen), so bekäme er in allen Aufgaben dieser Art Lösungen ohne 
Zahl, die nur beschränkt würde durch die Hinfälligkeit (den Tod) des 
Antwortenden.*) — Der Fragesteller darf aber auch andere Fragen stellen, 
indem er z. B. sagt: Wenn dir 100 Drachmen oder mehr oder weniger 
gegeben werden, und zu dir gesagt wird: verteile sie unter 100, oder 
mehr oder weniger Personen, Männer, Frauen, Knaben usw., und gib 
jedem Manne so viel, jeder Frau so viel, jedem Knaben so viel usw,, 
wie viele Männer, Frauen, Knaben usw. sind da? Oder es werde gesagt: 
Kaufe daraus Schwerter und Lanzen oder verschiedene andere solcher 
Dinge, die keine Teilung zulassen, wenn dann die Zahl der Arten dieser 
Dinge bekannt ist, und ein Schwert so viel kostet, eine Lanze so viel 
und ein Bogen so viel, wieviel Stücke trifft es auf jede Art? Der 
Fragende kann auch dem Gefragten sagen, ob die Zahl der Männer größer 
oder kleiner sein soll, als die der Frauen, oder die der Knaben usw. Ist 





1) Der Text hat hier nur den Singular. 

2) d. h. für das richtige Verständnis des folgenden. 

3) ‘Usfür, pl. ‘asäfir = Sperling, Fink oder jeder kleine Vogel. 
4) So wird hier die unendliche Zahl der Lösungen umschrieben. 
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nun dieses alles, soweit es möglich ist, festgestellt, so wird der Gefragte 
an die Auffindung der Lösungen gehen, er wird sie genau prüfen und 
wenn unter ihnen solche sind, die der Aufgabe entsprechen, wird der 
Fragesteller zustimmen, wenn solche sind, die nicht entsprechen, wird er 
sagen: dies ist nicht möglich. 

Aufgabe 11). Es werden dir 100 Drachmen gegeben und du sollst 
aus diesen 100 Vögel von drei Arten kaufen: Enten, Hühner und Sper- 
linge; eine Ente kostet 5 Drachmen, je 20 Sperlinge 1 Drachme, ein 
Huhn 1 Drachme, so ist die Rechnung folgende: Nimm die Zahl der 
Enten = x an, so kosten sie 5x Drachmen und die Zahl der Sperlinge = y, 
so kosten sie 4y Drachmen?), dann bleiben von den (100) Drachmen 
noch übrig: 100 — 5x —%y; von der Zahl der Vögel bleiben noch: 
100 —x2—y?) Da nun ein Huhn 1 Drachme gekostet hat, ist die Zahl 
der übrigbleibenden Vögel, d.h. 100 — x — y gleich der Zahl der übrig- 
bleibenden Drachmen, d. h. 100 — 5x — %y; nachdem wiederhergestellt 
und ausgeglichen worden ist, hat man: 4% = y (geschrieben: „„y und 
3%), also y=4x+ x Da wir die Zahl der Enten —x und die Zahl 
der Sperlinge = y gesetzt haben, so ist klar, daß die Zahl der Sperlinge 
gleich 4mal und „mal die Zahl der Enten beträgt. Nehmen wir nun 
die Zahl der Enten = 19 an, so ist notwendig die Zahl der Sperlinge = 80, 
also die Zahl der Hühner — 1, weil diese = 100 weniger die Zahl der 
Enten weniger die Zahl der Sperlinge ist. — Diese Aufgabe läßt keine 
andere Lösung zu, denn soeben wurde gezeigt, daß die Zahl der Sperlinge 
4mal und „mal die Zahl der Enten betrage, also ist die kleinste Zahl 
für die Enten, damit kein Bruch entstehe, 19, würden wir aber die Zahl 
der Enten = 38 setzen, so würde die Zahl der Sperlinge = 160 werden, 
und so wäre die Aufgabe unvernünftig, denn die Zahl einer Art wäre 
größer als die Gesamtzahl (der Vögel). 

Aufgabe 2. Wenn dir 100 Drachmen gegeben werden und zu dir 
gesagt wird: Kaufe aus diesen 100 Vögel von drei Arten, Enten, Tauben 
und Hühner, die Ente zu 2 Drachmen, je 3 Tauben zu 1 Drachme und 
je 2 Hühner zu 1 Drachme, so ist die Rechnung folgende: Du kaufst 
x Tauben für Lx Drachmen und y Hühner für y Drachmen, dann 
bleiben dir noch 100 — 2 — 5y Drachmen, der Enten bleiben noch 
100 — x — y, und da jede 2 Drachmen kostet, so kosten alle 200 — 22 — 2y 


1) Die Aufgaben sind im Text nicht numeriert. 

2) Die erste Unbekannte (x) nennt SmopsA‘, wie alle arabischen Mathematiker, 
shai’= Ding; die zweite (y) nennt er dinar (Denarius) = ein Goldstück. 

3) Alle in der Abhandlung vorkommenden Gleichungen sind, wie in der Algebra 
des Mu,. 8. Müvsä, vollständig in Worten ausgedrückt, die letztere heißt also in 
Übersetzung: Hundert Vögel weniger ein Ding und weniger ein Dinar. 
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Drachmen und dies ist gleich dem, was von den Drachmen übriggeblieben 
ist, also = 100 — 3x — 5y. Gleiche aus, so hast du: 100 — 11y —12xt), 
also ist æ — 60 — y; da wir nun die Zahl der Tauben = x gesetzt haben 
und die Zahl der Hühner=y, so ist die Zahl der Tauben gleich 60 
weniger ;, der Zahl der Hühner; die kleinste mögliche Zahl für die Zahl 
der Hühner ist also 10, nehmen wir diese so an, so wird die Zahl der 
Tauben = 51, also die Zahl der Enten — 39, also gibt es 51 Tauben, 
10 Hühner und 39 Enten. — Es sind aber für diese Aufgabe, wie ich 
im folgenden zeigen werde, noch andere Lösungen möglich; es wurde 
nämlich gezeigt, daß die Zahl der Tauben gleich 60 weniger 2, der Zahl 

der Hühner sei, nun können wir immer weitere 10 zu der Zahl der 
_ Hühner hinzufügen, was dann jedesmal übrigbleibt von 60, nachdem man 
7 der jeweilen um 10 vermehrten Zahl der Hühner abgezogen hat, ist 
die Zahl der Tauben?), und was dann jeweilen noch übrig bleibt von den 
100, ist die Zahl der Enten?) Dieses Verfahren (d. h. die Zahl der 
Hühner immer um 10 vermehren) setzt man fort, solange * der Zahl der 
Hühner noch kleiner ist als 60, wenn aber diese Zahl die 60 überschreitet, 
so hört das Richtige auf und die Lösung ist falsch. Addieren wir also 
zu der zuerst angenommenen Zahl 10 der Hühner noch 10, so wird die 
Zahl derselben 20, subtrahieren wir 4 von 20 von 60, so bleiben 42, 
und dies ist die Zahl der Tauben, und was von 100 übrig bleibt, ist die 
Zahl der Enten und diese ist 384) Nimmt man die Zahl der Hühner 
30 an, so wird die Zahl der Tauben 33 und die Zahl der Enten 37; ist 
die Zahl der Hühner 40, so ist die der Tauben 24, die der Enten 36; 
ist die Zahl der Hühner 50, so ist die der Tauben 15, die der Enten 35; 
ist die Zahl der Hühner 60, so ist die der Tauben 6, die der Enten 34. 
Hier hören die richtigen Lösungen auf, denn wenn wir noch ein weiteres 
10 zur Zahl der Hühner hinzufügen, so ist ihre Zahl 70, und  hiervon 
sind 63, also größer als 60 und es sollte nun größeres von kleinerem 
abgezogen werden, was unmöglich ist.’) Diese Aufgabe hat also 6 richtige 
Lösungen‘) 

Aufgabe 3. Wenn dir 100 Drachmen übergeben werden und zu dir 
gesagt wird: Kaufe dafür 100 Vögel von vier Arten, Enten, Sperlinge, 
Tauben, Hühner, die Ente zu 4 Drachmen, 10 Sperlinge für 1 Drachme‘), 
2 Tauben für 1 Drachme und das Huhn zu 1 Drachme, so ist die 


1) Hier hat der Text bloß «. 2) Der Text hat hier „Enten“. 
3) Der Text hat „Tauben“. 

4) Von hier an kürze ich die sehr breite Darstellung wesentlich. 

5) Wörtlich: dies ist ein Widerspruch und unmöglich. 

6) Dieselben werden zum Überfluß nochmals aufgezählt. 

7) Hier hat der Text unrichtig: und die Sperlinge zu 10 Drachmen. 
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Rechnung folgende: Du kaufst + Enten für 4x Drachmen, y Sperlinge 
für 4y Drachmen und z Tauben‘) für „2 Drachmen; dann bleiben von 
den Drachmen noch übrig 109 — 4x — y — 32, und für die Hühner 
bleibt die Zahl 100 — x — y — z; wie wir gesagt haben, kostet 1 Huhn 
1 Drachme, also ist der Preis für die Hühner gleich ihrer Anzahl, mithin 
ist 100 — x — y — 2 = 100 — 4x — 5y— 32, gleicht man aus, so erhält 
man æ—#y+lz Setze nun y=10, oder gleich einem Vielfachen 
von 10, so ist dies die Anzahl der Sperlinge, und z=6, oder gleich 
einem Vielfachen von 6, so ist dies die Anzahl der Tauben, dann ist x, 
d. h. die Anzahl der Enten =4, denn dies ist gleich #% der Zahl der 
Sperlinge mehr 4 der Zahl der Tauben; die Anzahl der Hühner ist nun 
die Ergänzung dieser Zahlen (10, 6 und 4) bis auf 100, also gleich 80; 
dies ist eine Lösung. Willst du eine zweite Lösung, so vermehre die 
Zahl der Sperlinge wieder um 10, lasse die Zahl der Tauben unverändert 
gleich 6, die Anzahl der Enten ist dann wieder gleich #% der Zahl der 
Sperlinge mehr + der Zahl der Tauben; so entsteht bei jeder Vermehrung 
der Zahl der Sperlinge um 10 eine andere Lösung als die erste. Dieses 
Verfahren wird fortgesetzt, bis die Zahl der Sperlinge auf 70 gelangt ist, 
von da an ist keine Vermehrung mehr möglich, weil, wenn die Zahl der 
Sperlinge 80 würde, und die Zahl der Tauben 6 wäre, dann die Zahl der 
Enten auf 25 käme (% von 80 + + von 6), also die Zahl der Sperlinge, 
Tauben und Enten zusammen schon größer als 100 wäre, und doch soll 
sie mit der Zahl der Hühner erst 100 ausmachen. Wenn du also bis 
auf 70 (für die Zahl der Sperlinge) gelangt bist, so gehe wieder zur 
ersten Lösung zurück und vermehre nun die Anzahl der Tauben jedesmal 
um 6, ohne die Anzahl der Sperlinge (10) zu verändern; du erhältst dann 
zuerst 12 Tauben und die Zahl der Enten wird dann 5 ( von 10 + + 
von 12), also ist die Zahl der Hühner die Ergänzung dieser Zahlen (10, 
12 und 5) bis auf 100, d.h. 73. Hierauf lasse die Zahl der Tauben auf 
12 stehen, und vermehre die Zahl der Sperlinge jedesmal um 10; dies 
kannst du fortsetzen, bis die Zahl der Sperlinge auf 60 gestiegen ist, 
weiter hinauf ist es unmöglicr zu gehen, wie man auf dieselbe Weise 
wie vorher zeigen kann. Dann gehe wieder zum Anfang zurück und ver- 
mehre die Zahl der Tauben nochmals um 6, dann hast du 18, und lasse 
die Zahl der Sperlinge auf 10 stehen, dann hast du als Zahl der Enten 
6 (5 von 10 + + von 18), also als Zahl der Hühner 66. Hierauf lasse 
die Zahl der Tauben auf 18 stehen und vermehre die Zahl der Sperlinge 
jedesmal um 10; dies kannst du fortsetzen, bis die Zahl der Sperlinge 


1) Die dritte Unbekannte (z) nennt SuonsA‘ fals, pl. fulüs = Obolus, Pfennig, 
wie auch H. Cuarrı III, 63 angibt. 
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auf 60 gestiegen ist, von da an ist eine Vermehrung unmöglich. Dann 
vermehre wieder die Zahl der Tauben um 6, so daß sie jetzt 24 beträgt 
und lasse die Zahl der Sperlinge wie im Anfang gleich 10, dann hast du 
als Zahl der Enten 7, also als Zahl der Hühner 591) Dann lasse die 
Zahl der Tauben auf 24 stehen und vermehre die Zahl der Sperlinge 
jedesmals um 10; dies kannst du fortsetzen bis die Zahl der Sperlinge 
auf 50 gestiegen ist, von da an ist eine Vermehrung unmöglich. Dann 
kehre wieder zurück und vermehre die Zahl der Tauben wieder um 6, 
dann ist ihre Zahl 30, und setze die Zahl der Sperlinge (zuerst) gleich 10, 
und verfahre weiter wie vorher, indem du wieder die Zahl der Sperlinge 
jedesmal um 10 vermehrst, bis ihre Zahl 40 beträgt, von da an ist keine 
Vermehrung mehr möglich. Mit der Vermehrung der Tauben um 6 fahre 
nun so weiter fort, und verfahre auch wie vorher mit der Zahl der 
Sperlinge, bis die Zahl der Tauben auf 66 gestiegen ist?), und die Zahl 
der Sperlinge 10 beträgt, dann ist die der Enten 14°) (# von 10 +4 
von 66) und für die Hühner bleibt noch die Zahl 10. 


Setzest du nun aber (im Anfang) die Zahl der Sperlinge gleich 5 
(statt 10) und die der Tauben gleich 3 (statt 6), so wird die Zahl der 
Enten gleich 2 (3 von 5 + 4 von) und die Zahl der Hühner wird gleich 90.4) 
Fährt man nun in der gleichen Weise wie vorher fort, so erhält man 
wieder richtige Lösungen; man lasse also zunächst wieder die Zahl der 
Tauben gleich 3 und vermehre die Zahl der Sperlinge jedesmal um 10, 
so erhält man wieder die Zahl der Enten, indem man # der Zahl der 
Sperlinge und + der Zahl der Tauben vereinigt, und die Zahl der Hühner, 
indem man die jeweilige Ergänzung bis auf 100 bestimmt. So kann man 
fortfahren, bis die Zahl der Sperlinge auf 65 gestiegen ist, eine weitere 
Vermehrung ist nicht möglich. Hierauf vermehrst du die Zahl der 
Tauben um 6, so daß sie jetzt 9 beträgt, und lässest zuerst die Zahl der 
Sperlinge gleich 5, vermehrst sie dann nachher jedesmal um 10, wie es 
vorher gemacht wurde; so kannst du auf diese Weise fortfahren, bis die 
Zahl der Tauben auf 69 gestiegen ist, und die Zahl der Sperlinge 5 be- 
trägt.) Auf diese Weise ergeben sich 98°) Lösungen dieser Aufgabe, 
von denen ich dir eine Anzahl in folgende Tabelle eingetragen habe:’) 


1) Der Satz „dann hast du... Hühner 59“ fehlt im Text. 

2) Siehe Kommentar. 

3) Der Text hat 11. 

4) Der letztere Satz fehlt im Text. 

5) Siehe Kommentar. 

6) Der Text hat infolge der beiden Fehler (s. Kommentar) nur 96. 

7) Er fügt hinzu: „damit sie in deinen Händen sei, wenn du etwas suchst, 
erleichtert werde dir dein Wunsch, so Gott will!“ 


106 Heinrich Suter. 











Sperlinge | Tauben Enten | Hühner 
10 6 À 30 
20 6 7 | 67 
30 6 10 DE 
40 6 | 15 | 41 
50 6 16 28 
60 6 19 15 
70 6 22 2 
10 12 5 13 
20 12 8 60 
30 12 14 47 
40 12 14 34 
50 12 17 21 
60 12 20 8 
10 13 6 | 66 
20 18 $, 53 
39 15 12 40 
40 18 15 27 
50 18 1875, RE OR 
60 18 IRB IR. 
1000 CAE Tu AE 





Aufgabe 4 Es werden dir 100 Drachmen übergeben und es werde 
zu dir gesagt: Kaufe dafür 100 Vögel von vier Arten, Enten, Tauben, 
Lerchen, Hühner, die Ente zu 2 Drachmen, 2 Tauben für 1 Drachme, 
3 Lerchen für 1 Drachme und das Huhn zu 1 Drachme, so ist die Rech- 
nung folgende: Du kaufst x Enten für 2x Drachmen, y Tauben für Z% 
Drachmen, z Lerchen für +2 Drachmen, dann bleiben von den Drachmen 
noch 100 — 22 — %y— 4z übrig, und die Zahl der Hühner ist noch 
100 — x —y— 2; du kaufst das Huhn zu 1 Drachme, also ist der Preis 
der Hühner gleich ihrer Anzahl, also hast du die Gleichung: 100 - 2 — y 
—2=100 —22—5y- 32; hieraus erhältst du nach Ausgleichung: 
2=5Yy+732z. Nun setze y, d. h. die Zahl der Tauben gleich 2, und z, 
d.h. die Zahl der Lerchen gleich 3, dann wird x, d.h. die Zahl der 
Enten gleich 3, also ist die Zahl der Hühner, was noch übrig bleibt von 
100, d.h. 92. Nun untersuchst du, welche weiteren Lösungen die Aufgabe 
noch habe, nach dem was vorangegangen ist, und du wirst finden, daß 
sie 304 Lösungen hat; ich habe einige derselben für dich in folgende 
Tabelle eingetragen): 


1) Hier folgt derselbe Satz wie oben. 
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Tauben | Lerchen | Enten | Hühner 
| 

2 5 D 92 
4 3 + 89 
6 3 5 85 
8 3 6 83 
10 3 ï 80 
12 5) 8 17 
14 3 9 14 
16 ö 10 dl 
18 3 41 68 
20 0 12 65 
22 3 13 62 
24 5 14 53 
26 3 Hi) 56 
28 D 16 09 
30 3 1x4 50 
32 > | 18 47 
34 3 19 44 
36 8 | 20 41 
38 3 | Er 38 
40 = | 22 > 





Aufgabe 5. Wenn dir 100 Drachmen übergeben werden und zu dir 
gesagt wird: Kaufe für sie 100 Vögel von drei Arten, Enten, Hühner, Sper- 
hnge, die Ente zu 5 Drachmen, 3 Hühner für 1 Dean 20 Sperlinge 
für 1 Drachme, so ist keine Lösung möglich, wie sich aus folgendem 
ergibt: Wenn du x Enten für 3x Drachmen, y Sperlinge für 47 Drachmen 
gekauft hast, so bleiben von den Drachmen 100 — 3x — y übrig, und 
für die Hühner bleibt noch 100 — x — y; du kaufst aus den übrigen 
Drachmen Hühner und zwar, wie gesagt, 3 für 1 Drachme, so erhältst 
du dafür 300 — 9x — „,y') Kühler, und dies ist also = 100 — x — y; 
nach der Ausgleichung hast du: 200 + y?)= 8x, also ist x = 25 + y); 
da wir die Zahl der Enten gleich x au die Zahl der Sperlinge gleich y 
gesetzt haben, so ist die anche Zahl für die Sperlinge 160, denn 
so viel ist nötig, damit .;, davon ganzzahlig werde; dann wäre aber die 
Zahl der Sperlinge größer als die Gesamtzahl der Vögel, dies ist ein 
Widerspruch. 





1) Für „, hat der Text 35 


2) Dafür hat der Text 2 nr sv 


3) Der Text hat unrichtig L+1, es sollte heißen: ++ 


10 720’ 160° 
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Aufgabe 6. Wir kommen nun zu der Aufgabe, von der wir im 
Anfang unserer Schrift gesagt haben, daß sie 2676 Lösungen habe, sie 
lautet also: Wenn dir 100 Drachmen gegeben werden und zu dir gesagt 
wird: Kaufe dafür 100 Vögel von fünf Arten, Enten, Tauben, Ringel- 
tauben!), Lerchen und Hühner, die Ente zu 2 Drachmen, 2 Tauben für 
1 Drachme, 3 Ringeltauben für 1 Drachme, 4 Lerchen für 1 Drachme, 
1 Huhn zu 1 Drachme, so ist die Rechnung folgende: Du kaufst x Enten 
für 22 Drachmen, y Tauben für >y Drachmen, 2 Ringeltauben für 42 
Drachmen, u?) Lerchen für u Drachmen, so bleiben von den Drachmen 
noch übrig 100 — 2x — 3y— 32—7u, und für die Hühner bleibt. die 
Zahl 100 — x —y—2—u; da nun 1 Huhn 1 Drachme kostet, so hat 
man die Gleichung: | 

100 —x -y—-2-u=10 —-21r —- 3y—-32—- Zu 
nach der Ausgleichung hat man: 
D = UNS € Tal 

Da wir die Zahl der Tauben =y, die Zahl der Ringeltauben =2, die 
Zahl der Lerchen = u gesetzt haben, und die Zahl der Enten = x%, so ist 
die Ergänzung bis auf 100 jeweilen gleich der Zahl der Hühner; du 
kannst nun (zuerst) y=1, 2=3 und u=2 setzen; im allgemeinen ist 
es freilich notwendig, daß du für y die kleinste Zahl setzest, die durch 2 
teilbar ist, und diese ist 2, und für « die kleinste Zahl, die durch 4 teilbar 
ist, und diese ist 4 Daß wir zuerst y=1 und w —2 gesetzt haben, 
geschah deshalb, weil ja dann +y und 2% zusammen — 2, d.h. eine 
ganze Zahl ausmacht?); hierzu addieren wir 2, d.h. 2; da wrz=3 
gesetzt haben, so haben wir © = 4. In allen Aufgaben dieser Art, die 
dir begegnen, schlage nun diesen Weg ein, so wirst du schließlich sämt- 
liche Lösungen der Aufgabe erhalten, so Gott will?) Wenn wir dann 
mit dieser (ersten) Art unseres Verfahrens fertig geworden sind und die 
Sache gründlich durchgeführt haben, wenden wir uns wieder zu unserer 
zweiten Annahme°), wo wir y=2,2=3, u=4 gesetzt und x = 6 ge- 
funden haben. 

Wir beginnen also mit der ersten Art und setzen y—= 1, 2=3, 
w=2, dann ist æ— 4 und dies sind die Enten, wie du in der Tafel 


1) Fäkhita, pl. fawäkhit = Ringeltaube. 

2) Für diese vierte Unbekannte gebraucht Snonsa‘ das Wort khätam oder 
khätim, pl. khawätim = Siegel, Ende. 

3) DaB y=1 und u=2 die kleinstmöglichen Werte für diese Unbekannten 
sind, ist wohl auch noch mit ein Grund, daß diese zuerst genannt wurden. 

4) Dieser Satz paßt nicht gerade hierher, die Ordnung der Sätze scheint hier 
etwas gestört worden zu sein. 5) Wörtlich „Seite“. 
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siehst, und was als Ergänzung bis 100 bleibt, sind die Hühner und das 
sind 90. Dann schreibe für die Zahl der Ringeltauben (z) zwei 3 (je- 
weilen schief) untereinander in die Tabelle, wie du siehst, und ebenso für 
die Zahl der Lerchen (u) zwei 2 (schief) untereinander, und vermehre die 
Zahl der Tauben (y) um 2, dann beträgt sie 3, dann ist die Zahl der 
Enten («)=5, d.h. + von 3 mehr © von 3 mehr ? von 2, also die 
Zahl der Hühner die Ergänzung bis auf 100, d. h. 87. Dann vermehre 
die Zahl der Tauben wieder um 2, so hast du 5, und lasse die Ringel- 
tauben — 3 und die Lerchen — 2, dann ist die Zahl der Enten =6 und 


die der Hühner = 84, wie du in der Tafel siehst.) So fahre fort, bis 




















Tauben | Ringeltauben | Lerchen | ‘ Enten Hühner 
| | 

1 Be 2 | 4 90 

3 3 2 D 87 

D 5) 2 6 84 

7 5) 2 fi 81 

5, 5) 2 8 13 
11 3 2 9 15 
13 5) 2 10 12 
15 3 2 pi 69 
17 5) 2 12 66 
19 3 NES 63 
21 5) 2 14 60 
23 3 2 15 57 
25 3 2 16 54 
27 5) 2a 17 51 
29 3 2 18 48 
ol 5) 2 18 45 
33 3 2 20 42 
35 3 2 21 39 
37 3 2 22 36 
RUN 2 23 33 








die Zahl der Tauben auf 59 gekommen ist und die der Enten auf 33 
und die Hühner auf 3. Dann vermehre die Zahl der Lerchen um 4, so 
daß sie 6 werden, lasse die Ringeltauben auf 3 stehen und nimm die 
Zahl der Tauben (zuerst) wieder 1 an, dann ist die Zahl der Enten = 7 
und die der Hühner = 83, wie du in der Tafel siehst”); dann vermehre 


1) Wir stellen die Tafel hierher, wiewohl sie erst zwei Seiten nachher folgt. 
2) Diese und die nachher erwähnten Tafeln sind nicht mehr vorhanden, ich 
lasse daher auch künftig diesen hinweisenden Satz weg. 


110 Heinrich SUTER. 


die Zahl der Tauben immer wieder um 2, lasse das übrige wie vorher 
und verfahre ebenso, bis die Zahl der Tauben auf 551), die der Enten auf 
34?), und die der Hühner auf 2°) gelangt ist usf‘) In allen Fällen 
fahre so lange fort, bis du zu Ende gekommen bist, und dies findet 
jedesmal dann statt, wenn die Hälfte der Tauben und zwei Drittel der 
Ringeltauben und drei Viertel der Lerchen zusammen 100 oder mehr aus- 
machen; dann kehre so weit zurück, bis jene Summe kleiner als 100 wird, 
so daß für die Hühner noch etwas übrig bleibt. So fahre also fort, bis 
die Zahl der Tauben auf 3, die der Ringeltauben auf 3, die der Lerchen 
auf 50, die der Enten auf 41 und die der Hühner auf 3 gekommen ist. 
Von hier an hört nun die Zahl 3 der Ringeltauben auf, bis jetzt hast du 
212 Lösungen erhalten; nun erhöhe jene 3 der Ringeltauben auf 6, die 
Zahl der Tauben nimm 1 an, und lasse die Zahl der Lerchen wieder 2, 
so wird die Zahl der Enten = 6, und für die Hühner bleibt die Zahl 85. 
Dann verfahre mit der Zahl der Tauben, Ringeltauben und Lerchen wie 
vorher, bis die Zahl der Tauben auf 1, die der Ringeltauben auf 6, die 
der Lerchen auf 50, und die der Enten auf 42 gekommen ist, dann ist 
die der Hühner = 1. Nun ist es mit den Lösungen, in denen die Zahl 
der Ringeltauben — 6 beträgt, zu Ende, und die Zahl der Lösungen, die 
du bis jetzt hast, beträgt.403. Nimm jetzt die Zahl der Ringeltauben = 9 
an, die Zahl der Lerchen wieder =2 und die der Tauben = 1, so ist die 
Zahl der Enten = 8, also die der Hühner = 80; dann verfahre wieder 
wie vorher. Und so fahre nun auch mit der Vermehrung der Ringel- 
tauben um 3 immer fort, bis die Zahl dieser auf 51, die der Lerchen 
auf 6, die der Enten auf 39, die der Tauben auf 1 und die der 
Hühner auf 3 gekommen ist’) Dann hast du bis jetzt im ganzen 1442®) 
Lösungen. 

Nun kehre zur zweiten Annahme zurück, wo wir die Zahl der Tauben 
— 2, die der Ringeltauben = 3, die der Lerchen — 4 gesetzt haben, 
woraus sich dann für die Enten die Zahl 6 und für die Hühner die Zahl 
85 ergab. Dann verfahre ganz gleich, wie du bei der ersten Annahme 


1) Der Text hat 51. 2) Der Text hat 35. , 

3) Der Text hat 1; die Zahlen des Textes stimmen für die Lerchenzahl 10 
(statt 6), die im Text ausgelassen worden ist, ich habe darum auch die Stelle für 
die Lerchenzahl 14 weggelassen. 

4) Hier wiederholt der Verfasser nochmals das Verfahren, d. h. Vermehrung 
der Lerchen je um 4, Beibehaltung der Zahl 3 für die Ringeltauben usw., ich lasse 
diese Stelle weg. 

5) Dieses ist nicht die letzte Lösung, sondern: 54 Ringeltauben, 2 Lerchen, 
39 Enten, 3 Tauben, 2 Hühner. 

6) Die richtige Zahl ist, wie ich durch genaue Prüfung gefunden habe, 1443. 
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verfahren bist!), bis die Zahl der Ringeltauben auf 51, die der Lerchen 
auf 4, die der Enten auf 39, die der Tauben auf 4 und die der Hühner 
auf 2 gekommen ist; dann hast du im ganzen nach beiden Annahmen 
2676 Lösungen gefunden. — Lob sei Gott für das, was er hiervon uns 
gelehrt hat, für alle Zeiten! [Wenn du willst, so verfahre mit den Lerchen, 
wie du verfahren bist mit den Ringeltauben und mit den Ringeltauben, 
wie du verfahren bist mit den Lerchen und mit den Tauben auch in 
gleicher Weise, so Gott will.]?) Beendigt ist das Buch mit dem Lobe 
Gottes und seines Propheten. 


Anhang. 


Auf Fol. 101—102 befindet sich, durch 42 Blätter getrennt von der 
Abhandlung Snopsx's ein Bruchstück, und zwar das Ende einer Arbeit 
über den gleichen Gegenstand, das ich ebenfalls hier in Übersetzung 
wiedergebe. Für das Weitere vergleiche man den Schluß des Kommentars: 
ART (die Zahl z Fe ze: ist also) 60 — x — y, und ihr Wert 
(+2) mithin = 84°) — 1x — 4y; setzen wir dies in die zweite Gleichung 
(3x + 2y + +z2—= 60) dns) , so erhalten wir: 


32+2y+87 — 412 —-7y=60; 


gleichen wir aus, so haben wir: 24 x 5 1*y= 517, machen wir alles zu 
Siebenteln, so erhalten wir: 2x + By — so oder: 20 x + 13 y = 360.°) 
Hierauf bestimme man nach den Regeln der Zahlenlehre‘), wie 360 in 
zwei Teile geteilt werden kann, von denen der eine durch 20, der andere 
durch 13 teilbar ist. Hast du diese gefunden, so ist die Lösung möglich, 
sonst nicht, wenn man die Lösung nur in ganzen Zahlen haben will. Der 
Beweis hierfür ist aufgezeichnet in einer’) Abhandlung, die ich hier weg- 
lasse wegen ihrer Länge und der Beschränktheit meiner Zeit. Man findet 
die eine Zahl gleich 260, die andere gleich 100; teilen wir 260 durch 15, 
so haben wir 20 und dies ist die Zahl der Hühner, und teilen wir 100 


# 


1) d. h. vermehre jeweilen die Tauben um 2, die Ringeltauben um 3, die 
Lerchen um 4. 

2) Was in eckigen Klammern steht, verstehe ich an dieser Stelle nicht, der 
Satz scheint eingeschoben zu sein. 

3) Der Text hat nur 4- 

4) Der Text lautet hier etwas anders, aber für mich wegen des Fehlens des 
Anfangs unverständlich. 

5) Diese Gleichung ohne den Nenner 7 fehlt im Text. 

6) Sana'at el-a’däd. 7) Im Text steht der bestimmte Artikel. 
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durch 20, so haben wir 5 und dies ist die Zahl der Rebhühner; addieren 
wir beide Zahlen und subtrahieren die Summe von 60, so erhalten wir 
35 und dies ist die Zahl der Sperlinge. Dies ist eine Lösung!) der 
Aufgabe; aber sie hat noch viele Lösungen; wenn du die Sache näher 
betrachtest und meinen Weg in diesem Beispiel einschlägst, so wirst du 
zur Wahrheit gelangen. Schon habe ich dem Rechner von “Omän?) 
334 Lösungen übermittelt; ich nahm (nämlich) zuerst von der (an- 
genommenen) Zahl der Tauben (340) 5 weg und teilte das übrige in die 
möglichen Teile, dann nahm ich von den Tauben 10 weg und teilte das 
übrige wieder in die möglichen Teile, hierauf 15, dann 20, dann 25 usf. 
Jetzt kommt dir noch die Aufgabe zu, jeweilen nur eine (statt fünf) von 
der Zahl der Tauben wegzunehmen, und das Übrigbleibende jeweilen auf 
alle möglichen Arten zu teilen; ich habe dies getan und so alle möglichen 
Fälle erschöpft, wie es in der folgenden Tabelle zusammengestellt ist.ÿ) 
Denn bei Gott ist die Hilfe und auf ihn das Vertrauen in jeder Lage! 
Schaue nur auf die wunderbare Ordnung dieser Zahlen! 














Tauben | Rebhühner | Hühner | Sperlinge 
1 | 108,0 SS 
1 95 38 266 
1 82 58 259 
1 69 18 252 
1 56 98 245 
1 45 118 238 
1 30 138 231 
1 17 158 224 
1 area Wa TEST RSS TE 

Kommentar. 


Das arabische Manuskript dieser Abhandlung befindet sich im Leidener 
Kodex Gol. 199 und nimmt dort unter anderen Abhandlungen die sechste 
Stelle ein (fol. 50°— 58?) Die Abschrift wurde zwischen 608 und 615 
d. H. (1211—1218 n. Chr.) von dem Schreiber Mxs‘üp 8. Mux. 8. ‘ALT EL- 





1) „Lösung“ wird hier durch kism = Teil, Art wiedergegeben. 

2) Dieses „Rechner von ‘Omän“ ist unsicher. 

3) Von dieser Tabelle gebe ich nur den Anfang, nämlich die 9 Lösungen, in 
denen die Zahl der Tauben =1 ist; im Text geht sie bis zur Zahl 11 der Tauben 
und gibt im ganzen 98 Lösungen. 
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Dsurrari !) gemacht; die Schrift ist klein, hübsch, regelmäßig, doch stört 
oft das Fehlen diakritischer Punkte, auf die Seite kommen 17 Zeilen. Bis 
jetzt ist von dieser Schrift kein zweites Exemplar in arabischer Sprache 
bekannt; in hebräischer Übersetzung existiert sie noch in München?), und 
in lateinischer sehr wahrscheinlich im Pariser Manuskript 7377 A, Nr. 6, 
unter dem Titel: „Anonymi tractatus de arithmetica“. Herr Prof. Dr. 
E. Wiıevemann in Erlangen ließ das Manuskript von Leiden zu seinem 
eigenen Gebrauch kommen und verschaffte mir auf meinen Wunsch hin 
Photographien in Weiß auf Schwarz von dieser Abhandlung und vom 
Anhang, für welches Entgegenkommen ich ihm an dieser Stelle den ver- 
bindlichsten Dank ausdrücke. Ebenso halte ich mich zum besten Dank 
verpflichtet gegenüber der Verwaltung der kgl. Universitätsbibliothek zu 
Leiden, die mir den Kodex noch zur nachträglichen näheren Untersuchung 
nach Zürich (Universitätsbibliothek) gesandt hat. 

Was den Verfasser der Abhandlung, SuopsA‘ B. AsLam, anbetrifft, so 
verweise ich auf meine Arbeit: Die Mathematiker und Astronomen der 
Araber und ihre Werke’); er ist nach Mux. 8. müsA eL-Knuwärızmi der 
älteste arabische Algebraiker, von dem uns noch Schriften erhalten sind. 
Er lebte zirka 900 n. Chr. in Ägypten, seine Blütezeit fällt eher noch 
vor dieses Jahr. Er war nach dem, was wir bis jetzt von ihm kennen, 
einer der bedeutendsten Mathematiker der Araber und besonders mit den 
indischen Methoden in der Algebra vertraut. 

Die erste Frage, die sich uns beim Studium dieser Abhandlung 
aufdrängt, ist natürlich die über den Ursprung und den historischen 
Zusammenhang dieser Aufgaben, die im Anfang des 16. Jahrhunderts 
unter verschiedenen Namen wie „regula virginum“, „regula potatorum“, 
„regula coeci* oder „coeti“*) in den Rechenbüchern der deutschen 
Rechenmeister und Cossisten, wie Anam Risse, (RAMMATEUS, APIAN, 
Rupozrr u. a. auftreten. 

In abendländischen Quellen treffen wir zuerst auf eine ums Jahr 1000 
im Kloster Reichenau geschriebene Handschrift mit der Abhandlung ,,pro- 
positiones ad acuendos juvenes“°), die als 34. und 38. Aufgabe ähnliche 
Beispiele für die „regula coeci“, wie wir sie im folgenden nennen wollen, 
da dies immer noch der gebräuchlichste Name ist®), enthält, wie sie uns 
hier SHopsA° bietet; diese Abhandlung wurde vom Herausgeber der Opera 


1) Von einem Ort Djulfar im Gebiete von Merw. 
2) Vgl. Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, S. 34. 
3) Abhandl. zur Gesch. der mathem. Wissensch. 10, 1900, S. 48. 
4) Vgl. Biblioth. Mathem. 6,, 1905, S. 112. 
5) Vgl. Cantor, Vorlesungen 1?, S. 784 — 789. 
6) Suopsa° hat gar keinen Namen für die Regel. 
Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 8 
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‚Aıcvinı, dem Abt Frosexıus von St. Emmeran (1709—91), dem Arcvın 
zugeschrieben, was aber keineswegs sicher ist, wir setzen also vorläufig 
ihr erstes Auftreten im Abendland auf das Jahr 1000 an. 

Bei den Indern treffen wir von den uns bekannten Schriften zuerst 
bei Bräskarı (ca. 1150) auf solche Aufgaben. In der Vija Ganita dieses 
Gelehrten!) findet sich folgendes Beispiel: 5 Tauben sind zu haben für 
3 Drachmen, 7 Kraniche für 5, 9 Gänse für 7 und 5 Pfauen für 
9 Drachmen. Bringe 100 dieser Vögel für 100 Drachmen als Dank- 
bezeugung für den Fürsten.“ Am Anfang der Aufgabe fügt BuAskara 
hinzu: „Beispiel aus alten Autoren“. Also ist diese Aufgabe bedeutend 
älter als Bräskana, vielleicht kommt sie schon bei Manävira?) (ca. 850) 
vor, von dem nächstens ein mathematisches Werk zur Veröffentlichung 
gelangen wird, wahrscheinlich aber noch früher. 

Bei den Arabern finden wir nach SnopsA‘ einige ähnliche Aufgaben 
bei z-Karkui?), sie handeln aber von Münzen ungleicher Feinheit und 
nicht von Personen verschiedenen Geschlechtes, oder Vögeln verschiedener 
Art und werden auch als Mischungsrechnungen behandelt und gelöst. 

Das dem Alter nach nächste Werk nach dem Vija Ganita des 
Buäskara ist der Liber Abbaci des Leoxarvo von Pisa, wo folgende Aufgabe 
steht‘): Für 30 Denare sollen 30 Vögel, Rebhühner Tauben und Sperlinge 
gekauft werden, wieviel Stück trifft es auf jede Art? Es folgt dann?) noch 
eine solche Aufgabe mit vier Vogelarten, Rebhühner, Tauben, Turteltauben 
und Sperlinge, an Zahl wieder 30. Die erste Aufgabe löst Leonarpo, indem 
er sich vielleicht an #r-Karxai anlehnt, ähnlich wie die Mischungs- 
rechnungen, in der zweiten nähert er sich etwas mehr der Methode SHopsA’s. 

Von Leonarovo an treffen wir bis auf die ersten deutschen Rechen- 
bücher (c. 1482) hie und da) solche Aufgaben; bei den deutschen Rechen- 
meistern sind die verschiedenen Vogelarten verschwunden und es treten 
an ihre Stelle meistens Männer, Frauen und Jungfrauen, weshalb die 
Regel dann vorherrschend „regula virginum“ genannt wird. 

Aus der Vergleichung der Aufgaben und aus dem, was wir bis jetzt 
von LEonarpos Quellen wissen, ergibt sich mit fast absoluter Sicherheit, 
daß Leonarvo auch hier wieder, wie bei den mit Hilfe der Algebra ge- 


1) Vgl. Corxsrooxe, Algebra with arithmetic and mensuration, usw., London 
1817, S. 233 — 235. 

2) Vgl. den Artikel von D. E. Smiru: The Ganita-Sara-Sangraha of MAHAVIRACARYA 
in Biblioth. Mathem. 9,, 1908/09, S. 106—110. 

3) El-Kafi, edid. A. Hocanem, Il. Teil, S. 19 — 20. 

4) Siehe die Ausgabe von B. Boncomrasnı, Rom 1857, S. 165. 

5) A. a. 0. 8. 165—166. | 

6) Vgl. Biblioth. Mathem. 5,, 1904, S. 201—202; 6,, 1905, S. 399. 
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lösten Aufgaben über Zehn- und Fünfecke,!) bei SmonsäA" oder einem seiner 
Kommentatoren in die Schule gegangen ist. Denn wie wollte man es 
sonst erklären, daß Lronarpo ganz dieselben Vogelarten wählt wie 
Suopsä‘? Was den letzteren anbetrifft, so ist wohl ebensowenig daran 
zu zweifeln, daß er auch hier, wie in andern seiner Arbeiten, sich auf 
indische Quellen stützt. In der Wahl von Vögeln, die allerdings andere 
sind als bei den Indern, was sehr erklärlich ist, in der Wahl der Zahl 
100 für die Summe der Vögel und der Preise, und in der Art der Auf- 
lösung, die bis auf die Behandlung der reduzierten Gleichung mit zwei 
Unbekannten so ziemlich dieselbe bei Indern und Arabern ist, bieten sich 
genügende Anhaltspunkte zu diesem Schlusse. 

Ob nun die Aufgaben in dem Reichenauer Manuskript aus arabischen, 
indischen oder anderen Quellen stammen, ob die indischen Aufgaben 
dieser Art wirklich original oder den Indern auch von einem andern 
Volke zugekommen seien, das sind Fragen, die kaum jemals sicher zu be- 
antworten sein werden, und es wäre deshalb eine unfruchtbare Aufgabe, 
uns weiter in Konjekturen hierüber einzulassen.?) 

Die Arbeit SmopsA‘s bietet sich übrigens, wenn wir sie mit der Auf- 
gabe bei BuAskarA vergleichen, als eine recht selbständige dar, und zwar 
in verschiedener Hinsicht: Erstens wählte er für die Unbekannten nicht 
Farbennamen wie die Inder, sondern Namen von Münzen; zweitens geht 
er bis zu Aufgaben mit fünf Unbekannten, während wir bei den Iıtdern, 
soweit wir ihre Schriften kennen, nur solche mit vier Unbekannten 
treffen; drittens weicht er auch in der Methode der Auflösung etwas 
von jenen ab, allerdings, wie man zugestehen muß, nicht ganz zu seinem 
Vorteil; das Verfahren Suop,A°s, das die Kuttaka-(Zerstäubungs-)Methode 
umgeht, läßt sich nur leicht anwenden, solange die Koeffizienten der Unbekann- 
ten und besonders die absolute Zahl nur klein sind; ist der Wert der letzteren 
recht groß, so artet dasselbe in ein langweiliges Probieren aus. Die indische 
Zerstäubungsmethode kam den Arabern jedenfalls etwas zu mechanisch und 
deshalb nicht leicht verständlich vor, sie suchten sie deshalb durch einen 
natürlicheren, dem Verständigen sich von selbst darbietenden Weg zu 
ersetzen. Man kann freilich darüber noch im Zweifel sein, ob SHopsA° die 
indische Zerstäubungsmethode überhaupt gekannt habe, sehr wahrscheinlich 
aber ist es, daß sein Kommentator, denn als solehen wollen wir den Ver- 
fasser des Anhangs betrachten, sie kannte, indem er auf ein Buch hin- 
weist, in welchem er das Verfahren auseinandergesetzt habe, eine Zahl in 
zwei Teile zu zerlegen, von denen der eine durch eine gegebene Zahl, der 


1) Vgl. Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, S. 15—42. 
2) Vgl. Biblioth. Mathem. 8,, 1907 08, S. 415. 
g* 
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andere durch eine zweite solche teilbar sei; er nennt allerdings seine Me- 
thode nicht, aber sie kann ja von der indischen, bzw. modernen nicht 
wesentlich verschieden gewesen sein. 

Ist nun auch die Behandlung der unbestimmten Gleichungen, wie wir 
sie bei SmopsA° treffen, vom modernen mathematischen Standpunkt aus 
eine ziemlich primitive zu nennen, so steht dieser Mathematiker doch 
bedeutend höher als die meisten deutschen Rechenmeister und Cossisten 
des 16. Jahrhunderts, indem er nicht nur nackte, dem Nichtmathematiker 
meistens unverständliche Regeln aufstellte, wie jene, sondern seine Art 
der Lösung zu erklären und zu begründen suchte. Auch gehen die Auf- 
gaben der genannten Rechenmeister, soweit wir sie kennen, nicht über 
drei Unbekannte hinaus; sie bilden auch kein eigenes Kapitel in ihren 
Rechenbüchern, wie bei SHopyx', sondern sind ungeordnet unter andern 
Aufgaben zerstreut. 

Betrachten wir nun die einzelnen Aufgaben und ihre Auflösungen 
noch einmal kurz nach unserer heutigen Darstellungsweise. 


Aufgabe 1. Diese führt auf die beiden Gleichungen 
x + y + 2 = 100 
Dx + y + 2 = 100. 
Diese beiden Anfangsgleichungen fehlen in allen sechs Aufgaben, es 


findet sich jedesmal nur die aus der Elimination der letzten Unbekannten 
sich ergebende Gleichung vor, die in diesem Falle heißt: 


100 — x — y = 100 — 5x — Sy; 
hieraus folgt: 
42<=2y, oder y—= 4x +47. 
Diese Aufgabe hat nur eine Lösung: æ — 19, y—80, 2—1. 
Aufgabe 2. Es ergeben sich die beiden Gleichungen 
2x + y + 2 = 100 
32 +3 +22 = 100; 
hieraus folgt durch Elimination von z: 
200 — 22 — 2y= 100 — Lx — Ly, 
hieraus: 
100 — 134 = 13% 
oder: 2 = 60 = y. 
x wird ganzzahlig und positiv für y= 10 bis y= 60, die Gleichung hat 
also sechs Lösungen. 
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Aufgabe 3. Man erhält die beiden Gleichungen 
z+y+z+u= 100 
4x + y + 52 + u = 100. 
Hieraus ergibt sich durch Elimination von « die Gleichung 
100 — x — y — 2 = 100 — 4x — 4y— Le; 
hieraus: 82 = y + +2 
oder: x = y + #2. 

Diese Gleichung hat zwei Reihen von Lösungen, denn x wird ganz- 
zahlig einmal für y= 10, 20,30... undz=6, 12, 18 ..., das andere- 
mal für y=5, 15, 25... und z— 3, 9,15... Im ganzen ergeben 
sich 98 Lösungen, der Text gibt nur 96 an; aus der ersten Reihe ist 
die Lösung y=10, z2— 72, x — 15, u — 3, aus der zweiten Reihe die 
Lösung y=5, z2=175, £=14, u= 6 weggelassen worden. Hierauf 
wird auch in zwei Randbemerkungen durch einen Glossisten oder Kom- 


mentator, mit Namen Arpaz ep-pin ‘Omar b. ‘ALLAN, aufmerksam ge- 
macht, über dessen Lebensverhältnisse ich keine Angaben gefunden habe. 


Aufgabe 4. Sie führt auf die beiden Gleichungen 
z+y+2+u= 100 
22 +3y+32+u= 100. 
Hieraus erhält man durch Elimination von « die Gleichung 
100 — x — y — 3 = 100 — 2x — 4y—4z 
und hieraus: x = +y +12 


x wird ganzzahlig für gerade y und für durch drei teilbare z; die Lösung 
mit der kleinsten Zahl der y und der größten Zahl der 2 ist: y=2, 
2=51, x = 39, u = 2; die Lösung mit der kleinsten Zahl der z und der 
größten der y ist: y = 62, 2=3, x — 33, u = 2; sämtliche Kombinationen 
unter den y und z ergeben 304 Lösungen. 


Aufgabe 5. Die beiden Gleichungen sind 
z+y+2z= 100 
32 +4y+352:=10, 
woraus sich nach Elimination von 2 ergibt: 
100 — x — y = 300 — 9x — y 
und hieraus: 200 + 9y = 8x 
oder: x = 25 + y. 
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Der kleinste ganzzahlige Wert für x würde sich ergeben für y = 160, 
also hat diese Aufgabe keine Lösung. 


Aufgabe 6. Die beiden Gleichungen lauten: 


zs+y+z2+u+v= 100 
2x + +y + 5e +zutr= 100. 


Hieraus folgt durch Elimination von v: 


100 — x —y—2—u— 100 — 2x — 4y— 32 — zu, 


und hieraus: z=+y+32+ Zu. 


Auch bei dieser Aufgabe gibt es wie bei Aufgabe 3) zwei Gruppen 
von Lösungen; die eine wird erhalten, indem man für y alle geraden 
Zahlen von 2 an, für z alle durch 3 teilbaren Zahlen von 3 an, und für 
u alle durch 4 teilbaren Zahlen von 4 an setzt; die größtmöglichste Zahl 
für die y ist 58, für die 2 51, für die « 52; es handelt sich also darum, 
aus den drei Reihen von Zahlen: 


2} 4,20 22 0, EHE 
3,620 MB dE TEEN ER TN 
4,8 A2 TR GR 2572 


je eine aus der ersten Reihe mit einer aus der zweiten Reihe und mit 
einer aus der dritten Reihe zu kombinieren; es dürfen aber jeweilen nur 
solche Zahlen kombiniert werden, die der Bedingung genügen: 


m+y+z+tu oder 14y + 132 + 12u<100 


man erhält so 1233 Lösungen. — Die andere Gruppe wird erhalten, indem 
man für y alle ungeraden Zahlen von 1 an, für z alle durch 3 teilbaren 
Zahlen von 3 an und für « die jeweilen um 4 wachsenden Zahlen von 
2 an setzt; die größtmögliche Zahl für die y ist 59, für die 2 54, für 
die « 50; es handelt sich also darum, aus den drei Reihen von Zahlen: 


1,28, Fo Se RR IE 
3 0520 A AT und 
2 NO ee PS EC) 


wieder wie im vorigen Falle und mit derselben Beschränkung Kom- 
binationen zu je dreien zu bilden; die Zahl der Lösungen ‘ist in diesem 
Falle 1443, also die Gesamtzahl der Lösungen 2676. — SnopsA* hat, wie 
man aus der Aufgabe ersieht, die zweite Gruppe zuerst behandelt, die 
erste nur ganz kurz berührt. 
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Anhang. Leider haben wir hier nur ein Bruchstück einer Abhandlung 
ähnlichen Inhaltes vor uns, der Anfang fehlt. Die Vermutung liegt nahe, 
es möchte dieses Bruchstück aus einem Kommentar der Arbeit Sxopyz's 
stammen, und der Kommentator vielleicht der oben genannte Verfasser 
der beiden Glossen Arpar Ep-pin ‘Omar b. ‘Azraw, sein. Wir geben hier 
den Anfang dieser Aufgabe, wie er dem Schlusse entsprechend ungefähr 
gelautet haben mag: 


„Es kauft jemand 400 Vögel von vier Arten, Tauben, Rebhühner, 
Hühner und Sperlinge; eine Taube kostet eine Drachme, ein Rebhuhn 
3 Drachmen, ein Huhn 2 Drachmen und 7 Sperlinge eine Drachme. Er 
hat 400 Drachmen, wieviel kann er von jeder Art kaufen? Man nehme 
die Zahl der Tauben = 340 an,') setze die der Rebhühner = x, die der 
Hühner = y, dann ist die Zahl (z) der Sperlinge also =60 — x — y... 

Nachdem die Zahl der Tauben (u) = 340 angenommen war, hatte 
man also die beiden Gleichungen: 


x + y + 2 = 60 
8x + 2y + +2 = 60, 


aus denen durch Elimination von 2 sich ergab: 
20x + 13y = 360. 


Diese Gleichung und auch die folgenden, die sich bei anderer An- 
nahme der Taubenzahl jeweilen ergeben würden, scheinen nun, nach dem 
Text zu schließen, auf andere Art gelöst worden zu sein, als es von 
SuopJA‘ geschehen ist, und dieser andere Weg wird, wie oben schon 
bemerkt wurde, wohl mit dem indischen Zerstäubungsverfahren identisch 
oder doch verwandt gewesen sein. Was die Zahl der Lösungen anbetrifft, 
so wird dieselbe ca. 1700 betragen; ich habe die Lösung der Aufgabe 
nicht vollständig durchgeführt, sondern nur die Fälle geprüft, in denen 
die Zahl der Tauben durch 5 teilbar ist, also die Fälle von 395 bis 
5 Tauben. Bei diesen ergaben sich im ganzen 341°) Lösungen, also wird 
die Zahl aller etwa 5mal größer sein. Bei 395 bis 370 Tauben gibt es 
keine Lösungen, bei 365 eine, bei 360 wieder keine, von 355 an gibt es 
stets Lösungen bis auf 5 Tauben hinunter, in welchem Falle man neun 
Lösungen erhält; auch die vier Fälle von 4 bis 1 Taube ergeben jeder 


neun Lösungen. 


1) Warum gerade diese Zahl gewählt wird, weiß ich nicht. 
2) Der Text hat unrichtig 334, diese Zahl würde auch nicht stimmen, wenn an 
jener Stelle nur die Fälle von 340 bis auf 5 Tauben hinunter gemeint wären, denn 


diese Zahl ist 337. 
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Übrigens sind bei dieser Aufgabe die sich jeweilen ergebenden 
Gleichungen mit zwei Unbekannten auch ohne das Zerstäubungsverfahren 
sehr leicht zu lösen. Bei der Gleichung 20% + 13y = 360 erkennt man 
sofort die richtige Zerlegung von 360; nehmen wir nun die Gleichung 
20x + 13y = 1572, die sich bei der Annahme von 138 Tauben ergibt, 
so ist sofort klar, daß man für y nur solche Werte setzen darf, für 
welche 13y am Ende eine 2 und als Zehnerziffer eine ungerade Zahl 
aufweist, damit 20x oder 1572 — 13y durch 20 teilbar werde; dies sind 
also die Werte 4, 24, 44, 64, 84, 104, denen die Werte 76, 63, 50, 37, 
24, 11 für x entsprechen. Nicht in allen Fällen aber ist die Sache so 
leicht, und dann kommt es eben, wie schon erwähnt, auf ein bloßes 
Probieren hinaus. Auf diese Weise scheinen eine Reihe von Mathematikern 
vorgegangen zu sein, wie z. B. Leonarno von Pısa in seinem Flos!), 
Cauquer in seinem Triparty?), Inırıus ArceBras (oder sein deutscher 
Kommentator) in seiner Algebra?) und P. Aprax in seiner Kauffmanns 
Rechnung.*) 


1) Scritti di LEONARDO PIsANo, pubbl. da B. Boncomracnı 2, Rom 1862, S. 247— 248. 

2) Bullett. di bibliogr. d. sc. matem. 13, 1880, S. 652. 

3) Abhandl. zur Gesch. der mathem. Wissensch. 13, 1902, 8. 571—573. 

4) P. TreurLeım, Das Rechnen im 16. Jahrhundert, in den Abhandl. zur 
Gesch. der Mathem. 1, 1877, S. 91, und G. Enzström in Biblioth. Mathem. 7,, 
1906/7, S. 392—393. 
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Hindu numerals in the Fihrist. 


By Louis C. KarpınskI in Ann Arbor. 


SILVESTRE DE Sacyr!) was one of the first to call attention to the 
two forms of numerals in use among the Arabs. The type of numerals 
ordinarily*) called Indian are quite like the modern Arabic (of Arabia), 
while the gobar (or dust) forms resemble somewhat these which we use. 
The term gobär is connected with the fact referred to by au-Birünt in 
his work on India, that the Hindus performed arithmetical calculations 
on a sand board.) In a work?) translated by Worrckz the designations 
Indian and gobar are interchanged, Indian being applied to the modern 
European forms and gobär to the Arabic. At first the supposition was 
made that the gobär system was characterized by the use of superposed 
dots to denote the successive powers of ten, thus 2 for 20, 2 for 200 
and so on. However, as Worrckz shows’), this usage was not confined 
to either of the two types, as in fact in one manuscript the notation of 
the superposed dots is employed with both the gobär and the Indian 
forms. It is hardly necessary to state that both types were also used 
without the superposed dots. The gobär forms, it is stated by Hoszın 
IBN MuHAMMAD AL Mamarrif), were commonly employed in the Occident 
while the Indian forms were more common in the Orient. 





1) Grammaire arabe, Paris 1810, Tome I planche VIII. 

2) So in the three Arabic works, of the fifteenth to the eighteenth centuries, 
cited y Worrcke in his Mémoire sur la propagation des chiffres indiens; Journal 
asiatique 1,, 1863, p. 58—69. 

3) The story is told in the first passage cited by Woxroxe (Propagation des 
chiffres indiens, p. 60) that a man from India spread dust on a board and showed 
how to perform arithmetical operations thereon. 

4) Introduction au calcul Gobäri et Hawai; Atti dell’ accademia ponti- 
ficia dei Nuovi Lincei 19, 1866, p. 361—383. 

5) Propagation des chiffres indiens, p. 244—246, note. 

6) Propagation des chiffres indiens, p. 63. 
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Confirmation of the early use of the gobar numerals in the West is 
given by two Spanish manuscripts') of the tenth century which contain 
the gobär characters without the zero. In both cases the reference is 
an addition to the first chapter of the third book of the Origines of 
Isiporus of Seville, in which the Roman numerals are under discussion. 
“Item de figuris arithmeticis. Scire debemus Indos subtilissimum ingenium 
habere et ceteras gentes eis in arithmetica et geometria et ceteris libe- 
ralibus disciplinis concedere. Et hoc manifestum est in novem figuris, 
quibus designant unumquodque gradum cuiuslibet gradus. Quarum hae 
sunt forma”: and the nine figures follow. 

Probably the oldest known Arabic work containing all the numerals 
is the one written at Shiraz by the geometer Aumsp 18N MuHAMMAD, IBN 
“Asper-Gariv, Asü Sa’in, AL-Sıdzi?) in the year 970 A.D. The forms 
used do not correspond, as a whole, to either of the types mentioned; 
the two is given both as the Arabic } and in a form not unlike the 
modern 2. ” | 

The Fihrist (987 A.D.) gives an account?) of an Indian notation 
employing dots placed below the numerals. Both Worrcke and DE Sacy 
were familiar with Arabic manuscript copies of this work and it is rather 
surprising*) that neither of these scholars noted the passage of which I 
present here a free translation°): 


“A word about India.” 


“These people differ in languages and in religions, and they have a 
number of writings. Someone who traveled in their countries told me 
that they have about two hundred different writings (alphabets). He said 
that he saw a golden idol in the house of the sultan which was said to 


1) P. Ewazp, Mitteilungen; Neues Archiv d. Gesellschaft für ältere 
deutsche Geschichtskunde 8, 1883, p. 354—364. One of the manuscripts is of 
976 A.D. and the other of 992 A.D. 

2) Woercke, Sur une données historique relative à l’emploi des chiffres indiens 
par les Arabes; Annali di scienze matematiche e fisiche 6, 1855, p. 321— 324. 

H. Surer, Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke; 
Abhandl. zur Gesch. d. mathem. Wiss. 10, 1900, p. 80. 

3) Professor Brünnow (Princeton University) and I recently chanced upon this 
passage in looking through the Fihrist. 

4) It is possible that the section in question was not present in the manuscripts 
to which they had access. The passage is found on pages 18 and 19 of the Kitab 
al Fihrist by G. Frücer, Leipzig 1871—72. This work was given out after Professor 
Früser’s death by J. Rorpıger and A. MvELLER. 

5) I am indebted for the translation to Dr. A. Yonannan, Columbia University. 
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be the picture of Buddha. It is a man sitting on a chair, numbering') 
with the fingers of one of his hands thirty. Upon the chair was writing 
like this?): 
AE XVe 
A Ù ter HE = 


And this man, mentioned above, says that mostly they write by 
nine letters, like this°): 
11Vvearm 


and they represent: L_;,55-wf. This terminates in L, and then 
they turn again to the first letters and put the dots under them, thus: 


LAN LA A 


These then become: Le sy )e JS increasing by tens (ten and 
ten) and ending in >. They write then in this way, putting two dots 


under every letters, thus: 
TER TETE 
8 


1) The Arabic word used by the writer is given in E. W. Laxe’s An arabic 
english lexicon (London 1863—1893) as meaning to number with the fingers. So 
also in the notes by Frücer, Fihrist, Vol. II, p. 10. 

2) Dr. Gray (Columbia), who has been kind enough to examine this inscription 
somewhat carefully, has not been able to locate the alphabet of the writing. It is 
unlike any of the forms given by Bünter, Indische Paläographie. As other in- 
scriptions and alphabets in the Fihrist (of which the manuscript from which these 
are taken is of date 1220 A.D.) are accurately copied, it is to be presumed that 
this one is also. 

The forms written below in this inscription, and in the number series are 
variations found in other manuscripts. 

3) FLüseL gave a resumé of the Fihrist in 1859 in the Zeitschr. d. deutschen 
morgenländ. Gesellsch. 13, 1859, p. 559—650: Über MUHAMMAD IBN ISHAX’s 
Fihrist al-‘ulum. In regard to this paragraph he says: “Der Verfasser, der nun nach 
Sind... übergeht, läßt dieses Gebiet von einem Volke bewohnt sein, dessen Sprache 
ebenso in verschiedene Dialekte wie seine Religion in verschiedene Secten zerfalle. 
Es bediene sich mehrerer Schriftarten ..., von denen der Verfasser einige erwähnt und 
ihre Eigenthümlichkeiten bezeichnet. Die Zahl der Buchstaben ist nicht groß, sie 
ergänzen aber die fehlenden durch Beifügung von Puncten.” In view of the fact that 
the explicit statement is made “increasing by tens’ and the further fact that these 
forms are found later as numerals, it is certain that the writer is giving here a 
system of numeration. 

Later in his critical notes (Kitab al-Fihrist, Vol. II, Leipzig 1872, p. 10) FLüser 
refers to the third line, having two dots below, as a “Zahlenreihe”, calling attention 
to the omission of the eighth symbol in all codices which he used. 

Possibly these subscript dots are used here only as we use Roman numerals. 
Wogpcxe (Propagation des chiffres indiens, p. 245—246) states that this is the way 
in which the superposed dots are employed and not for computations. 
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These then are bö, ww (x, 5"), ending in 5. Then is written the 
first letter as it is originally, and this is the figure of the letter T, 
plaeing three dots under each letter like this. So they come to all the 
letters of the mu‘jam (Persian letters)?), and they write whatever they 
please.” ?) 

In the next section in which the people of the Soudan are discussed 
the writer states that these people do not have any writing of their own 
but that they use the hindijah, meaning the characters which have just 
been explained. 

With the single exception of the five, these forms are almost iden- 
tical with numerals used in an arithmetic in the Plimpton library by 
Dsamscnuın which was written in 1516 A D. Even the five is only slightly 
different. Their correspondence to modern Arabic forms is apparent. 


1) we or Ë is omitted. 

2) These letters represent the higher hundreds and 1000. 

3) Meaning evidently that they could write any number as large as you please. 

It is rather striking that the sixteenth century manuscript, cited by WorrckE 
(Propagation des chiffres indiens, p. 509) should give the system with the superposed 
dots to the same number (1000, or 1 with three dots) as it is here given. 
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Robert of Chester's Translation of the Algebra of 
Al-Khowarizmi. 
By L.C Karpıskı in Ann Arbor. 


The important role played by the Algebra of Ar-Kmowarızmı is 
attested by the numerous works of the fifteenth and sixteenth centuries 
which contain either excerpts from the Latin versions or translations from 
the Latin into German or Italian. The library of Mr. G. A. Pıimprox!) 
includes three manuscripts which treat of algebra after the manner of the 
great Arab writer. Probably the most important of these is the „Liber 
Manvcmeri de Algebra et almuchabala. 1. recuperationis et oppositionis?)“ 
of date 1456, probably a German or Austrian product. This follows quite 
closely the Lisrı”) version, but contains some material not found in the 
text published by Lıert. An Italian mathematical treatise of about 1464) 
gives an almost word for word translation of the sections in which Ar- 
KHowarızmı explains the six fundamental equations. Not only in Italy 
and Germany but in France also this algebra was studied, for RorLzannus?), 
writing in 1424, devotes considerable attention to the subject, following 
Ar-KnHowarızurs method of presentation. 

For the sake of completeness it may be well to recall here The 
Algebra of Mosammen Ben Musaf) in Arabic and English, and another 
Latin translation’) attributed to GERARD OF ÜREMONA.’) 


1) See D.E. Smıra, Rara Arithmetica, Boston 1908. 

2) Smiru, ]. c., p. 454—456. The .l. in the above title is the ordinary ligature 
for „id est“. I find the same symbol in the Vienna codex, Nr.4770, f. 10a, with 
meaning „id est. 

3) Histoire des sciences mathématiques en Italie, Vol. I, Halle 1865. 

4) Seien, 1. c., p.459. The date 1464 occurs so frequently in the problems that 
it seems a more probable date than 1460 as given by Professor Suırn. 

5) Suirx, 1. c. p. 446—447. 

6) By Fr. Rosen, London 1831, from an Oxford manuscript of 1342. 

7) B.Boncomraanı, Della vita e delle opere di @HERARDO CREMONESE; Atti d. 
Accad. pont. dei nuovi Lincei, June, 1851. The algebra is given on pages 28—51 
of the reprint, together with a plate. 

8) See A. A. Bsörnso, Biblioth. Mathem. 6,, 1905, p. 239 — 241; G. Exesrrôüm, 
1. c. 9,, 1908/9, p. 73 —74. 
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STEINSCHNEIDER!) directed attention to the translation of Ar-Knowa- 
rIZMr's Algebra by one Rosertus Cesrrensis?) (probably Rogerr or READING) 
which is found in Cod. Vindob. Nr. 4770, f. 1a—12b. To this same manu- 
script Currze*) made reference in a later article. Wapprer‘) has given 
a brief description of a similar manuscript in the K. Bibliothek in Dresden 
(codex Dresd. © 80, f. 340a—348b). The commentary *) on Ar-Kuowarızurs 
Algebra by Apriex Romaın was based upon RoBerTs translation. Aside 
from the texts here cited the Columbia University Library possesses a 
copy of RoBerrs version in the handwriting of Jomann ScHEUBEL°) (or 
SCHEYBL). 

The title page of ScHEuBELS manuscript reads as follows: 

Breuis ac dilueida regularum Algebrae descriptio, autore Joanne 
SCHEUBELIO, in inclyta Tubingensi academia Eucuıvis professore ordinario.’) 
Huic accedit liber consumatissimi mathematici Jorpant, de datis: 

Liber praeterea, continens demonstrationes regularum Algebrae, Arabice 
olim conscriptus. 

Qui ambo eodem ScHEUBELIO nunc primum, quantum fieri potuit 
emendate in lucem aedita, et aptissimis atque utilibus exemplis illu- 


strata sunt. 
Gratia et priuilegio. 


The algebra is briefer than Scaeusezs published algebra of 1551 and 
with different problems (in general) although the plan is much the same) 
The „De datis“ is of interest chiefly because it indicates the prominence 


1) Zeitschr. d. deutschen morgenländ. Gesellsch. 25, 1871, p.104, and 
Zeitschr. für Mathem. 16, 1871, p. 392—393. 

2) RoBERT OF ÜHESTER. 

3) Centralblatt f. Bibliothekswesen 16, 1899, p. 289. 

4) Zur Geschichte der deutschen Algebra im 15. Jahrhundert; Programm 
Zwickau 1887. 

5) H. Bosmans, Le fragment du Commentaire d’Adrien Romain sur l’Algèbre de 
MAHUMED BEN MusA Er-CHOWAREZMI; Annales de la société scientifique de 
Bruxelles 30, 1906, p. 267—287. 

6) This copy was acquired some years ago through Professor D. E. Smıra who 
later secured photographs of pages from ScHEuBEL’s manuscripts in Tübingen. A 
comparison of the handwriting leaves no doubt that this was the work of SchEusen's 
own hand. Even in the extended biography of Schzuser by H. Sraısmürter (Abhandl. 
z. Gesch. d. Mathem. 9, 1899, p. 429—469) no mention is made of this work which 
was evidently prepared for publication. 

7) This is the same as his designation of his title and residence in his Eucrn 
edition of 1550 (StaısmÜüLter, 1. c. p. 436). 

8) ScHEuger'’s Euczin edition (1550) is prefaced by a „Brevis regularum algebrae 
descriptio, una cum demonstrationibus geometricis‘‘ (76 pages). The text is different 
from that of this manuscript and from his 1551 algebra. 
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given to this work of Jorpanus by mathematicians of the sixteenth cen- 
tury. In addition to the statement of the propositions, 113 in number 
and divided into four books, ScHEUBEL usually adds to each example a 
»Solutio per regulam Algebrae“ in which he uses the algebraie symbolism 
„co“ for „cosa“ (x), the square root sign y for „substantia“ (x?) and „N“ 
for „numerus“, as well as + and — signs. The explanatory text is not - 
as complete as that given in the work „De numeris datis“ edited by 
Teeurrein!), nor is the wording of the propositions exactly the same. 

Rogert or Reapına?) (Roserrus Rerinexsis), famed as the first 
translator of the Koran, is said to have travelled extensively before set- 
tling in Spain to make translations from the Arabic. His version of the 
Koran was completed in 1143 which labor he regarded as only pre- 
paratory to his study of astronomy and astrology. In an introductory 
letter to his translation Rogerr dedicates himself to these sciences. In 
1144 À. D. he finished the work „De Compositione Alchemiae“ and in the 
year 1147 À. D. (1185 of the Spanish Era), ProrLemv’s „De Compositione 
Astrolabii“. The Algebra was written in 1144 A.D. The correspondence 
of the dates of the translation of the Koran by Roserr ve KETENE with 
the dates of these astronomical and other works by RoßBErrus ÜESTRENSIS, 
together with Roserr or Krrzne’s avowed purpose of devoting himself 
to scientific labors would seem to establish conclusively that these various 
spellings stand for the same name. 

The ScHEUBEL manuscript gives no less than three designations which 
might serve as 
title of the al- 


bra. The titl Us à 
Se Be ER Ale Argebree vH PETER ., 


page proper to 7 — 


RoBErT’s exposi- Lu : SA Ar be Le n Aro eg 
tion (p. 71 of the an ne Er 

Ms.) reads: Liber Myeleo 

Algebrae et Al- Er 


mucabola, conti- JO so, uno eye on 
nens demonstra- Be Te Cort ofen, VE 5 
tiones aequatio- Fer? SR EN IB et) 3 1 2. 
num regularum | 


, Po wmv Vie 
Algebrae. es A if 


1) Abhandl. z. Gesch. d. Mathem. 2, 1879, p. 135 —166. 

2) The biographical notes are taken largely from the Dictionary of national 
biography. Various other forms of the name are given, including „Roserr the 
Englishman‘, and RoBERTUS CESTIENSIS. 
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Ab incerto authore olim arabice conscriptus atque deinde a RoBERTO 
Cusrrenst, in ciuitate Secobiensi anno 1183, vt fertur, latino sermoni 
donatus. 

At the top of the next page begins: „Liber Algebrae et Almucabola, 
de quaestionibus arithmeticis et geometricis. In nomine dei pii et miseri- 
cordis ineipit liber Restaurationis et Oppositionis numeri quem aedıdit 
Manomer filius Mosı AraauriziN, dixit Manomer, Laus deo creatori, qui 
homini contulit scientiam inueniendi vim numerorum.“ At the end stands 
(p. 122 of the Ms.): „Laus deo praeter quem non est alius. Finis libri 
restaurationis et oppositionis numeri quem Rossrrus Cesrrensis de Arabico 
in latinum in ciuitate Secobiensi transtulit anno millesimo centesimo octo- 
gesimo tertio.“!) 

The divisions of the work are very similar to those of the Lisrı 
version, and indeed to the Rosen and Boxcompacnt editions. A comparison 
of the four renderings gives little evidence of different Arabic originals 
except that there is a long introduction in the Arabic as given by Roszn, 
and the geometrical problems and the inheritance problems which form 
so large a part?) of that edition are not found in any of the other 
versions. Differences in terminology and construction are frequent and, 
we may say, inevitable in translating into Latin from such a fundamen- 
tally different language as the Arabic. Similar variations would doubtless 
occur in three separate English or French translations of the same Chinese 
original. 

Roserr's version of the algebra begins with a consideration of numbers 
as derived from unity and proceeds to a discussion of the three classes 
of numbers of restoration and opposition, — roots, squares and numbers. 
The designations herein used are radix and occasionally res for root, 


1) The Vienna codex begins: „In nomine dei pii et misericordis Incipit liber 
restaurationis et oppositionis numeri quem edidit MAnumen filius Moysı ALGAURIZIM*, 
and it ends: „Explicit liber restaurationis et oppositionis numeri, quem RosErTus 
CESTRENSIS ex arabico in latinum in civitate Sectobiensi transtulit Era MCLXXXLUL“ 
STEINSCHNEIDER (Zeitsch. f. Mathem. 16, 1871, p.376) gives the name of the city 
(Segovia) as Segobiensi. Currze (l. c.) misreads the date as MCLXXXL. 

ADRIEN Romam (Bosmans, 1. c.) writes Ar-Knuowarızur’s name „MAnumen filius 
Moysıs ALGAorızım.“ 

The Dresden codex has further variations: „In nomine dei pii misericordis 
Incipit liber instauracionis et opposicionis numeri quem edidit MaAcnumen filius 
Moysı ALGAURIZM.“ 

The author is indebted to Professor E. Divrzz for photographs of the Vienna 
codex 4770, f. 1a—12b, and to Mr. L. L. Locke for the above reproduced photograph. 

2) Of 174 pages of translation (with some notes) 89 pages are devoted to „eu 
Legacies‘* and over 15 pages to „Mensuration“. 
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substantia for square and numerus or solus numerus for number alone. 
The six cases!) as taken up are entirely similar in order and in the 
numerical data of the problems to those in the other editions noted above. 
So also the geometrical explanations follow, on the whole, the corresponding 
sections. 

Among the differences in terminology especially worthy of note are 
the words used for tens, — articuli?), greater numbers”) and nodi*). The 
Arabic word of which these terms represent diverse conceptions is ‘uqud 
which means tens. The verb from which this word is derived has the 
meaning „to knot“, the connection evidently being with the ancient prac- 
tise of tying knots on a string to indicate tens. 

The chapter „on Mercantile Transactions“ is found in SchEuBEr’s manu- 
script as the „Caput rerum venalium“, and also without separate title in 
the Vienna codex, although according to WarrLer°) it is not found in the 
Dresden manuscript. The content follows closely the Liskı text. Some 
interest attaches also to a chapter heading „Caput adiectionis et diminu- 
tionis“®) (ScHEUBEL) or ,Manumep de additis et diminutis“ (Vienna). The 
paragraphs dealing with the addition and subtraction of the square root 
of two-hundred’) do not appear. 

ScHEUBEL adds without the name of RosBerr or Reapıne, „Addita 
quaedam pro declaratione Algebrae“ (p. 123—157 of the manuscript). 
Herein are duplicated many of the problems of the text proper and further 
some problems found in the Lısrı and Rosen versions. While these may 
go back to Roserr it is possible that Scxeusez had some other source 
of information in regard to Ar-Kuowarızurs Algebra. Included also is 
the work on the root of two-hundred in the form of four „aenigmata“ 
with a slightly varied geometrical explanation. 

In order to give the reader a clearer notion of the variations in the 
three manuscripts of this translation by Rosertr or CHzster Î add here 


1) #=ax, x°'=n, ax=n; ax +bz=n, a*x+n=bx, be tn=au. 

2) Lıser text and the Boncomracnt text. 

3) Rosen, 1. c. 

4) ScHEUBEL manuscript and Vienna manuscript. See also Worrcke, Journal 
Asiatique 1,, 1863, p. 276. 

5) L. c. p.1. A side from this the Dresden manuscript is complete. 

6) H. Surer, Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke, 
Leipzig 1900, p.10. Ar-Knowarızuı is given as the author of a work „Über die Ver- 
mehrung und die Vermindung“. See also Exesrrôm, Biblioth. Mathem. 8,, 1907/8, 
p. 184—185. 

7) Lisrr, 1. c. p. 271-273; Rosen, L. c.p.27 and 31—33; Boncomraanı, L. c., re- 
print p. 40. 

Bibliotheca Mathematica. III, Folge. XI. 9 
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corresponding sections from the Sonxusez, the Vienna, and the Dresden‘) 
manuscripts. The use of the word „rumbum“ for „square“ is striking. 


ScHEUBEL manuscript, p. 81 and 82: 
Dixit ALGAURIZIN 


... Sex sunt modi de quibus, quantum ad numeros pertinet, suffi- 
cienter diximus. Nunc vero oportet vt quod per numeros propo- 
suimus ex geometrica idem verum esse demonstremus. Nostra igitur 
prima propositio talıs est. 
Substantia et 10 radices 39 coequantur drachmis. | 
Huius probatio est, vt quadratum cuius latera (p. 82) ignorantur, 
proponamus ... 


Dresden manuscript, f. 341b: 

Dixit Arscuvarızım Sex autem sunt modi de quibus quantum ad 
numerum pertinet sufficienter diximus Nunc vero oportet ut quod 
numero proposuimus geometrice idem verum esse probemus Nostra 
ergo prima proposicio talis est Substantia et X radices XXX et 
nouem coequantur dragmatibus Huius probacio est ut Rumbum?) 
Cuius latera ignorantur proponamus | 


Vienna manuscript, f. 3a: 
... Dixit Arevarızın Sex autem sunt modi de quibus quantum ad 
numerum pertinet sufficienter diximus Nunc vero oportet quod 
numero proposuimus geometrice idem verum esse probemus Nostra 
igitur prima propositio talis est Substantia et 4 radices 29 coe- 
quantur dragmatibus Huius probatio est vt rumbum cuius latera 
ignorantur proponamus ... 


SCHEUBEL manuscript, p. 92 and 93: 
... Nunc pario quomodo res vel radices, quando vel solae vel cum 
illis numeri fuerint: aut quando ex eis numeri extracti, seu cum 
ipsae ex numeris extractae fuerint, ad inuicem multiplicentur, vel 
quomodo ad inuicem iungantur, vel ex aliis diminuantur deinceps 
dicendum est. 

In primis, ergo sciendum est, quod numerus cum numero multi- 
plicare non possit, nisi cum numerus multiplicandus toties sumatur, 
quoties in numero cum quo ipsem multiplicatur, vnitas reperitur. 
Cum ergo nodi: seu incerta et obscura cognitio?,: numerorum et 


1) I am indebted to the Directors of the Dresden and Leipzig University 
Libraries for photographic reproductions of the Dresden manuscript. 

2) In margin the scribe has written „rumbum“. 

3) This phrase is interjected, evidently by ScHEuger. 
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cum illis aliquot vnitates propo- (p. 93) sitae fuerint, aut si vnitates 
ab illis subtractae fuerint, tune multiplicatio quater repetenda erit, 
hoc est nodi primo cum nodis, vnitates deinde cum nodis, et nodi 
cum vnitatibus, ac tandem vnitates cum vnitatibus multiplicandae 
erunt. 


Dresden manuscript, f. 343b. 

. .. Nunc ergo addendum est quomodo res: radices quando sole 
fuerint, uel quando cum illis numeri fuerint aut quando ex eis 
numeros extraxerunt, seu quando ipse ex numeris extracte fuerint 
ad inuicem multiplicentur, ei qualiter adinuicem iungantur et qualiter 
quidam ex aliis diminuantur In primis ergo sciendum est quoniam 
numerus in numerum multiplicari non posset nisi numerus dupli- 
candus tociens duplicetur quociens in numero quem ipse multipli- 
catio vnitas reperitur Cum ergo modi numerorum et cum illis ali- 
quot vnitates proposite fuerint aut si vnitates ab illis subtracte 
fuerint tune multiplicatio quater repetenda erit id est modos!) in 
prima modis multiplica et vnitates et iterum vnitates in modis et 
vnitates in vnitatibus 


Vienna manuscript, f. Ga: 

... Nune ergo dicendum est quomodo res id est radices quando sole 
fuerint uel quando cum illis numeri fuerint vel quando ex eis 
numeros extraxerint seu quando ipse ex numeris extracte fuerint 
adinuicem multiplicentur et qualiter adinuicem iungantur et qualiter 
quidam ex aliis diminuantur In primis ergo sciendum quoniam 
numerus in numerum multiplicari non potest nisi numerus multi- 
plicandus tociens duplicetur quociens in numero in quaın ipse multi- 
plicatur vnitas reperitur Cum ergo nodi numerorum et cum illis 
aliquot vnitates proposite fuerint aut si vnitates ab illis subtracte 
fuerint tune multiplicatio quater repetenda erit id est nodos in nodis 
multiplica et vnitates in nodis et iterum vnitates in nodis et vnitates 
in vnitatibus 


1) „modos“ instead of „nodos“, later the scribe uses „n“. 


9 * 
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Fourier s improvement of the Newton-Raphson method 
of approximation anticipated by Mourraille.) 


By FLORIAN Cagort in Colorado Springs. 


It is well known that the Newronx-Rarusox method of approximation 
to the roots of numerical equations, as it was handed down from the 
seventeenth century, labored under the defect of insecurity in the process, 
so that the succesive corrections did not always yield results converging 
to the value of the root sought. The earliest removal of this defect has 
been attributed to Fourier”), and is generally considered among the more 
important results reached by Fourier on numeral equations. 

It is the purpose of this note to point out that, in this improvement, 
Fourier was anticipated 50 years by J. Raym. MoURRAILLE. 

Regarding the Newron-Rapsson method of approximation, LAGRANGE 
expressed himself in his Resolution des équations numeriques?) as follows: 
»-.. elle n’est pas toujours sûre; car en négligeant à chaque opération 
des termes dont on ne connoît pas la valeur, il est impossible de juger 
du degré d’exactitude de chaque nouvelle correction; et il peut arriver, 
dans les équations qui ont des racines presque égales, que la série soit 
très-peu convergente, ou qu'elle devienne même divergente après avoir. 
été convergente“ Again in Note V of the same publication (p. 140): 
»--. il est difficile, peut-être même impossible de trouver à priori un 


1) In another article we shall point out that what is called „Newron’s method 
of approximation‘ in modern texts is not Newrow’s method at all, but Rarnson’s 
modification of it. 

2) See for instance, A. Loewv's translation of Fourıer’s Analyse des équations 
déterminées, Osrwazn’s Klassiker No. 127, Leipzig 1902, p. 244; G. Fourer, Sur la 
méthode d’approximation de NEWTON, Paris 1891, p. 5; A. Xavier, Approximations 
numériques, Paris 1909, p. 132. Fourıer’r improvement of the Nzwron-Rarnson me- 
thod was given in two publications: a) Question d’analyse algébrique; Bulletin des 
sciences, par la Société Philomatique de Paris, 1818, p. 61—67; b) Analyse 
des équations déterminées, Paris 1831. 3) Paris 1798, p. 3. 
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caractere pour juger si la condition dont il s’agit est remplie ou non“, 
and (p. 141) „d’oü l’on peut conclure en général que l’usage de la 
méthode dont il s’agit n’est sûr que lorsque la valeur approchée a est 
à la fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles 
de l'équation, et que chacune des parties réelles des racines imaginaires. 

MouRrRAILLE, as we shall see, had removed these difficulties thirty 
years before Lasranez issued his book of 1798. Mourraizzes researches 
are contained in his Traité de la résolution des equations.') 

MourrAıLıLE was for 14 years, until 1782, secretary „de la classe des 
sciences“ of the academy at Marseille. About the time of the French 
Revolution he became mayor of Marseille and during the political uphea- 
vals that followed he was accused of several crimes.?) 

In the preface to his Traité Mourrazze states that he has consulted 
only the researches of Newrow, Macraurın and some other English writers, 
and the French work (the Analyse démontrée) of Reynzav. He was a 
great admirer of the Newronian and an opponent of the Lriısnızian ex- 
position of the calculus. Of Newron’s method of approximation he says, 
„Cette Méthode fait l’Objeet principal de mon Ouvrage“ (Préface p. I), 
and he explains p. I, „Mais au-lieu que Nrwron déduit cette Méthode, 
d’un raisonnement purement analytique, je la derive de la Propriete 
generale des Courbes“ It is worthy of notice that both Newron and 
LAGRANGE approached the problem by purely analytical considerations, 
and LaGranGe considered its solution difficult, if not impossible, while 
Mourraïzze and Fourrer both introduced also geometrical considerations 
and thereby arrived at analytical criteria which are sufficient to insure 
security in the operation of Newrows method. MourrAILLE gives 66 
drawings. 

MovrrAILLE explains the elements of the theory of equations, gives 
theorems on the limits of roots due to Rozze, gives Nzwron’s, MacLAURIN’S 





1) Traite de la resolution des equations en general. Premiere partie. Des equa- 
tions invariables. A Marseille, A Paris, MDCCLXVUI. (The second part, De la ré- 
solution des equations fluxionnelles, I have not seen, but I take it to be the work 
published in 1781 under the title Traité des fluxions.) This large quarto volume of 
445 pages has remained quite unnoticed by mathematicians. It is referred to by 
W. F. A. Murmar»o in his Litteratur der math. Wiss., Zweiter Band, Leipzig 1798, 
p. 299. The only review of it that we have seen is in the Journal des Sçavans, 
March 1769. Mourraizze is not given in Poacenporrr’s Handwörterbuch, nor have we 
seen mention of him in publications on the solution of numerical equations. 

2) For biographical data, see Histoire de l'académie de Marseille depuis sa fon- 
dation en 1726, jusqu'en 1826; par J. B. Laurar», 1° partie, Marseille 1826, p. 266, 
382, 389, 396, 465; 2° partie Marseille 1829, p. 49, 334. Also Histoire de Marseille, 
par Aucustın Fagre, Tome second, Marseille et Paris 1829, p. 409, 496. 
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and Campgers tests for imaginary roots, explains how to try for linear 
and quadratic rational factors and commensurable roots of an equation, 
deduces analytical conditions for maxima and minima, for direction of 
curvature and for points of inflexion. The general conclusion at which 
he arrives is that Newrow’s method always proceeds with security, if one 
selects as the first approximation a value À for x, such that the curve 
is convex toward the axis of x for the interval between A and the root. 
The main difference between the old mode of procedure and his own is 
that the old does not specify whether the first approximation shall be 
taken larger than the required root or smaller, while his revision of it 
does so specify. MourrRAILLE considers the special case of multiple roots, 
and the case where a root is at a point of inflexion of the curve while 
the curve is at the same time concave toward the axis of x on both 
sides. He does not always rely upon the looks of the curve to deter- 
mine the convexity; he can tell this with greater certainty by examining 
the fluxions, especially near a point of inflexion (p. 428). 

To explain his ideas and to point out the insecurity of the old 
process, MouRRAILLE considers the following figure.!) 

1. Let P be a variable point on the axis of x between A and B. 
From P imagine the ordinate drawn to the curve, also the corresponding 
tangent. Designate the subtangent by Pp. Movurraïcre says that, to his 
knowledge, no one be- 
fore him has pointed 
out that the correction 
to the assumed approxi- 
mation to the root, ob- 
tained by the Newrow- 
Rarsson method, repre- 
sents geometrically the., 
length of the subtan- 
gent to the curve. As 
P moves from II to 
D, p moves from N 
toward B. If OP is 
taken between OII and 
Ox, the subtangent is very large and Newron’s process causes divergence 
from the value of the desired root OB; that is, the process fails. Suppose 
the part of the curve R’u"m reached down far enough to cut the axis 
of æ in the points € and D, near the point B, and that p corresponds 
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1) Fig. 54 in his book, see pages 342 — 345. 


Fourier’s improvement of the Newton-Raphson method of approximation ete. 135 


to a point in the arc R'C which is convex to the abscissa, then the 
second and all subsequent subtangents yield approximations to the root 
OC, instead of the desired root OB. This same wrong root is appro- 
ached, if p corresponds to certain points in the are WR’ or to certain 
other parts of the curve. Or we may obtain some other root OD in 
place of the desired root OB. 

2. If OP — On, then p falls at r, which corresponds to » on the 
concave part Ru' of the curve. On the second application of the process 
the point p returns to the starting point x. Thus, repeated applications 
cause oscillations to and fro, but no approach to the root. 

3. There is a point =, such that p falls at 7’, which corresponds to 
v' on the curve. The second application of the process places p at B, 
thus yielding the desired root accurately. 

4. There is a point x”, such that p falls at Q, which corresponds to 
the point of inflexion R, so that the second step yields the position 7 
on the convex side of 5, from which the desired root OB is safely 
approached. 

5. The point x is therefore „la Limite entre la convergence et la diver- 
gence de la suite“; between x and B there is convergence, between x 
and II there is divergence. The point x' and certain other points yield 
the answer accurately after a finite number of trials. This fact is of 
no service in finding incommensurable roots, for Ox' is then itself in- 
commensurable; for commensurable roots simpler solutions exist. When 
OP lies between Ox and OD, the successive subtangents do not all have 
like signs and the convergence is usually not as rapid as when the start 
is made in the interval PQ, where the approach to the root is continuous. 
Hence, the advantage of starting on the convex side lies not only in 
perfect security, but usually also in greater speed. We may interpolate 
here the remark that Newrow, in his only illustration of his method of 
approximation, takes the equation x° — 2% — 5 — 0, and letting x = 2, 
starts on the side of the curve concave toward the axis of x, correspond- 
ing to a point P in Mourraurze’s figure, located between x and PB. The 
first correction of the assumed value yields x = 2 -1, which corresponds 
to a point between B and ©, on the convex side. It is to be noticed 
that Mourrarrre establishes for an interval x — OIT and x — 00 the 
necessary and sufficient conditions, expressed geometrically, for the suc- 
cess of the Nrwron-Raruson process of approximating to the required 
root OB. 

6. Some writers aim at greater security in the process by retaining 
terms of the second degree in the calculation of the first correction to 
the assumed value, but MourrAILLE points out that in some cases better 


136 FLorran Cagonr. 


values are obtained by using the term of the first degree without that 
of the second degree (p. 347). 

7. In the case of equal roots the curve is convex toward the axis 
of æ on both sides of the root-value, and one may begin with a value 
greater or less than the root, at pleasure. 

8. If the axis of x cuts the curve at a point of inflexion, and the 
root is not a multiple root, then the curve may be concave toward the 
axis on both sides of the point. In this case find the second fluxion 
(or the 4th, 6th, ... if necessary). As the root is common to the given 
equation and the second fluxion, solve the latter (p. 336). 

9. To ascertain whether certain roots are distinct roots, multiple 
roots or imaginaries, MourRaizze (p. 441) advances a new test of his own. 
„Si... on prend séparément pour A les valeurs des deux abscisses, entre 
lesquelles se fait le changement de signe des premieres fluxions, et qu’on 
en tire les deux suites AFSFS'FS", etc, et À + S + S'+ S'!, etc. 
exactes!) jusques à la place insensible dont j'ai parlé dans la Régle 
pratique de cet Article; alors si ces deux suites ont la même valeur, il 
seroit inutile de faire d’autres recherches, et je crois qu'on peut fort 
bien conclure sans erreur sensible, que ce sont deux, ou un plus grand 
nombre pair de Racines égales; mais si ces deux suites ont des valeurs 
différentes, ce seront deux Racines inégales; et enfin si ces deux suites 
étoient divergentes après avoir commencé d'être convergentes, on pour- 
roit conclure qu'il y a la deux, ou un plus grand nombre pair de 
Racines impossibles.“ | 

The rule given in this last quotation is the same as part of „Rule 
B“ invented later by Fourısr?), but Fourier’s treatment is far more prec- 
ise and exhaustive. 

Fourıer’s rule of procedure for single roots in his improvement of 
the Newron-Raruson method, is as follows: If one and only one root of 
the equation f(x) = 0 lies between the real numbers a and b, then the 
Newron-Rarsson method yields with certainty successive approximations 
to this root, if the first two derivatives of f(x) do not vanish for values 
of x lying in the interval between a and b, and if, of these two limits, 
that one is chosen which, when substituted for x gives to f(x) and f"(z) 
the same sign. 

It has been pointed out by Darsoux?) and others that the condition 
named by Fourter, that f'(x) must not vanish in the interval, is not 





1) These S’s are the values of the successive subtangents in the Newrox- 
RaPxson process. 

2) Fourier, Analyse des équations déterminées, Paris 1831, p. 121. 

3) Nouvelles annales de mathématiques 8,, 1869, p. 17— 27. 
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necessary. It is interesting to observe that Mourrarrre did not impose 
this condition, and, therefore, deduced a simpler set of sufficient con- 
ditions than did Fourızr. MourraiLLe nowhere epitomizes his analytical 
rule into a single statement, but he insists that the approximation begin 
on the side close to the root where the curve is convex to the axis of x. 
Now the test for convexity does not involve the question of the vanish- 
ing of the first fluxion. On page 440 he considers two small ordinates 
having the same sign and lying close to each other, between which the 
first fluxion vanishes. It is the case of two nearly equal roots. „Si les 
secondes fluxions ne changent pas de signe dans l’intervalle entre ces 
Racines, on sera assuré que la courbe est convexe vers l’abscisse de part 
et d’autre de cet intervalle, et par conséquent concave dans cet intervalle; 
mais si les secondes fluxions changent de signe dans cet intervalle, ce 
changement de signe fera connoitre les Limites entre la concavité et la 
convexité de la courbe ...“ On page 428 he speaks of a positive ordin- 
ate diminishing during approach of a root from an upper limit, while 
the first fluxion decreases also, thus indicating convexity at that place. 
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Über Jacobis Auffassung des realen Integrals 
als einer mehrdeutigen Funktion. 


Von L. SCHLESINGER z. Zt. in Frankfurt am Main. 


In allen mir bekannten Lehrbüchern der Integralrechnung und der 
Funktionentheorie, älteren und neueren, findet man die folgende Auf- 


fassung vertreten: Ein Integral _ [f(x)dx, wo a eine reale Größe, f(x) 


eine reale Funktion der realen Variabeln x bedeutet, ist eine eindeutig 
definierte Funktion seiner oberen Grenze; ist f(x) auch für komplexe 
Werte von x erklärt, also z. B. eine rationale oder algebraische Funktion, 
und faßt man jenes Integral als in der Ebene der komplexen Variabeln x 
auf irgendeinem beliebigen Wege erstreckt auf, so wird es im allgemeinen 
eine unendlich vieldeutige Funktion von x Es ist nicht möglich, 
diese Mehrdeutigkeit des Integrals hervortreten zu lassen, so 
lange man x auf die realen Werte beschränkt. | 

Die Richtigkeit des ersten Teiles dieser Aussage steht unzweifelhaft 
fest. Die zweite (in dem gesperrten Satze enthaltene) Behauptung ist 
bisher auch niemals angefochten worden. Ich will in den folgenden Aus- 
einandersetzungen zu zeigen versuchen, daß sie unhaltbar ist, und daß 
Jacogt in seinen Vorlesungen Methoden angegeben hat, die es ermöglichen, 
im Gebiete der realen Variabeln die Mehrdeutigkeit eines Integrals . 
einer realen Funktion einer realen Variabeln zur Evidenz zu bringen. 
Diese Methoden sind in dem Teile von Jacogıs Vorlesungen über elliptische 
Funktionen von 1835/1836 entwickelt, den Herr GuNxDELFINGER!) ver- 
öffentlicht hat, sie sind aber, wie Herr GunpELFInger a. a. O. hervorhebt, 
auch schon von Rosenxain in seiner Preisschrift?) vollständig angegeben 
worden. Implizite enthalten sind sie jedoch, wie ich nachweisen werde, 
schon in den $$ 4, 5 von Jacosıs Abhandlung im 13. Bande (1835) des 
Crerreschen Journals.?) 


1) Biblioth. Mathem. 9,, 1908/9, S. 211— 226. 

2) Siehe die deutsche Übersetzung, Osrwazos Klassiker der exakten Wissen- 
schaften No. 65, 8. 78, 79. 

3) Jacosıs Werke Bd. II, $. 23; datiert Februar 1834. 
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Ich disponiere meine Darlegung dieser Methoden folgendermaßen: 

1. Zeige ich, durch welche Erscheinungen das Bedürfnis wachgerufen 
wurde, ein Integral einer realen Funktion als mehrdeutige Funktion der 
oberen Grenze charakterisieren zu können; 

2. Entwickle ich die von Jacosı gegebene Methode an einigen der 
von Jacosı selbst behandelten Fällen von Integralen (mehrdeutiger) 
algebraischer Funktionen und zeige im Anschluß daran, wie dieselbe 
Methode auf Integrale eindeutiger Funktionen übertragen werden kann; 

3. Fixiere ich die historische Stellung dieser Jacosıschen Methode 
als Mittelglied zwischen Cauchy und Puiseux, Rızmans; 

4. Weise ich darauf hin, daß dieser Methode auch bei dem gegen- 
wärtigen Stande der analytischen Erkenntnis und vielleicht noch über 
diesen hinaus eine prinzipielle Bedeutung beizumessen ist. 





I. 
Für die Umkehrungsfunktion des elliptischen Integrals erster Gattung 
(1) PAL 1Ÿ CP EENECE PRDETRS (k real und kleiner 
JVi-x-1- kx? als Eins) 
0 


beweisen sowohl Aser!) als auch Jacosı?) die Periodizität mit Hilfe des 
Additionstheorems*) D. h. sie zeigen, daß die Umkehrungsfunktion 
x = A(u), die Eigenschaft hat: 


A(u) = Alu +4mK + 2m'K' y-ı) 


wo K, K' die kompletten Integrale, m, m’ ganze Zahlen bedeuten. Be- 
trachtet man also in der Gleichung x = A(u) u als Funktion von x, so 
ist diese Funktion unendlich vieldeutig (auch wenn man nur reale Werte von 
u in Betracht zieht, d. h. die imaginäre Periode ganz beiseite läßt), während 
das Integral doch, sofern man das Vorzeichen der Quadratwurzel fixiert, 
eine eindeutige Funktion der oberen Grenze ist. Eine ähnliche Diskrepanz 
zeigt sich auch schon für das trigonometrische Integral 


(2) u— 1 Ve | 


1) Recherches sur les fonctions elliptiques $ 4; Oeuvres (éd. Syrow et Lxx) 
I, p. 271. 
2) Fundamenta nova $ 19; Werke I, p. 85. 


3) In derselben Weise verfährt auch Gauss (Werke Bd. VIII, S. 94), um zu 


zeigen, daß die inverse Funktion des Integrals Ve die reale Periode 6% (siehe 


a &. O.) besitzt. Vıta® 
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Dieser Zwiespalt hat nichts Beunruhigendes, wenn man sich damit 
abfinden will, daß durch das Integral eben nur eine partikulare Lösung 
der Gleichung «= A(u) dargestellt wird, wie es ja auch nur eine parti- 
kulare Lösung der Differentialgleichung 


du 1 
de Vi-a:1—kx 





liefert. Und in der Tat finden wir auch bei Jacosı nicht das Bedürfnis, 
diesen Zwiespalt zu beseitigen, so lange die Gleichung x = A(u), die u 
in seiner vollen Mehrdeutigkeit lieferte, eine eindeutige ist, also eine gut 
faßbare Form hat, wie für das Integral (1) oder (2). Eine Änderung 
wird erst wünschenswert, wenn es sich um ein hyperelliptisches Integral 
handelt 


(«+ Bx) dx 9 9 9 
(8) fes 2%)” a = 





dessen Umkehrungsfunktion keine „analytische“ im Sinne Jacosıs ist, für 
die also keine eindeutige Gleichung zwischen u und x existiert, aus der 
u in seiner vollen Mehrdeutigkeit als Funktion von x entnommen werden 
könnte. 


IL. 


Jacosı beweist die Periodizität der Umkehrungsfunktion x = À(u) 
des Integrals (3) in seiner Abhandlung im 13. Bande des Crerreschen 
Journals auf folgende Weise!) Durch eine Substitution von der Form 





Li d + c sin? AL. 
f+gsin?gp’ 
die für jedes der sechs Intervalle 
1 1 1 1 1 1 
— 00: -(, O--.1, Le Ts AN 5%. 1 LUS 


anders einzurichten mr wird das Integral (3) in 


4 (mm + n sin? p)dœ 
Vi—p#sin: sin? æ : 1 — q? sin? y : 1 — r°? sin? p 








1) A8ez gibt in einer nachgelassenen Arbeit (Oeuvres II, p. 40) ein anderes 
Verfahren an; vielleicht läßt der Schluß der Abhandlung (Oeuvres I, p. 517) die 
Deutung zu, daß Aser später diese Periodizität mit Hilfe seines Theorems bewiesen 
habe, also ähnlich, wie für die elliptische Funktion. Jedenfalls wäre diese Deutung 
viel naheliegender als die von Bserknes (NIELS HENRIK ABEL, sa vie et son action 
scientifique, Paris 1885, p. 216) vorgeschlagene. 

2) Für das Intervall O0 . . 1 ist z. B. einfach 2—sin?p zu setzen. 
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transformiert, wo 9°, q°, r? real und kleiner als 1 sind, und dann das mit 
ö multiplizierte Integral in eine Reihe 


22 p + À, sin2p+4,sindp-+--- in inf 


entwickelt, wo 


4 0. (m+nsim*p)dp 
a ee Pen 


ist. Vermehrt man dann $ um x, so bleibt x ungeändert, während u 
sich um 240 vermehrt. 

In dieser trigonometrischen Substitution liegt — wie ich in der Ein- 
leitung bemerkt habe — implizite schon jene JAcogısche Verallgemeinerung 
des realen Integralbegriffs, die in den hier in Betracht kommenden Fällen 
ein reales Integral als mehrdeutige Funktion der oberen Grenze erscheinen 
läßt. Verfolgt man nämlich die Änderung von x, die einer Vermehrung 
von 9 um x entspricht, so sieht man, daß z. B. für das Intervall 
O<xz<1 und für x = sin? p, zunächst x bis zu dem Werte x = 1 hin 
wächst, dann von 1 bis O abnimmt, um dann wieder bis x zu wachsen. 
Wählt man etwa zu Anfang!) für O < x < 1 die Quadratwurzel positiv, 
so daß also 


ist, so haben wir, wenn p den Wert 5 erreicht hat = 1, Vaæ(1 —x)—0; 
. T . . 

wächst p dann weiter von „ bis x, so ist 1>2>0 und y«(l — x) < 0, 

und wenn endlich von x bis a+ p(< = zunimmt, so ist Yz(l1— x) 

wieder positiv und x ist zu seinem Ausgangswerte zurückgekehrt. Wir 

haben also 


p Le ze = 1 0 x x 1 
0 Kill 
Fete DR ONE MST TOURS 0 
wo unter den Integralzeichen stets der positive Wert der Quadratwurzel 


zu denken ist. Hierdurch ist gezeigt, daß die Vermehrung des im ge- 
wöhnlichen Sinne — d.h. auf dem „kürzesten Wege“ von O bis x — 
1 


genommenen Integrals (3) um den Periodizitätsmodul 2 | dadurch erzielt 


0 
wird, daß man, statt von O bis + mit positivem Inkrement und positivem 
Vorzeichen der Quadratwurzel zu integrieren, zunächst von O nach 1 mit 
positivem Inkrement und positiver Quadratwurzel, dann von 1 bis O mit 


1) Vgl. Jacosr, à. a. O. S. 32 unten. 
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negativem Inkrement und negativer Quadratwurzel, endlich von O bis x 
wieder mit positivem Inkrement und positiver Quadratwurzel integriert. 
Die Änderung des Vorzeichens der Quadratwurzel an den Verzweigungs- 
stellen 1 und O ist dem Gesetze der Kontinuität gemäß, und insofern 
frei von jeder Willkür, als bei abweichender Wahl des Vorzeichens ein 
triviales Resultat (nämlich der ursprüngliche Integralwert oder Null) ent- 
stehen würde.) Wir erhalten also auf Grund dieser Interpretation der 
von Jacosı im Bande 13 des Crerreschen Journals angewandten trigono- 
metrischen Substitution die folgende Deutung für die Periodizität der 
Umkehrungsfunktion vom Standpunkte der Integralrechnung aus: 

Man kann auf der realen Achse verbleibend von O nach x hin 
auf verschiedenen Wegen integrieren, wenn man nur das Hin- und 
Herintegrieren zwischen Verzweigungspunkten zuläßt, d. h. sich nicht 
auf positive Inkremente dx beschränkt, und erzielt damit, indem man 
der Quadratwurzel ihre Mehrdeutigkeit beläßt und beim Passieren der 
Verzweigungspunkte die Freiheit der Wahl für das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel unter Wahrung der Kontinuität ausnützt, ein verallgemeinertes 
Integral, das eine unendlich vieldeutige Funktion der oberen Grenze ist; 
die verschiedenen Determinationen dieser Funktion entsprechen genau der 
Periodizität der Umkehrungsfunktion und ihrer durch die Quadratwurzel 
selbst verursachten Doppelwertigkeit. 

Diese Verallgemeinerung des Begriffs des Integrals zwischen realen 
Grenzen findet sich in der Vorlesung Jacosıs von 1835/1836?) für die 
Integrale 


“ ax d dx 
Jr = ss 
0 


mit vollem Bewußtsein ihrer Tragweite auseinandergesetzt und ist auch 
schon bei Rosenxaix®) in der der Pariser Akademie 1846 eingereichten und 
1851 publizierten Preisarbeit als von Jacosı herrührend wiedergegeben. 
Daß für Jacosı ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen seiner Methode 
von Band 13 (1834) und der von 1835/1836 bestanden hat, unterliegt 





1) Will man der unter dem Integralzeichen stehenden Quadratwurzel wirklich 
ihre volle Mehrdeutigkeit belassen, so muß man — sowie dies nach dem Gesetze 
der Kontinuität möglich wird — die beiden Möglichkeiten für das Vorzeichen in 
Betracht ziehen. Es liegt also, da die eine — nämlich das Beibehalten des Vor- 
zeichens, mit dem man in dem Verzweigungspunkte angekommen ist — ein triviales 
Ergebnis liefert, in der Ausnutzung der anderen Möglichkeit in der Tat keinerlei 
Willkür. Vgl. auch den „Nachtrag“ am Schlusse dieses Aufsatzes. 

2) Siehe GunpeLringer, Biblioth. Mathem. 9,, 1908/9, S. 212 — 225. 

3) A a. O. S. 226. 
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wohl keinem Zweifel!); es könnte vom Standpunkte des Historikers nur 
noch fraglich erscheinen, ob Jacosı schon, als er 1834 die trigonometrische 
Substitution anwandte, deren geometrische Bedeutung als ein Hin- und 
Herintegrieren auf der æ-Achse gekannt hat, und ob er, wenn dies nicht 
der Fall war, ganz von selbst, oder unter irgendeinem äußeren Einfluß den 
Übergang von dieser Substitution zu der geometrischen Darstellung, wie 
wir sie in der Vorlesung von 1835/1836 finden, vollzogen hat. Wir 
werden, um die Indizien für diese verschiedenen Möglichkeiten gegen- 
einander abwägen zu können, schon hier dem Einfluß nachgehen müssen, 
den Caucays Mémoire sur les integrales définies prises entre des limites 
imaginaires von 1825?) auf Jacosı ausgeübt hat. 

Wir brauchen hier keine genaue Analyse des Caucayschen „Memoire“ 
zu geben?), es genügt der Hinweis darauf, daß Uavchy, nachdem er das 
Integral einer eindeutigen Funktion /(z) der komplexen Variabeln z — x + yi, 
zwischen den komplexen Grenzen x&,+iy, und X +iY entlang einer 
Kurve x = q(t), y=p(t) definiert hat, zeigt, wie sich jenes Integral 
verändert, wenn jene Kurve variiert und bei der Variation ein Unendlich- 
keitspunkt von f(z) überschritten wird. Als Konsequenz dieses Theorems 


ergibt sich z.B., daß ih 2 eine mehrdeutige Funktion der oberen Grenze 
1 


ist, wenn das Integral in der komplexen Ebene auf beliebigem Wege er- 
streckt wird. — Von Integralen mehrdeutiger algebraischer Funktion 
handelt Caucay in dem „Memoire“ von 1825 nicht. Jacogr äußert sich 
an zwei Stellen der Vorlesung von 1835/1836 über dieses , Mémoire“. In 
der Einleitung setzt er auseinander, daß er die Theorie der durch die 
elliptischen Integrale definierten Transzendenten auf die Transzendente 


i— — D 


gründen wolle, weil „man dadurch von ihrem Werte eine bestimmte An- 
schauung erhält. Dieses ist z. B. nicht der Fall, wenn man die Transzendenten 


als Integrale definiert, wie z. B. BLLNSE , wo man zwar für das reelle 

V1-k?sin’p 
p ein Bild von der Sache hat, wo aber alle Präzision aufhört, wenn 
imaginär wird. Caucay hat sich mit solchen Integralen sehr viel be- 





1) Eine Bestätigung findet man im „Nachtrag“. 

2) Deutsch in Ostwaros Klassiker der exakten Wissenschaften No. 112 
mit Anmerkungen von P. SrÂckez. 

3) Man findet eine solche z. B. bei Brırz. und Norruer, Jahresb. d. deutschen 
Mathem.-Verein. 3 (1892/1893), S. 170. 
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schäftigt, aber dadurch nie die Klarheit, wie sie unsere Reihe gibt, er- 
reicht. Wenn unter dem Integralzeichen überdies ein vieldeutiger Ausdruck 
oder ein Wurzelzeichen sich befindet, so läßt sich zwar für eine reelle 
Variable das Bild durch ein Integral leicht fassen, aber wenn sie imaginär 
wird, hört jede Bestimmtheit auf . ... Doch liegt das Ungenaue in den 
Integraldefinitionen vielleicht nur darin, daß man die Prinzipien jener 
Integrale noch nicht genau genug erkannt hat“ Die andere Stelle findet 
sich.in der 36. Vorlesung, sie ist bereits von Herrn GUNDELFINGER publiziert 
worden, ich setze aber ihren Wortlaut der Vollständigkeit wegen hierher. 
Auf die Überschrift: „Von der Vieldeutigkeit der Integrale, die unter 
dem Integralzeichen einen mehrdeutigen Ausdruck haben“ folgt die Be- 
merkung: „Eine Quelle der Vieldeutigkeit, die aber von der hier statt- 
findenden verschieden zu sein scheint, ist die, wenn die zu integrierende 
Funktion für irgendeinen reellen Wert oder auch einen imaginären Wert 
der Variabeln unendlich werden kann. Diese Ursache hat Caucay in 
einer Abhandlung: Memoire ete. Paris 1825 sehr gründlich erörtert. 
Aber seine Prinzipien sind nicht anwendbar auf den Fall, wo die Viel- 
deutigkeit eines unter dem Integralzeichen sich befindenden Ausdruckes 
die Vieldeutigkeit der Werte des Integrals herbeiführt‘“ — Es folgt dann 
die Auseinandersetzung der oben besprochenen Methode des Hinundher- 
integrierens zwischen den Verzweigungspunkten. 

Man wird aus diesen beiden Stellen ersehen können, daß Jacomr, 
während er jene Vorlesung hielt, sich mit der Integration im komplexen 
Gebiete genauer vertraut gemacht hat, indem er zu Anfang bei CAaucay 
noch die „Klarheit, wie sie unsere Reihe gibt“ vermißt, während ihm 
in der 36. Vorlesung die Erörterung schon „sehr gründlich“ erscheint. 
Daß er die Prinzipien Caucays auf den ihn beschäftigenden Fall für nicht 
anwendbar hält, ist gewiß durchaus richtig, wenn man an eine un- 
mittelbare Anwendung denkt, da es sich ja bei Caucay um die Integrale 
eindeutiger Funktionen handelt. Wir wissen seit Rremanx, daß man, um 
die von Caucayx für die Integrale eindeutiger Funktionen entwickelten 
Prinzipien auf die Integrale mehrdeutiger algebraischer Funktionen an- 
wenden zu können, als das Gebiet der Integrationsvariabeln nicht die 
schlichte Ebene der komplexen Variabeln z, sondern eine Fläche wählen 
muß, in der die unter dem Integralzeichen stehende Funktion eine ein- 
deutige Funktion des Ortes ist. Das wesentlich Neue bei dieser Fläche 
gegenüber der Caucayschen schlichten Ebene ist, daß sie mehrfach zu- 
sammenhängend sein kann, ohne durch Ausschluß von polaren Singulari- 
täten entstandene Löcher aufzuweisen, daß also zwei Integrationswege in 
der Rremanxschen Fläche auch dann zu verschiedenen Integralwerten 
führen können, wenn keine Unendlichkeitsstelle des Integrals zwischen 
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ihnen liegt!) In den von Jacosr behandelten Fällen liegen die Ver- 
zweigungspunkte dieser Rremannschen Fläche auf der realen Achse; denkt 
man sich auch die Verzweigungsschnitte in diese Achse gelegt, so er- 
scheint uns die Jacosısche Methode kurz gesagt als Integration nach den 
Prinzipien von CAucav innerhalb eines die reale Achse enthaltenden un- 
endlich schmalen Streifens der Rremannschen Fläche; Jacosı stellt also 
de facto die Periodizitätsmoduln seiner Integrale als Integrale erstreckt 
auf geschlossenen Wegen in der zugehörigen Rırmawsschen Fläche dar, 
nur erscheint bei ihm die geschlossene Integrationskurve als dicht an die 
reale Achse herangezogen, wie es ja übrigens Rızmann selbst in diesem 
Falle vorschreibt, wenn er an die wirkliche Berechnung der Periodizitäts- 
moduln geht. Z.B. ist in Jacosıs Darstellung der Periodizitätsmodul 


2 Line af PRES 
IP DA) a) ie) 
0 


nach Gleichung (4), in der Form 


x 1 0 
akelı 
0 x 1 
als geschlossenes Integral in der Rremaxnschen Fläche ausgedrückt; und 
ebenso ist für den arcussinus’?) 


1 1 x 0 
ne: 
V1i-— x? 
u 0 1 x 
Man wird nach dieser Auseinandersetzung die Vermutung aussprechen 
können, daß Jacosı seine Methode der verschiedenen Integrationswege im 
realen Gebiete unter dem — vielleicht unbewußten — Einflusse von 
Caucays „Memoire“ erdacht, bzw. daß er unter diesem Einflusse die 
geometrische Deutung seiner trigonometrischen Substitution von CRELLES 
Journal, Band 13, gefunden haben mag. Ich möchte aber ausdrücklich 
betonen, daß es mir natürlich fern liegt, mit dieser Auseinandersetzung 
eine Rekonstruktion des wirklichen Gedankenganges von Jacosı versucht 


1) Vgl. den „Nachtrag“. 

2) Siehe bei GUnDELFINGER, à. à. O. S. 214, letzte Gleichung. Man vgl. auch 
insbesondere 8. 217, Zeile 17ff., wo Jacosı für den Fall des elliptischen Integrals 

y 


u = vi 2 den Periodizitätsmodul direkt definiert als den „Wert, welchen 
Vi=y1 y 
io heoral annimmt, wenn man es von einem Werte von y, für den die Quadrat- 
wurzel verschwindet, bis zu einem anderen erstreckt, für den sie wieder verschwindet, 
eine beliebige gerade Anzahl Male genommen“, 
Bibliotheca Mathematica. III, Folge. XI. 10 
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zu haben; dieselbe sollte vielmehr nur dazu dienen, die Methode Jacosıs 
in unsere heutigen funktionentheoretischen Vorstellungen einzuordnen und 
zu zeigen, daß Jacosı für die von ihm behandelten Beispiele im realen 
Gebiete direkt das geleistet hat, was wir auf Grund der Schöpfungen 
von Rızmann sozusagen auf dem Umwege durch das komplexe Ge- 
biet zu verstehen gewöhnt sind. Und gerade dieser direkte Weg gibt 
der Jacosıschen Methode über das historische Interesse hinaus ihren 
aktuellen Wert, indem er zeigt, daß ın den Fällen, wo das Integral 
endlich bleibt für diejenigen realen Werte von x, denen reale 
Werte der zu integrierenden Funktion entsprechen, der bisher 
allgemein für unvermeidlich angesehene Durchgang durch das 
komplexe Gebiet überflüssig ist. 

Ich möchte hieran noch zwei Bemerkungen anknüpfen. 

Die erste bezieht sich auf die Anwendung der Jacosıschen Methode 
auf Integrale von eindeutigen, z. B. rationalen Funktionen. Für das 


Integral = kann von einer Anwendung dieser Methode nicht die Rede 


sein, weil ja das Integral im Punkte x — 0 unendlich wird, also die in 
dem oben gesperrten Satze enthaltene Bedingung nicht erfüllt. Dagegen 
ist diese Bedingung für das Integral 


x 
a ee De 
eh ER, 
Ô 


erfüllt, und wir wollen nachweisen, wie sich an diesem Integral auf 
Grund der Jacosischen Methode die Mehrdeutigkeit des arcustangens in 
Evidenz setzen läßt, ohne das reale Gebiet zu verlassen. 

Man beweist zunächst, etwa durch Anwendung der Substitution 


ë 
(5) N ER 
+ do 100 —- 00 
dx x dx m dx 
ri Ter Jia, Jet 
0 -0 fee) 


ist. Dann setze man das auf dem direkten Wege zwischen 0 und x er- 
streckte Integral 


x 


d 


HA 
IE == (arc tg x 
0 3 


: . 7 TT . . . 
wo also (arc tg x) zwischen — „ und - gelegen ist. Nunmehr integrieren 


wir von O bis x auf dem folgenden Wege: Von 0 in positiver Richtung 
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nach + co, dann von — oo (ebenfalls in positiver Richtung) bis x.') 
Wir erhalten auf diese Weise in der Tat: 


fie fr fe Ale: a + (arc tg x). 


Der Periodizitätsmodul x erscheint in der Form 
+ 00 


1+2x° 





? 


— @ 


also ganz im Sinne der Caucayschen Theorie als Integral erstreckt über 
eine geschlossene Kurve, die den Pol x = + im positiven Sinne umkreist. 

Die Behandlung der Mehrdeutigkeit im realen Gebiete gibt nur noch 
zu einem gewichtigen Bedenken Veranlassung, und auf dieses soll sich 
unsere zweite Bemerkung beziehen. Da nämlich im realen Gebiete von 
einer analytischen Fortsetzung nicht die Rede sein kann, so schwebt der 
Begriff der Mehrdeutigkeit für eine Funktion einer realen Variabeln ge- 
wissermaßen in der Luft. Rosenxaix sagt z. B. in seiner Preisarbeit, ehe 
er an die Auseinandersetzung der Jacosıschen Methode herangeht?): „Ich 
nenne eine Funktion mehrdeutig, wenn deren Definition mehrere Funktionen 
zugleich umfaßt.“ Aber wann soll man mehrere Funktionen als Zweige 
einer und derselben mehrdeutigen Funktion auffassen, d. h. mit An- 
wendung auf unseren Fall, mit welchem Rechte betrachten wir — immer 
im realen Gebiete verbleibend — z. B. die unendlich vielen Funktionen 


u er ey - U, u+2gn, Tr —-u+2qx 
_ 93 


als die verschiedenen Determinationen einer und derselben mehrdeutigen 
Funktion? 

Jacogı hat diese Schwierigkeit wohl gefühlt, und darauf bezieht sich 
die „wichtige Bemerkung“, mit der er seine 37. Vorlesung?) beginnt, 
damit, wie er sagt, „diese Betrachtungen nicht falsch verstanden werden“. 





Ë dE 
Vie 
entspricht dem im Texte angegebenen Integrationswege genau der ran 
den Jacosı (siehe GUNDELFINGER, à. a. O. S. 214, letzte Gleichung) benutzt, um den 
Wert x — arc sin x zu erzielen. Ich möchte noch hervorheben, daß Jacosı selbst 
(a. a. O. 8. 219) eine Integration „durch + 00 gehend‘ für den Fall des elliptischen 
Integrals ausführt. 
2) Osrwaros Klassiker 65, S. 78. 3) Bei GUNDELFINGER, a. a. O. S. 215. 
10* 





1) Für das durch die Substitution (5) transformierte Integral w — 
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Wir können den Inhalt dieser „wichtigen Bemerkung“ kurz dahin zusammen- 
fassen, daß in dem Falle des arcussinus und im Falle des elliptischen Inte- 
grals, wo also die obere Grenze x sich als eindeutige Funktion E(w) des 
Integrals w!) ausdrücken läßt, die durch die verschiedenen Integrations- 
wege erzielten unendlich vielen Determinationen des Integrals alle der- 
selben Gleichung x = E(u) genügen und die Lösungen dieser Gleichung 
auch erschöpfen. In der Tat ist dies auch ein vollständig einwandfreier 
Grund dafür, diese Determinationen als Zweige einer und derselben Funktion 
aufzufassen, und man wird auch heute noch kaum ein anderes Kriterium 
dafür angeben können, daß sich im realen Gebiete verschiedene Funk- 
tionen zu einer unendlichvieldeutigen Funktion zusammenfügen als das, daß 
diese Funktionen sich als Lösungen einer eindeutigen Gleichung von der 
Form x= Eu) ergeben. Und im Falle des hyperelliptischen Integrals, 
wo durch die Umkehrung eines Integrals ein solches Kriterium nicht zu 
erzielen ist, liefert gerade das Jacosısche Umkehrproblem wieder die 
Lösung der Schwierigkeit. 


II. 
Wenn wir nun die Stellung fixieren wollen, die JAcopıs — wie er 
selbst es nennt?) — „Erklärung der Vieldeutigkeit“ eines Integrals in der 


historischen Entwickelung der Funktionentheorie einnimmt, so muß zu- 
nächst hervorgehoben werden, daß in unseren bisherigen Darlegungen 
insbesondere auf die Bedeutung der Jacosıschen Methode für die reale 
Funktionentheorie hingewiesen worden ist und zwar darum, weil nach dieser 
Seite hin die Methode auch heute noch eine wesentliche Bereicherung 
unserer analytischen Hilfsmittel darstellt. Jacosı hat aber selbst Wert 
darauf gelegt?), daß seine Methode nicht nur die realen sondern auch die 
imaginären Periodizitätsmoduln liefert, natürlich immer für die von ihm 
ausschließlich behandelten Fälle realer Verzweigungspunkte Abgesehen 
davon, daß sich die Jacosısche Methode auch auf allgemeinere Fälle leicht 
erweitern läßt, kann man die Stellung dieser Methode als eines Mittel- 
gliedes zwischen Cavcay (1825) und Csucay (1846), Puiseux (1850), 
Rremanx (1857) wie folgt präzisieren. Während Caucay (1825) nur den 
Fall einer eindeutigen Funktion unter dem Integralzeichen behandelt hat, 
war JacoBr der erste, der 1835/1836 die Mehrdeutigkeit der durch ein 
Integral eines zweideutigen algebraischen Ausdruckes definierten Funktion 
aus der Integraldarstellung heraus erklärt hat. Er ist sogar insofern über 
den Standpunkt von Caucay (1846) und Pviszux (1850) hinausgegangen 
und hat sich der Auffassungsweise Rırmanns (1857) genähert, als er mit 





1) Jacozr sagt (a. a. O. 8. 217): „aufeine allgemein gültige, unzweideutige Weise“. 
2) Siehe GUNDELFINGER, à. a. O. S. 221; 38. Vorlesung. 3) Siehe z. B. ebenda. 
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seinen Integrationswegen und mit dem Wechsel des Vorzeichens der 
Quadratwurzel beim Passieren der Verzweigungspunkte in Wirklichkeit 
unmittelbar auf geschlossenen Wegen in der Rırmansschen Fläche 
integriert hat, während die lacets und die über dieselben erstreckten 
Elementarintegrale Pviszux’, aus denen die Periodizitätsmoduln sich 
zusammensetzen lassen, sich auf nicht geschlossene Wege in der 
Rırmansschen Fläche beziehen. Die Publikation der Jacogıschen Methode 
durch Rosenxaix (1851, eingereicht 1846) sichert Jacosı wenigstens die 
persönliche Priorität. 


JA'E 


Ich möchte noch mit wenigen Worten auf die prinzipielle Bedeutung 
der Jacogischen Methode hinweisen. Wir sehen in der modernen Mathe- 
matik auf allen Seiten das Bestreben, das Minimum der Hilfsmittel scharf 
zu umgrenzen, die zur Behandlung einer bestimmten Frage, zur Her- 
leitung eines bestimmten Resultats erforderlich sind. Die neueren Unter- 
suchungen über die Grundlagen der Geometrie, der Arithmetik, der 
Mengenlehre können als Beispiele für diese Tendenz gelten. Man wird 
es im Sinne dieser Auffassung als Lücke empfinden müssen, daß reale 
Eigenschaften realer Funktionen, wie z. B. die Mehrdeutigkeit 
des arcussinus und arcustangens, sich aus der Integraldefinition dieser 
Funktionen nur auf dem Wege des Durchgangs durch das Komplexe 
sollen herleiten lassen. Die Jacosısche Methode füllt diese Lücke aus. 
Über das rein logische Bedürfnis hinaus macht sich der Wunsch, den 
Durchgang durch das Komplexe zu vermeiden, namentlich dann geltend, 
wenn es sich um Anwendungen der Analysis auf Geometrie und Mechanik 
handelt, wo der Natur der Sache nach nur von realen Verhältnissen die 
Rede ist. Man übersieht sofort, daß die Jacosısche Methode auch für 
die Behandlung von realen Mehrdeutigkeiten der realen Lösungen von 
Differentialgleichungen nutzbar gemacht werden kann, und ich hoffe dies 
demnächst an anderer Stelle für den Fall der Gaussschen Differential- 
gleichung des näheren auseinandersetzen zu können. Aber noch mehr! 
Sollte wirklich einmal eine Zeit kommen, wo man auch im Gebiete der 
reinen Analysis von der farbenreichen Flächenmalerei der Theorie der 
Funktionen einer komplexen Variabeln zu der praeraffaëlitischen Linien- 
führung der realen Funktionen realer Variabeln zurückkehrte, wo das 
stolze Gebäude der komplexen Funktionentheorie — wie ein bekannter 
französischer Analyst sich ausdrückt — nur noch als „monument du 
passé“ erscheint, so wird die Jacogische Methode eines der Malzeichen 
sein, die von der Integralrechnung des XIX. Jahrhunderts in jene „reale“ 
Zeit hinüberragen. 
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Nachtrag. 


Als ich G@unpeLFInger — wenige Wochen vor seinem Hinscheiden — 
das Manuskript der vorstehenden Note vorlegte, lenkte er meine Auf- 
merksamkeit auf eine Stelle der von BorcHArpr herrührenden Ausarbeitung 
der Jacosıschen Vorlesung vom W.-S. 1839/40, die auch schon in einer 
Fußnote des GunperriNéerschen Aufsatzes!) erwähnt worden ist, und aus 
der mit besonderer Deutlichkeit hervorgeht, daß Jacogı die Verschiedenheit 
der Ursachen, die die Vieldeutigkeit eines Integrals bewirken können — 
nämlich das Auftreten von polaren Singularitäten einerseits und von Ver- 
zweigungspunkten anderseits — klar erkannt hat. Ich lasse die betreffende 
Stelle, die auch die Bestätigung einiger anderen von mir in dem vor- 
stehenden Aufsatze ausgesprochenen Annahmen liefert, nach der mir von 
Frau Geheimrat GunpezriNGer aus dem Nachlasse ihres Gemahls gütigst 
zur Verfügung gestellten Abschrift jener Borcuarnrschen Ausarbeitung, 
hier folgen. 

„Obgleich diese Resultate?) nach den bisherigen Entwicklungen durch- 
aus keinem Zweifel unterliegen, so bleibt uns doch der wahre Grund ver- 
borgen, weshalb Integrale von der Form 


Y REN 
| dy "dayyı-k’y? 
F s ? EE Se eu 

VL Hr VIENT EEE vızın 

0 0 


überhaupt zu der Eigenschaft der Vieldeutigkeit kommen. CaucaHy hat 
diese Frage für andere Integrale untersucht, und für dieselben gefunden, 
daß die Vieldeutigkeit daher kommt, daß der unter dem Integralzeichen 
stehende Ausdruck für gewisse Werte unendlich wird. — Dergleichen 








findet z. B. bei vi 2 — log x + C statt; aber in unserem Falle würde man 


sehr irren, wenn man hierin den Grund der Vieldeutigkeit suchen würde. 
Um ein schlagendes Beispiel eines Integrals zu geben, welches vieldeutig 
ist, ohne daß die zu integrierende Funktion für irgend einen reellen oder 
imaginären Wert der Variabeln unendlich wird, betrachten wir das Integral 


[vi — 2? dx = w. Setzt man hierin« = sin p, so daß dx — cos p dp, so wird 
0 


1) Biblioth. Mathem. 9,, 1908/9, S. 212. 

2) Nämlich die Herleitung der unendlich vielen Werte der durch ein elliptisches 
Integral erster und zweiter Gattung definierten Funktionen mit Hilfe der Theorie der 
Thetafunktionen. ScH. 
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p 4 


= f co dp = IK + c082p)dp 
0 


0 
== Sp+tzsin 29 = : aresin æ += V1—2?, 
welcher Wert unendlich vieldeutig ist. Es ist also w ein vieldeutiges 
Integral, dessen konstituierende Funktion nie unendlich wird. 

Es fragt sich nun, worin denn der Grund der Vieldeutigkeit zu suchen 
sell Man kommt zunächst darauf, daß die Irrationalität des Ausdruckes 
daran Schuld sei. Wir wollen diesen Gedanken weiter verfolgen. Be- 
zeichnen wir den Ausdruck unter dem Integralzeichen durch A, so haben 
wir w= [raz, 1? = 1 — x, also wenn wir 1— x? mit P? bezeichnen, 
ee V1—2x*. À ist also die Wurzel einer quadratischen Gleichung, 
und zwar einer reinen und als solche zweideutig. Welche der beiden Be- 
deutungen man zu nehmen hat, darüber ist durch den Begriff des Integrals 
nichts festgesetzt und bleibt also ganz unserer Willkür überlassen; nur 
muß man der einen, bei jeder Integration unerläßlichen Bedingung ge- 
nügen, daß sich A von einem Elemente zum anderen kontinuierlich ändere. 
Aber gerade diese Bedingung ist es, welche ein willkürliches Springen 
von dem einen Werte von A zum andern verhindert. In der Tat, da 
A=-+FP ist, so werden wir für irgendein Element der Integration die 
Wahl haben + P oder — P zu nehmen; gesetzt wir hätten z. B + P ge- 
nommen, so haben wir für das folgende Element nicht mehr die Wahl 
zwischen +(P+dP) und -(P+dP), sondern wir können nur das erste 
nehmen, weil sonst ein endlicher Sprung um 2 stattfinden würde. So 
ist man also gezwungen, an ein positives Element lauter positive anzu- 
reihen, und es scheint durchaus kein Zweifel über den Fortschritt der 
Integration übrig zu bleiben. Aber es gibt dennoch gewisse Elemente, wo 
eine Zweideutigkeit übrig bleibt, nämlich diejenigen, für welche P — 0 wird. 
Denn hier fallen beide Werte von A zusammen, und man kann nun von 
dem vorher positiven + P zum negativen übergehen, ohne einen Sprung 
zu machen. Gerade diese Elemente sind es, welche die Vieldeutigkeit des 
Integrals w erzeugen. Da in unserem Falle P=yı-x*® ist, so wird für 
x = + | und x—=—1, P=0. Nun sei a die obere, 0 die untere Grenze von 
w, so daß man hat 


w= [Ida = |yı-z'da, 
0 0 


so kaun man  geometrisch als Fläche darstellen. Es sei nämlich‘) 


LNMK ein Kreis vom Radius= 1, OM die Abszissen, ON die Ordinaten- 


1) Eine Figur findet sich in der mir vorliegenden Abschrift nicht; sie kann 
aber nach den Angaben des Textes ohne Mühe hergestellt werden. Sch* 
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achse, O@=a, so ist, wenn man x die Werte O bis a durchlaufen läßt, 
1 a 
w = Fläche ONAG=w,. Aber es ist auch w — [id © + fadz, also — ONM 
0 1 


— GHM, welches = w, ist. Das liefert also keinen neuen Wert. Aber 
man kann auch 


1 —1 a 
w= [Ada + fidr+ fidr =ONM-MKLO—LNHGO=x+w 
0 1 —1 


setzen; wenn man auf diese Weise fortfährt, so bekommt man die Werte 
v=W, 7 +UW, =20 +W,..,„ = MA + W,. 


Bis jetzt sind wir immer, indem wir x auf irgendeinem Wege von O bis 

a kommen ließen, in der Kreisperipherie in der Richtung NM KL herum- 

gegangen. Bewegen wir uns aber im umgekehrten Sinne, so wird 
— 1 a 


w = [Ada + [ade = — LON + LOGHN oder — — LON+ LKJGO, 
0 =] 


It . . . . 
also w = w, oder = —- — Wy Indem wir zwischen die beiden Integrale 


[adx und f1dx noch beliebig oft 
0 — 


sis | 
[rda — [ade = — x 
1 +1 
einschalten, erhalten wir auf dieselbe Weise w= — 7 — Wy = — a WR, 


2 2 
=— ——_ x — w,. Sonach erhalten wir für w die beiden folgenden Reihen 





von Integralwerten 


DO WR, w+r22, w+3n,...., ww z 
— (+5), — (0 +5), (0 +)... (mt x) 


was ganz mit dem analytischen Resultate » = >p + = sin 24, Sn p=xX 





übereinstimmt. ........ Ganz ähnliche Betrachtungen gelten, wenn der 
Ausdruck unter dem Integralzeichen nicht zweideutig, wie in diesem Falle, 
sondern ndeutig ist, so daß man ihn als Wurzel einer Gleichung n® Grades 
ansehen kann. Die Vieldeutigkeit entsteht alsdann durch diejenigen 
Elemente, für welche zwei Wurzeln einer Gleichung einander gleich werden.“ 
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Über den gegenwärtigen Stand der Vorarbeiten für 
die allgemeine mathematische Bibliographie. 


Von G. VALENTIN in Berlin. 


Als ich vor elf Jahren in dieser Zeitschrift!) über die Vorarbeiten 
für die allgemeine mathematische Bibliographie berichtete, glaubte ich 
nicht, daß noch mehr wie ein Jahrzehnt vergehen würde, um mit dem 
Sammeln der Literatur und der Bearbeitung des gesammelten Materials 
zum Abschluß zu kommen. Diese Bearbeitung jedoch erforderte viel 
mehr Zeit, als ich vorausgesetzt hatte und für die Vervollständigung der 
Literatur für die Jahre 1895 —1900 mußte ich von neuem Bibliotheken, 
Zeitschriften und Bibliographien durchsehen. Da nämlich das von der 
„Royal Society“ in London ins Leben gerufene internationale Unter- 
nehmen mit der Veröffentlichung der naturwissenschaftlichen und mathe- 
matischen Schriften von 1901 an begann, hielt ich es, wie ich schon in 
meinem damaligen Aufsatz andeutete, für geboten, die mathematische 
Bibliographie meinerseits bis zum Jahre 1900 fortzuführen, damit die 
Mathematiker durch diese Bibliographie und die internationale natur- 
wissenschaftlich-mathematische in der Tat einen lückenlosen Überblick 
über die gesamte mathematische Literatur von Erfindung der Buch- 
druckerkunst bis zur Jetztzeit gewinnen könnten. 

Über den Plan des Werkes, wie über die Art des Sammelns der 
Literatur habe ich mich in dem früheren Artikel so hinreichend aus- 
gesprochen, daß ein Hinweis auf diesen hier genügt. Auf einer zweiten 
Reise, die mich nach Rom und Florenz, London und Paris, Brüssel und 
Amsterdam, Kopenhagen und Lund, schließlich nach Wien, Pest und 
Bukarest führte, habe ich die ausländische Literatur noch erheblich er- 
gänzt und für diese wie für die deutsche Literatur war, wenn ich so 
sagen darf, eine Reise durch Berliner Spezial-Bibliotheken außerordentlich 


1) Die Vorarbeiten für die allgemeine mathematische Bibliographie; Biblioth. 
Mathem. 1,, 1900, S. 237 — 245. 
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ertragreich. Ich nenne, um nur einige anzuführen, die Bibliotheken des 
Patentamtes, der Sternwarte, Militärischer Institute, ferner die der Ge- 
sellschaft für Erdkunde, der Deutschen Geologischen Gesellschaft, des 
Deutschen Schulmuseums, des Vereins für Versicherungswissenschaft. 
Trotz all dieser Bemühungen und Nachforschungen verblieb doch noch 
ein Rest von Zeitschriften, die ihrem Titel nach mir eine Durchsicht 
erwünscht erscheinen ließen oder aus denen ich mathematische Aufsätze 
erwähnt gefunden hatte. Diese habe ich mir dann von auswärts, aus 
Deutschland, der Schweiz und Österreich schicken lassen, nachdem ich 
mit sehr vieler Mühe erst festgestellt hatte, in welcher Bibliothek sie 
vorhanden waren, wobei mir oft das Auskunftsbureau Deutscher Biblio- 
theken wertvolle Auskunft erteilte Aber ich möchte hier doch betonen, 
daß das Herausfinden der Bibliothek, in welcher sich eine bestimmte ge- 
suchte Zeitschrift befindet, mit zu den größten und oft zeitraubendsten 
Schwierigkeiten gehörte, die ich bei diesen Vorarbeiten zu überwinden 
hatte. Das trifft ganz besonders bei polnischen und russischen Zeit- 
schriften zu, deren Verbreitung in den großen Landesbibliotheken Mittel- 
und Westeuropas geradezu minimal ist. Posen, Krakau und Lemberg 
haben mir für die polnische Literatur notdürftig ausgeholfen; russische 
Zeitschriften habe ich mir oft bändeweis bald hier, bald dort zusammen- 
suchen müssen, selbst die Bibliothek des Britischen Museums bietet auf 
mathematischem Gebiete nur wenig, am reichhaltigsten war noch die Aus- 
beute da, wo man es am wenigsten erwartet — in der Bibliothek der 
Accademia dei Lincei in Rom. So ist es mir gelungen, wenigstens die 
hauptsächlichsten wissenschaftlichen Gesellschaftsschriften in polnischer und 
russischer Sprache durchsehen zu können, immerhin aber bleiben in diesen 
Literaturen noch die größten Lücken. 

Das auf diese Weise neu gesammelte Material wurde mit dem alten 
vereinigt, die einzelnen Zettel durchgesehen und druckfertig hergestellt. 
Diese Arbeit erforderte, wie schon oben gesagt, außerordentlich viel mehr 
Zeit, als ich gedacht hatte. Aufsätze, die in mehreren Zeitschriften er- 
schienen waren, sei es in voller Ausdehnung oder im Auszuge, mußten 
auf einen Zettel vereinigt werden, Übersetzungen dem Original beigefügt 
werden, bei Werken, die in sehr vielen Auflagen und Übersetzungen er- 
schienen waren, mußten die vielen Notizen, die sich vorfanden, gesichtet, 
geprüft und geordnet, und endlich ein neuer zusammenfassender Zettel 
geschrieben werden. Man denke, was das z. B. bei Lacrorxs Elements 
d’algebre und mit dem dazu gehörigen Complément mit einigen 20 Auf- 
lagen und italienischen, spanischen, portugiesischen, deutschen, englischen, 
holländischen, russischen, polnischen und griechischen Übersetzungen für 
Zeit kostet oder bei den 53 mir bekannt gewordenen Ausgaben von 
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Apam Rreses Rechenbüchern. Doch ist dieser Teil der Arbeit jetzt auch 
beendigt bis auf die griechischen und römischen Schriftsteller. 

Während der langen Jahre der Vorarbeiten hatte ich das gesammelte 
Material alphabetisch nach den Verfassernamen geordnet aufbewahrt, weil 
diese Anordnung für die Einordnung des neu hinzukommenden Materials 
und für oft notwendiges Nachschlagen am bequemsten war. Davon bin 
ich nur abgewichen, wenn in dem Titel selbst der Name eines anderen 
Mathematikers genannt wurde; dann wurde der Zettel zu diesem Namen 
und nicht unter den Namen des Verfassers eingeordnet, so daß unter 
jenem Namen gleich ein großer Teil der einschlägigen Literatur vereinigt 
wurde; so findet sich unter dem Namen Tayror z. B. schon der größte 
Teil der Schriften beisammen, die den Tayrorschen Satz behandeln, unter 
dem Namen Tomas die, welche über die THomassche Rechenmaschine er- 
schienen sind. Denn von Anfang an schwebte mir als das erstrebens- 
werteste Ziel für die Bibliographie vor Augen, sie in systematischer 
Ordnung zusammenzustellen. Ich verkenne nicht, daß es in gewissen 
Fällen einem Benutzer des Werkes lieber sein würde, auf einen Blick zu 
sehen, welche Schriften ein Mann veröffentlicht hat, und für diesen Be- 
nutzer würde die alphabetische Anordnung die bequemere sein, aber in 
der Mehrzahl der Fälle möchte doch der wissenschaftlich Arbeitende sich 
lieber so schnell als möglich über die Literatur eines bestimmten Gebietes 
unterrichten, z. B. über die Parallelentheorie, über quadratische Formen 
oder über die Lehrbücher der Differential- und Integralrechnung, und 
diese Möglichkeit bietet doch nur eine systematische Anordnung. Der 
erste Benutzer würde ja auch in der Mehrheit der Fälle bei den vor- 
handenen guten Hilfsmitteln seinen Wunsch leicht anderweitig befriedigen 
können: der Catalogue of scientific papers und Pocszxnvorrrs Biographisch- 
literarisches Handwörterbuch werden im allgemeinen genügen, wenn ich 
auch glaube hoffen zu dürfen, daß in meiner Bibliographie die Literatur 
noch weit vollständiger verzeichnet ist. Außerdem habe ich mich auch 
immer mit dem Gedanken getragen, den systematischen Teilen einen In- 
dexband in alphabetischer Anordnung folgen zu lassen. 

Ich bin daher seit vorigem Frühjahr damit beschäftigt, die syste- 
matische Umordnung vorzubereiten, eine Arbeit freilich, die ich auf 
mindestens drei Jahre einschätzen muß, handelt es sich doch um rund 
150 000 Zettel. Selbst wenn ich bei 300 Arbeitstagen im Durchschnitt 
täglich 5 Stunden (neben einer 6—Tstündigen amtlichen Tätigkeit) mich 
der Arbeit widmen würde, so blieben für den Zettel noch nicht 2 Minuten 
zur Verfügung, was selbst für einfache und klare eindeutige Titel eine 
äußerst geringe Zeit ist, um den Zettel aus seinem bisherigen Fach 
herauszunehmen und in das neue einzuordnen, und wie viel neue gibt es 
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in der Systematik und wie vorsichtig muß man sich vor einem Versehen 
und Verlegen hüten. Und dann die große Schar von Titeln, die den 
Inhalt der Abhandlung nicht klar und eindeutig wiedergeben oder nicht 
wiedergeben können, da die Schrift in mehrere Abteilungen des Systems 
eingeordnet werden könnte, wie z. B. manche Abhandlungen, die sich mit 
zahlentheoretischen Folgerungen aus den elliptischen Funktionen befassen. 
Die Arbeit ist also recht zeitraubend und bisweilen auch sehr schwierig; 
ich täusche mich auch nicht darüber, daß bei dieser Neuordnung mancher 
Irrtum mit unterlaufen wird, besonders nach dem Urteile jemandes, der 
die betreffende Abhandlung ihrem Inhalte nach genau kennt, dennoch 
halte ich das Ziel für ein so lohnendes, daß ich nicht vor der mühe- 
vollen Arbeit zurückschrecke. 

Was nun den Umfang des Werkes betrifft, so bin ich vorläufig nicht 
in der Lage genaue Zahlen darüber angeben zu können. Eine Probe- 
druckseite, die hergestellt wurde, umfaßte den Inhalt von 33 Zetteln, wie 
ich glaubte mittleren Inhalts. Rechnet man nun vorsichtshalber nur 
30 Zettel durchschnittlich für die Seite, so würden sich 5000 Seiten oder 
312!/, Bogen ergeben. Später gab ich einen ganzen meiner 65 Zettel- 
kästen zur Auszählung und Berechnung in zwei verschiedene Druckereien. 
In beiden Fällen bestand der Kasten zu zwei Dritteln aus denselben Zetteln, 
während das letzte Drittel aus zwei verschiedenen Zettelpaketen bestand. 
Das Resultat war in dem einen Fall, daß rund 250 Bogen, in dem andern 
Fall, daß rund 280 Bogen erforderlich sein würden, also erheblich weniger, 
als der Probedruck ergab; immerhin aber unter sich noch eine so große 
Differenz, daß offenbar der 65. Teil noch nicht genügt für ein sicheres 
Durchschnittsmaß. Nimmt man von jenen drei berechneten Zahlen die 
mittlere, also 280 Bogen, so würde das 7 Bände zu 40 Bogen, resp. 
6 Bände zu 46—47 Bogen ergeben, wozu dann noch ein Indexband 
von rund 50 Bogen käme. Dabei ist natürlich zu bemerken, daß die 
Bände nicht gleichmäßig stark werden würden, da man die Bände nicht 
nach einer vorher bestimmten Bogenanzahl abbrechen kann, sondern sich 
mit dem Schluß der einzelnen Bände nach dem Schluß einer größeren, 
allenfalls auch einer kleineren Abteilung der Systematik richten muß. 
Den obigen Berechnungen, um dies auch zu erwähnen, ist ein Format in 
Großoktav, die Seite doppelspaltig, zugrunde gelegt. 

Über die Systematik mich hier zu äußern, muß ich mir versagen; 
im großen und ganzen ist sie ja jetzt auch eine feststehende, wie sie z. B. 
von der „Commission permanente du répertoire“ für ihr Répertoire biblio- 
graphique des sciences mathématiques und von Herrn Wörrrıne für seinen 
Mathematischen Bücherschatz aufgestellt ist. Diese denke ich meiner 
Systematik im allgemeinen zugrunde zu legen, vorbehaltlich durch das 


Über den gegenwärt. Stand d. Vorarbeiten für d. allgem. mathem. Bibliographie. 157 


reichhaltigere Material bedingter spezielleren Gliederungen und einiger 
Änderungen und Umordnungen. Die Verteilung des Stoffes auf 6 Bände 
denke ich mir so, daß der erste das Allgemeine, der zweite die niedere 
Arithmetik und Algebra, der dritte die höhere Algebra und Analysis, der 
vierte die Geometrie und Geodäsie, der fünfte die Mechanik und Ballistik, 
endlich der sechste die Astronomie, Physik, Chemie usw. enthalten soll. 
Ob diese Verteilung genau so wird innegehalten werden können, hängt 
natürlich von der Fülle des Stoffes in den einzelnen Abteilungen ab, wie 
ich oben schon andeutete. 

Um den Begriff „Allgemeines“, den ich für den ersten Band soeben 
der Kürze wegen gewählt habe, klarzustellen, möchte ich hier aber doch 
die einzelnen Abteilungen dieses Bandes aufzählen: 1. Zeitschriften mit 
den angewandten Abkürzungen ihrer Titel und dem alphabetisch geord- 
neten Schlüssel derselben; 2. Bibliographien (nur die allgemeinen, die 
speziellen dagegen bei den betreffenden Unterabteilungen, z. B. Literatur 
der Geodäsie bei Geodäsie); 3. Geschichte der Mathematik (hier auch nur 
die allgemeine, die einzelner Gebiete oder Probleme bei diesen); 4. Bio- 
graphien; 5. Porträts; 6. Philosophie der Mathematik; 7. Terminologie; 
8. Gesammelte Werke und Beiträge; 9. Alte Schriftsteller: Griechen, Römer, 
Orientalen; 10. Einleitung (Lob, Nutzen der Mathematik, Beziehung zu 
anderen Wissenschaften u. dgl.); 11. Studium, Pädagogik, Unterricht; 
12. Lexika; 13. Enzyklopädische Lehrbücher. 

Im vorstehenden habe ich ein Bild von dem gegenwärtigen Stande 
des Unternehmens und der noch zu leistenden Arbeit zu geben versucht, 
auch kurz angedeutet, wie sich das Werk im fertigen Zustande nach 
meinen Plänen darstellen würde. Wann die mühenreiche Arbeit von 
30 Jahren, eines vollen Menschenalters, den Mathematikern durch den 
Druck zugänglich gemacht werden wird, beruht auf Umständen, die von 
meinem Willen unabhängig sind. 
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Kleine Bemerkungen zur letzten Auflage!) von Cantors 
„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik “. 


Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen“. 
BM = Bibliotheca Mathematica. 


1°:12, 15, 22, siehe BM 8,, 1907/8, S.61. — 1°:33, siehe BM 8,, 190778, 

S. 307. — 1°: 51, 58, 66, 71, 106, 146, 152, 153, 155, 157, 158, 159, 160, 162, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8. 61— 64. — 1°: 163— 2165, siehe BM 8,, 1907/8, S. 64, 173 — 174. — 
1: : 166, 168, 176, 180, 181, 182, RE siehe BM 8,, 1907/8, S. 64— 65. — 1°: 198, 
201; siehe BM 9. 1908/9, 8. 237. 1° : 202, siche BM 8,, 1907/8, S. 307— 309. — 
1° : 203, siehe BM 8,, 1907/8, S. 65, 309. gs 206, siehe BM 9,, 1908/9, S. 237— 238. 
— 1°:215, 225, 236, siehe BM 8. 1907/8, S. 65. — 1°: 244, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 341. — 1°: 245, siehe BM 8,, 1907/8, S. 65. — joe "siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 164. — 1°: 957, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 139. — 1°:270, 287, 297, siehe BM 8,, 
1907/8, 8. 66. — 1°: 298, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 66; 10,, 1909/10, S. 53 — 54. — 
1° : 510, siehe BM 8,, 1907/8, S. 66. — 1°:335, 339 — 340, 344, 348, siehe BM 8,, 
1907/8, S. 174—176. — 1°:351, siehe BM 8,, 1907/8, S. 66. — 71: : 365, 368, siehe 
BM $8,, 1907/8, 8. 177. — 1°:379, siehe BM 8,, 1907/8, S. 411-412; 9,, 1908/9, 
S. 238. — 1°:374, 376, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 412 —413. — 15 : 380, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8. 66— 67. — 1°:383— 384, siehe BM 10,, 1909/10, S. ae — 
15:388, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 177. — 1°:394, siehe BM 10,, 1909/10, 8.165. — 
1°:401—402, siehe BM 9,, 1908/9, S. 239. — 1° : 406. 409, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 177—178. — 1°: 409, siehe BM 9,, 1908/9, 8.239. — 1°:410, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 178. — 1°:429, ôhe BM 8,, 1907/8, 8. 67. — 1°:431, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 67; 9,, 1908/9, 8.139140. — 1°:432, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 67, 178—179. 
— 15: 453, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 179. — 1°:447, 448, siehe BM 9. 1908/9, 
S. 239— 240. — D siehe BM 8,, Nue SiaTone 1° : 459, siehe BM 8,. 
1907/8, S. 309— 310. 1°:464, siehe BM 8,, 1907/8, S. 179. — 1°:470, siehe 
BM 8,, 1907/8, S. 311. — 1°:471, siehe BM 8,, 1907/8, S. 413. — 1°:476, siehe 
BM 9,, 1908, S. 71—72. — 1°:488, siehe BM 8,, 1907/8, S. 67. — 1°:498, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8.180. — 1°: 500, siehe BM 8,, 1907/8, 8.67; ®,,1908/9, 8.321—322. — 
1°:502, siehe BM 8,, 1907/8, S. 67. — 1°: 503—504, siehe BM S,, 1907/8, 8. 180— 
181; 9,, 1908/9, S. 240241 __ 1°:509, 510, siehe BM S,, 1907/8, 8. 67. — 1°: 512, 
siehe BM 9,, 1908/9, S. 140—141. — 1°: 518, 515, 528, "545, „siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 68—69. — 1°: 551, siehe BM 9,, 1908/9, S Mit :556, siehe BM 10,, 
1909/10, S. 54. — 1°? :563—564, siehe BM 8,, 1907/8, S. 69. — 1: : 567, siehe BM 9,, 
1908/9, S. 241. — 1°:576, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 69—70, 181; 9, 1908/9, S. 142. — 
1° : 580, 583, 590— 591, 660, 664, 703, 704, siehe BM 8., 1907/8, 8.70. — 1° : 706, siehe 
BM 8,, 71907/8, S. 70, 181. — 1° : 710, siehe BM 9,, 1908/9, S. 241. — 1°: 713, siehe 
BM 8,, 1907/8, S. 10. — 1°: 715, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 941, — 1°: 715 —716, 
siehe BM 8,, 1907/8, S. 70—71, 181. — 1°: 717, siehe BM 8,, 1907/8, S. 71, 182 — 
183. — 1°:718, siehe BM S,, 1907/8, S. 71; 9,, 1908/9, S. 242. — 1°:719, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8. 183—184. — 1°:720, siehe BM 8,, 1907/8, 8.71. — 1 : 730, 
He BM 8,, 1907/8, S. 71, 184185. — 1°:734, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 71. — 
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1°: 736, siehe BM 9,, 1908/9, S. 242. — 1°: 736—737, siehe BM 8,, 1907/8, S. 71 
—72, 185. — 1°:738, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 72. — 1°: 742, siehe "BM 9,, 1908/9, 
S. 242. — 1°:743, 748, 750, siehe BM 8,, ER S. 72. — 1°: 763, siehe BM Y,, 

1908/9, S. 242. — 1?:764, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 185. — 13: 766, siehe BM 9. 

1908/9, 5. 143. — 1°: 770, siehe BM 8,, 1907/8, CITE 1°:771, siehe BM 9,, 

1908/9, 8. 143. — 1°:779, siehe BM 9,, 1908/9, S. 243. — 1°:780, 781, siehe 
BM 8,, 1907/8, S. 72. — 1°:792, siehe "BM 9,, 1908/9, S. 143 —144. — 1°:794, 
siehe BM 8,, 1907/8, S. 72. — 1°:795, siehe BM 9,, 1908/9, S. 243. — 1: : 798, 
siehe BM ®,, 1908/9, S. 144. — 1°: 800, siehe BM 8,, 1907/8, S. 73; 9,, 1908/9, 
S. 144—145. — 1°: 801, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 185—186; 9,, 1908/9, S. 145. — 
1°: 802, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 73, 186—187, 414—415. — 1°: 805 — 806, siehe 
BM 8,, 19078, S. 73. — 1°:809—810, siehe BM ®,, 1908/9, 8. 243. — 1°: 815, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. 73. — 1°: 838, siehe BM S,, 1907/8, 8. 415. — 1° : 842 
siehe BM 9,, 1908/9, S. 243. — 1°: 854, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 55. — 1°: 855, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8.73. — 1° : 857, siehe BM 8,, 1907/8, S. 73; 9,, 1908/ 9° 
S. 243— 244, — 1°:859, 862, 863, siehe BM 8,, 1907/8, S. 73—174. — 2: 867, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. "74, 187. — 1°: 869, 875 — 87 6, 877, 878, siehe BM 8,’ 

1907/8, 8. 74—76. — 1°:881, siehe BM 8,, 1907/8, S. 415—416. — 1°: 882, 880; 
893, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 71—718. — 1°:900, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 78, 187— 
188. — 1°: 901, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 145146; 10,, 1909/10, 8. 261. — 1°:902, 

siehe BM 8, 1907/8, 8. 78-79. — 1°:906, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 79, 188189: 
9,, 1908/9, S. 244. — 1°:908, siehe BM 8,, 1907/8, S. 79; 9,, 1908/9, Bela. 
— 1°:909, siehe BM S,; 10078, S. 79. — 1°:910, siehe BM S,, 1907/8, S. 79, 416. — 
1°:911, siehe BM 8,, 1907/8, S. 79 — 80. 


2:5, siehe BM %,, 1906/7, S. 286; 8,, 1907/8, S. 80. — 2 :7, siehe BM 2,, 
1901, 8.351. — 2:8, siehe BM 1,, 1900, S. 501; 6,, 1905, S. 309. — 2 : 9, siehe 
BM 9,, 1908/9, 8.147. — 2:10, siehe BM 1, 1900, 8. 502; 9,, 1908/9, S. 147—148. 
— 2:11, siehe BM 8,, 1907/8, S. 189. — 2:14—15, siehe BM 2,, 1901, S. 144 ; 
5,, 1904, S. 200; 6,, 1905, S. 208— 209. — 23:17, siehe BM ‚8,, 1907/8, 8. 189. — 
2:20, siehe BM 1,, 1900, S. 502; 3,, 1902, S. 239. — 2: a. siehe BM 1,, 1900, 
S. 274; 9,, 1908/9, 8.148. — 2:96, siehe BM 9,, 1908/9, S. 244— 245. — 2:30, 


siehe BM 6,, 1905, 8. 105; 10,, 1909/10, S. 166-167. — Bier, siehe BM %,, 
1901, S. 361— 352: 3,, 1902, 8. 239— 240: 6,, 1905, S. 309310. — 2:3, 
siehe BM 6,, 1905, S. 105. — 2:34, siehe BM 2,, 1901, 8. 144; 6,, 1905, 
S. 310; 8,, 1907/8, S. 190. — 2:37, siehe BM 1,, 1900, 8. 502; 6,, 1905, 
S. 105. — 2:38, siehe BM 2,, 1901, S. 352; ®,, 1908/9, 8. 148. — 2:39, 
siehe BM 1,, 1900, S. 502; 6,, 1905, S. 209; 9,, 1908/9, S. 245. — 2 : 41, siehe 
BM 2,, 1901, 8. 352; 8,, 1907/8, S. 80—81; %,, 1908/9, S. 72-73. — 2:45, 
siehe BM 9,, ‘1908/9, 'S. 148—150. — 2: 46, siehe BM 8,, 19078, S. 81. — 2:51, 
siehe BM 6,, 1905, S. 106; 9,, 1908/9, S. 150. — 2:52, siehe BM 8,, 1907, g 
S. 190—191. — bh 55, siehe BM 5,, 1904, S. 201. — 2: 57, siehe BM 2, 1901, 
S. 352. — 2: siehe BM ?,, 1906/7, $. 207208; 10,, 1909/10, 8. 262. — 


2 : 59— 60, En BM 1,, 1900, S. 502; 6,, 1905, S. 310.311. — 2:61, siehe 
BM %,, 1906/7, S. 85—86, 208— 209, 286— 287; 9,, 1908/9, 8. 150. — 2:68, siehe 
BM 4,, 1903, S. 206. — 2: 65, siehe BM 9,, 1908/9, S. 151. — 2:67, siehe BM 7 
1906/7, 8. 209— 210. — 2: 70, siehe BM 1, 1900, 8: 417. — 2: 73, siehe BM 1, Ai 
1900, 8. 502. — 2:77, siehe BM 9,, 1908/9, S. 152. — 2 : 82 2, siehe BM 25, 1900, 
8. 502. — 2:87, siehe BM 1,, 1900, S. 502; 9,,.1908/9, 8. 323. — 2:88, siehe 
BM 1,, 1900, S. 503; 6,, 1905, S. 395. — 2: ae siehe BM H,, 1900, S. 503; 9., 
1908/9, 8. 245—246. — 2: 90, siehe BM A1,, 41900, S. 503. — 2:91—92, siehe 
BM 1,, 1900, S. 503; 5,, 1904, S. 409-410; &,, 1905, S. 395—396; 8,, 1907/8, 
S. 191; 9,, 1908/9, 8.152. — 2:94, 96, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 167—168. — 
2: 97, siehe BM ae 1902, S. 406. — 2 :98—99, siehe BM 1,, 1900, S. 269—270; 
6,, 1905, 8. 106—107; %,, 1906/7, 8.210. — 2:100, siehe BM 3,, 1902, S. 140; 
8,, 190778, S. 81; 9,, ‘1908/9, S. 73—74. — 2:101, siehe BM 3,, 1902, S. 825; 6,, 
1905, 8.396; 9,, 1908/9, S. 152—153. — 2 : 103, siehe BM 10; 1909/10, 5 262— 263. 
— 2:104, siehe BM 10,, 1909/10, S. 168169; LL, 161071) S.81 — 2 :104—105, 
siehe BM L,, 1900, 8.503; 4,, 1903, S. 397— 398; 9,, 1908/9, 8.153. — 2 : 106, siehe 
BM %,, 1906/7, S. 380. — 2 : 111, siehe BM 2,, 1901, 8.352. — 2 : 112, siehe BM 10,, 
1909/10, S. 56. — 2:112—113, siehe BM "10,, 1909/10, S. 56—57. — 2: 114, 
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siehe BM 9,, 1908/9, S. 153; 10,, 1909/10, 8.57. — 2:116, siehe BM 3,, 
1902, 8. 406; 9,, 1908/9, 8. 153—154. — 2 :117—118, siehe BM 6,, 1906, 
S. 107, 311. — 23 : 122, siehe BM 1,, 1900, 8. 503 — 504; 6,, 1905, 8. Bora 


2:126, siehe BM %,, 1902, 8.406; &,, 1905, 8.210. — 2:127, siehe BM 3,, 
1902, S. 406. — 2 : 128, siehe BM 12 1900, 8. 504; 8,, 1907/8, S. 191—192. — 
LE 129, siehe BM %,, 1906/7, 8. 287. — 2 : 132 2, siehe BM 14 1900, S. 515 
— 516. — 2:143, siehe BM 1,, 1900, 8. 504. — 2 : 144, siehe BM Ce 1906/7, 
S. 381. — 2:145, siehe BM ca 1906/7, S. 287. — 2:148, siehe BM %7,, 1906/7, 
S 381382. — 2: 150 — 151, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 288. — ® : 155, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 323— 325. — 2: 1658 156, siehe BM 5,, 1904, S. 410 — 411; Ts, 1906/7. 
S. 86—87. — 2 :157, 158, siehe BM 2, 1901, 8. 352. — 2:160—162 2, siehe BM 6,, 
1905, S. 311— 312; 7. 1906/7, S. 87— 88; UE 1908/9, S. 154. — 2 :163, siehe BM L,, 
1900! S. 504; &,, 1905, S. 312. — 2:164, siehe BM 6,, 1905, 8. 313. — 2 : 165, 
siehe BM %,, 1906/7, 8. 382; 9,, 1908/9, 8. 246—247. — 2 : 166, siehe BM 1,, 1900, 
S. 504. — ®:171, siehe BM 10,, 1909/10, 8.58. — 2:175, siehe BM 2 1902, 
S. 140. — 2:178—179, siehe BM 8,, 1907/8, S. 192 —193; ’10,, 1909/10, 8. 58. 
— 2:206, siehe BM 6,, 1905, 8. 313. — 2 : 208, siehe BM 9,, 1908/9, S. 247. — 
2 :210, siehe BM 2,, 1901, S. 352353. — 2: 218, siehe BM 4,, 1903, S. 284. — 
2: 219, siehe BM 2,, 1901, S. 353. — 2 : 222, siehe BM 6,, 1905, S. 397— 398. — 
2 : 294 226, siehe BM 9, 1908/9, S. 155. — 2 : 228, siehe BM 8,, 1907/8, S. 193. 
— 2:229, siehe BM 1,, 1900, 8. 504505; 8,, 1907/8, 8. 194; 10,, 1909/10, 8. 263. 
— 2:230, siehe BM 8,, 1907/8, S. 195—196; 9,, 1908/9, . 155 157. — 2 : 989, 
234, 237, siehe BM 8,, 1907/8, S. 196—198. — 2 : 238, Ru BM 8,, 1907/8, S. 198; 
10,, 1909/10, 8. 59, 169. — 2: 240, siehe BM S,, 1907/8, S. 198—199; 10, 1909/10, 
S. 59. — 2 : 242, siehe BM A,, 1900, S. 505; 8,, 1907/8, S. 199—200. — 2 : 245, siehe 
BM 14,, 1900, 8.505; 6,, 1905, 8.398: 7,, 1906/7, 8.382; S,, 1907/8, S. 200. — 2: 245, 
siehe BM @,, 1906/7, S. 383. — 2 : 246, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 283; 8,, 1907/8, 8. 200. 
— 2:247, siehe BM ?,, 1906/7, 8. 383 — 384; 9,, 1908/9, 8. 247. — 2:249, siehe 
BM 8,, 1907/85, 8. 200—201. — 2:250, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 82. — 2 : 255, 
siehe BM 2,, 1901, 8.353. — 2:272, siehe BM ®,, 1908/9, 8. 247. — 2:973, 
siehe BM 1 1900, '8. 505. — 2:274, siehe BM 3,, 1908, S. 325. — 3:281, siehe 
BM 5,, 1904, 8. 411. — 2 : 282, 7283, siehe BM ,, 1900, S. 506; 22777907: 
S. 353-354. — 2:284, siehe BM 4,, 1900, 8.506; 9,, 1908/9, S. 157—158. 





2:284. Im dritten Briefe des REGIOMONTANUS an BIANCHINI kommt eine 
Stelle vor, die für die Geschichte der algebraischen Terminologie von Interesse 
ist. REGIOMONTANUS "gibt nämlich an (Abhandl. zur Gesch. d. mathem. 
Wissensch. 12, 1902, S. 257), daß damals in Deutschland die sechs ersten 
Potenzen der Unbekannten die folgenden Benennungen hatten: 


res, census, cubus, census de censu, cubus de censu, cubus cubi. 


Die Terminologie stimmt also mit der des Leonarpo Pısano überein (vgl. 
BM 6,, 1905, S. 310), während bekanntlich Pacruoro ein anderes termino- 
logisches Prinzip benutzte. G. ENESTRÔM. 





2 : 286, 287, 289, 290, 291, siehe BM 4,, 1900, 8. 506— 507. — ® : 296, 
siehe BM 2. 1901, 8.354. — 2: 304, siehe BM 8,, 1907/8, S. 201. — 2: 305, 
siehe BM %,, 1906/7, S. 88. — 2:306, 308, siehe BM 9, 1908/9, 8. 248. — 2: 313, 
siehe BM 1, 1900, 8. 507. — 2: 314, "siehe BM %,, 1906/7, 8. 288—289. — 2:317, 
siehe BM 5,, 1904, S. 69; @,, 1906/7, 78. 384. — 2: 318, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 158. 
— 2:319, siehe BM 8,, 1907/8, S. 201— 202. — 2: 320, siehe BM u. 1906/7, 
8. 88—89; 9,, 1908/9, ER 248. — 2:392, siehe BM 6,, 1905, S. 399: 8,, 1907/8, 
5. 202— 203. — 2: 325, siehe BM 6,, 1905, S. 313— 314. — 2 : 327, siehe BM 9,, 
1908/9, S. 248—249. — 2:328, siehe BM 3,, 1902, S. 140; 4,, 1903, S. 285. — 
2 : 354, siehe BM 4,, 1900, S. 507. — 2 : 339, siehe BM 8., 1907/8, S. 82. — 2: 341, 
313, siele BM 10,., 1909/10, 8.170. — 2: 351, siehe BM 6,, 1905, 8. 399. — 
2 :393, siehe BM ix 1900, S. 507; 4,, 1903, 8.87. — 2:355, 357, siehe BM 6,, 
1905, 8. 399— 400. — 2: 358, siehe BM 4,, 1903, S. 87; S,, 1907/8, 8. 203. — 
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2 :360, siehe BM 4,, 1903, S. 87. — 2 : 371, siehe BM 6,, 1905, S. 314. — 2 :375, 
siehe BM 9,, 1908, 8. 75. — 2:379, siehe BM 6,, 1905, 8. 400; %,, 1906/7, S. 384. 
— 2:380, siehe BM 6,, 1905, S. 400—401. — 2:381, siehe BM 1,, 1900, S. 507. 
— 2:382, siehe BM 10,, 1909/10, S. 60. — 2:385, siehe BM #3,, 1902, 8. 81; 
4,, 1903, 8. 207; %,, 1906/7, 8. 289; 10,, 1909/10, S. 170, — 2:386, siehe BM 1,, 
1900, S. 507; 5,, 1904, S. 306. — 2:388, siehe BM %,, 1906/7, 8. 289. — 
2 : 392, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 82; 10,, 1909/10, S. 171. — 3:39, siehe 
BM 1,, 1900, S. 507-508. — 2:396, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 82. — 
2 : 397, siehe BM %,, 1906/7, S. 211. — 2 : 398, siehe BM 8,, 1907/8, S. 204; 
9,, 1908/9, 8. 158—160. — 2:399, siehe BM 6,, 1905, S. 107-108; 8,, 1907/8, 
S. 204— 205; 10,, 1909/10, S. 344— 345. — 2:401, 405, siehe BM 1,, 1900, S. 507. 
— 2: 410, siehe BM 7,, 1906/7, S. 290. — 2 : 411, 412, siehe BM %,, 1906/7, 8. 89. 
— 2 : 413, siehe BM 8,, 1907/8, S. 205. — 2 : 419, siehe BM 8,, 1907/8, S. 205—206; 
9,, 1908/9, S. 249—250. — 2:420, siehe BM 8,, 1907/8, S. 83, 206; 1O,, 1909/10, 
S. 345. — 2 : 421, 422, siehe BM 8,, 1907/8, S. 206. — 2 : 423, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 345. — 2 : 495, siehe BM L,, 1900, S. 507. — 2 : 426, siehe BM 8,, 1907/8, S. 207; 
10,, 1909/10, S. 60—61. — 2 : 427, siehe BM 6,, 1905, S. 314—315; 8,, 1907/8, S 207. 
— 2 :428, siehe BM 8,, 1907/8, S. 208; 9,, 1908/9, S. 160. — 2 : 429, siehe BM 5,, 
1904, S. 201— 202; 8,, 1907/8, S. 208—209. — 2 : 430, siehe BM 2,, 1901, S. 145. — 
2 :434, siehe BM 9,, 1908/9, S, 160—161. — 2 : 437 —438, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 209— 210. — 2 : 440, siehe BM 4,, 1903, S. 285. — 2 : 441, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 161. — 2:442, siehe BM 3,, 1902, S. 325. — 2:444, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 210. — 2:446, siehe BM 9,, 19089, S. 250. — 2:449, siehe BM 3,, 1902, 
S. 140; 10,, 1909/10, S 171. — 2 :452, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 210. — 2: 454, 
siehe BM 3,, 1902, S. 242. — 3 : 497, siehe BM 9,. 1908/9, S. 250— 9251. — 
2 : 471, siehe BM 9,, 1908/9, S. 161. — 2 : 474, siehe BM 3,, 1902, 8. 140—141; 
9,, 1908/9, S. 161. 251. — 2:476. siehe BM 9,. 1908, 8. 75. — 2 : 479 — 480, 
siehe BM 3,, 1902, S. 141; %,, 1906/7, S. 290 291, 385; ®,, 1908, S. 75, 251. — 
2 : 481, siehe BM 1,, 1900, S. 508; S,, 1907/8, S. 83. — 2 : 482, siehe BM 1,, 1900, 
S. 508; 2,, 1901, S. 354; 3,, 1902, S 240; 6,, 1905, S. 401; LÉ, 1910/11, 8. 81. — 
2 :483, siehe BM %,, 1906/7, S. 291. — 2:484, siehe BM 3,, 1902, 8. 141. — 
2 : 486, 489, siehe BM 1,, 1900, 8. 509. — 2 : 490, siehe BM 1,, 1900, S. 509; '%,, 
1906/7, 8. 385 — 386. | 


. 2:490. Die Angabe (Z. 5—6): „Erstens behauptet TARTAGLIA, ax? 
— b + x° besitze zwei oder vielleicht noch mehrere Auflösungen“ ist nicht un- 
richtig, aber wertlos, weil sie keine wirkliche Auskunft über die Bedeutung der 
Behauptung TarTAcLıas bringt. Die von Herrn CAnToR zitierte Seite enthält 
den Passus: „tutti tai capitoli riceueno due diuerse risposte, et forsi piu“, und 
da die von Tarracııs am Anfange der Seite behandelte Gleichung von der 
Form ax? — b + x war, hat Herr Canrtor offenbar den Ausdruck „tutti tai 
eapitoli* auf Gleichungen dieser Form bezogen. Aber wenn man die folgenden 
Ausführungen TarTAGLIAS liest, so findet man, daß er als Beleg für seine Be- 
hauptung die Gleichung &° + 3x = 14 anführt; TARTAGLIA bemerkt, daß diese 
Gleichung offenbar die Wurzel x — 2 besitze, und daß anderseits die von ihm 


ci ere Emme NE mg 
erfundene allgemeine Regel als Resultat x = V7 + 41 — V7 — 41 gebe. 
Nun ist ja die letzte Behauptung falsch, denn die richtige Lösung ist 


3 y—— 3 ——— 3 a ee ee 
x —V1+ 50 + V7 — V50, und da V7 +y50=-+Y2+1, so wird die 
Wurzel der Gleichung æ° + 3x = 14 in beiden Fällen 2. Tarracııa hat also 
nur nachgewiesen, daß man die Wurzel einer Gleichung dritten Grades auf 
zwei verschiedene Weisen darstellen kann, wenn diese Wurzel rational ist. 
Darum sagt er auch (S. 282 der Ausgabe 1606): „queste due uarie risposte 
se ritrouera . . . doue accaschi la cosa esser rationale“. Darum würde ein sach- 
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kundiger Verfasser die Angabe sicherlich nicht wie Herr Canror formuliert 
haben, sondern etwa auf folgende Weise: „Erstens weist TARTAGLIA nach, daß 
eine Gleichung dritten Grades mit rationaler Wurzel zwei Auflösungen besitzt, 
deren Identität er auf Grund eines Rechenfehlers nicht entdecken konnte“. 


G. ENESTRÖM. 


2 : 493, 494, siehe BM 10,, 1909/10, 3. 345 — 346. — 2 : 497, siehe BM 1,, 1900, 
8.509; 4,, 1903, S. 87; 7,, 1906/7, 8. 291, 386; LL, 1910/11, S. 81— 82, — 2 : 508, 
505, siche BM 7,, 1906/7, 8. 292. — 2: 506, 507, siehe BM 9,, 1908/9, S. 162 —163. 
— 2:508, siehe BM 10,, 1909/10, S. 264 — 265. 


2:508. Herr Canrtor berichtet hier über die zweite Regel des 37. Ka- 
pitels der Ars magna und kennzeichnet diese auf folgende Weise: „Bahn- 
brechend für alle Zukunft wurde Carpanos Kühnheit, mit Quadratwurzeln aus 
Negativem zu rechnen“. Für meinen Teil würde ich lieber mit HANKEL von 
einem kleinen Schritt sprechen oder mit TRoPFKE „anregend“ statt „bahn- 
brechend für alle Zukunft“ setzen. Allein wenn man das Wort „bahnbrechend“ 
benutzen will, sollte man meines Erachtens ausdrücklich hervorheben, daß 
Carpaxo selbst gar keinen Wert auf dieses Rechnen mit Quadratwurzeln aus 
Negativem gelegt hat. Sonst hätte er natürlich solche Quadratwurzeln benutzt, 
um die Lösung des „Casus irreducibilis“ algebraisch anzugeben (siehe unten 
die Bemerkung zu 2 : 537). 

Auch die dritte Regel des 37. Kapitels könnte vielleicht verdienen, in 
einer Geschichte der Mathematik erwähnt zu werden, freilich nicht weil sie 
bahnbrechend genannt werden kann, sondern weil sie für die Nachlässigkeit 
CARDANOS kennzeichnend ist. 

Das Kapitel („De regula falsum ponendi“; Ausgabe Basel 1570, 8. 129 
— 132) beginnt mit den Worten: „Haec regula triplex est, aut enim ponit 
m: aut quaerit Am: aut quaerit quod non est“, und die zwei ersten Regeln 
beziehen sich auf Gleichungen, deren Wurzeln negativ oder imaginär sind. 
In betreff der dritten Regel bemerkt Carpano: „Possumus vero uenari genus 
m: aliud, quod neque est purum m: neque Am: sed res omnino falsa, & com- 
ponitur haec regula quasi ex ambobus“, und um diese dunkle Bemerkung zu 
erklären, gibt Carpano folgendes Beispiel: „Drei Zahlen in geometrischer 


Progression zu finden, von denen die erste minus ihrer Quadratwurzel gleich ‘! 


der zweiten, und die zweite minus ihrer Quadratwurzel gleich der dritten ist“. 
Setzt man die erste Zahl gleich x?, so sind die drei Zahlen offenbar æ°, &°— x, 


a —% y — x, und da sie eine geometrische Progression bilden, wird 





2(® — 2 —Va®—a)=(0®— x). Diese Gleichung wird natürlich durch 
x =0 befriedigt, so daß 0, 0, O eine Lösung der Frage ist. Dividiert man 
ferner die Gleichung mit æ°, erhält man &—- x — Ya’— x = (x — 1)? oder 
2 — 2 (x —1) =Vax—x, also & — 1=Ya—x, und dieser Gleichung 
genügt ein einziger endlicher Wert von x, nämlich 1, so daß 1, 0, O eine 
andere Lösung der Frage ist. Nun könnte man ja vom Standpunkte CARDANOos 
aus sagen, daß die beiden Lösungen falsch sind, weil Null keine Zahl ist, 
und dadurch ist der Ausdruck: „quaerit quod non est“ befriedigend erklärt; 
anderseits versteht man nicht die Worte: „componitur haec regula quasi ex 
ambobus“, und diese Worte deuten auf eine ganz andere Erklärung hin. 
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Nachdem Carpaxo die Gleichung, die in modernen Zeichen x? (0° — x — Vx?— x) 
= (x? — x)” lautet, hergeleitet hat, fährt er nämlich fort: 





habebis quantitates ipsas operando ut uides, |4 | m:+ | m:tm:Rm:1L] 





& productum primi in tertium, est m: ;p: RL, quod est Im: & tan- 
tum fit ducto secundo numero in se. 
Nach Carpano sind also die drei Zahlen 
en 'AVORRE LO V 
Ara 
und er behauptet überdies, daß 
A 4 ie 2 dre 
Aber in Wirklichkeit ist ja 
A VD se 
und dieser imaginäre Ausdruck kann natürlich nicht (— +)? sein, so daß die 
Lösung Carpanos falsch ist. 
Nimmt man also an, daß CARpano seine dritte Regel nicht auf das 
richtige, sondern auf das falsche Resultat seiner Frage bezogen hat, so ver- 
steht man die Worte „componitur haec regula quasi ex ambobus“, denn nach 


der Lösung Carpanos ist ja die dritte der gesuchten Zahlen die algebraische 
Summe einer negativen und einer imaginären Größe. G. ENESTRON. 


2:509, siehe BM 1,, 1900, S. 270, 509. — 2:510, siehe BM 1,, 1900, 8. 509. 
— 2:512, siehe BM 3,, 1902, S. 141. — 2 : 514, siehe BM 1,, 1900, S. 509. 


2:515. Herr Cantor bemerkt (Z. 18—21): „Den sonstigen mathe- 
matischen Inhalt [der Quesiti et inventioni diverse] bildet ausschließlich die 
Geschichte der Entdeckung der Auflösung kubischer Gleichungen. Sie ist... 
bereits ausführlich . .. erzählt worden“. Hier wäre es angebracht, „vorzugsweise“ 
statt „ausschließlich“ zu setzen, denn tatsächlich kommen in der Arbeit TARTAGLIAS 
rein mathematische Stellen vor, die sich nicht direkt auf die Auflösung kubischer 
Gleichungen beziehen, und die Herr Cantor vermutlich aus diesem Grunde in 
seinem Berichte übergangen hat. Beispielsweise wird in den Vorlesungen nicht 
erwähnt, daß TARTAGLIA in seinem Kommentar zum 40. Quesito, also sieben 
Jahre vor STIFEL, ein Verfahren veröffentlicht hat, um Kubikwurzeln aus 
Binomien auszuziehen. In seinem Brief vom 5 Januar 1540 hatte CARDANO 
mitgeteilt, Giovanni Da Cor besitze eine Methode für diesen Zweck, und diese 
Mitteilung veranlaßte TARTAGLIA sich mit der Frage zu beschäftigen. Das 
Verfahren (Ausgabe Venedig 1606 8. 276 — 277) lautet in moderner mathe- 


matischer Sprache: Sei + a + vb das gegebene Binomium, und sei angenommen, 
ß V+ a + vb auf die Form + « + VB gebracht werden könne, so wird 
+a+yb=+(e+3aß) + (3«° + 8) VB, 


folglich ist a = «+ 30ß. Man muß also a in zwei Teile zerlegen, von denen 
der erste ein Kubus, der zweite ein Multiplum von 3 ist. Beien diese zwei 


Teile 4A’? und 3B, so ist offenbar « = À, pi? also V+ a a +yb 
= + À Ve wenn das Problem durch ganze Zahlen lösbar ist. 
112 
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ep eu Te 
Als Beispiel wählt TARTAGLIA va 10 +Y 108, und in diesem Falle 
findet man, dß À — 1, B — 3, also 


er Rue" ALL 2 
V+ 10H VIoBe ee, 


Vom methodischen Gesichtspunkte aus ist das Verfahren nicht besonders 
wertvoll, aber sobald a eine kleine Zahl ist, führt es schnell zum Ziele. Jeden- 
falls ist es das erste veröffentlichte Verfahren, Kubikwurzeln aus Binomien 
auszuziehen, und verdient wenigstens aus diesem Grunde erwähnt zu werden. 

Ob Tartacııa, wie Hanxez (Zur Geschichte der Mathematik im Altertum 
und Mittelalter, Leipzig 1874, $. 373) annimmt, das Verfahren schon 1540 
erfand, muß dahingestellt bleiben. G. Enuströn. 


| 2 :516, 517, siehe BM J,, 1900, S. 509. — 2 :524, siehe BM %,, 1906/7, 8. 90; 
10,, 1909/10, S. 171—172. — 2:525, siehe BM 10,, 1909/10, 8.172. — 2 : 527, 
siehe BM %@,, 1906/7, S. 387. — 2 : 529, siehe BM %,, 1906/7, S. 91. — 2 : 530, 
siehe BM 2,, 1901, S. 354— 355; %,, 1902, S. 141. — 2 :531, siehe BM %,, 1906/7, 
S. 212. — 2:532, siehe BM 1,, 1900, S. 509; %,, 1906/7, S. 292; 8,, 1907/8, 8. 84; 
9,, 1908/9, S. 163 —164. 


2:533. Die Angabe (Z. 25 —27): „Die Sätze 159, 160, 161 [des Opus 
novum de proportionibus] stehen in innigem Zusammenhange und handeln von 
den Winkeln, welche Kreisbögen mit geraden Linien bilden“ ist kaum mehr 
als zur Hälfte richtig. Der Satz 160 (Ausgabe 1570, $. 162) lautet: „Pro- 
posita linea tribusque in ea signis punctum inuenire, ex quo ductae tres lineae 
ad signa sint in proportionibus datis“, d. h.: „Eine Gerade und drei Punkte 
A, B, C derselben sind gegeben; es wird verlangt, außerhalb der Geraden einen 
Punkt G zu bestimmen, so daß die drei Geraden AG, BG, CG in gegebenem 
Verhältnis zueinander sind“. Weder das Problem noch die Behandlung des- 
selben hat das geringste mit dem Satz 159 zu tun. Dasselbe könnte man von 
dem eigentlichen Satz 161 sagen, denn dieser Satz handelt von zwei gerad- 
linigen Dreiecken, aber unmittelbar nachher folgt ein „Lemma“, worin CARDANO 
auf den Gegenstand des Satzes 159 zurückkommt, und dieses „Lemma“ beginnt 
mit den Worten: „His demonstratis“. Allerdings sieht man leicht, daß der 
Satz 161 nur scheinbar im Zusammenhange mit der Frage des Kontingenz- 
winkels steht, weil CARDANO diesen Satz, der offenbar nur für geradlinige Drei- 
ecke gilt, ohne weiteres auf krummlinige Dreiecke anwendet. Jedenfalls 
wäre es angebracht, die oben zitierte Angabe etwa auf folgende Weise zu 
modifizieren: „Der ganze Satz 159 und das „Lemma“ des Satzes 161 gehören 
zusammen und handeln von den Winkeln, welche Kreisbögen mit geraden Linien 
oder mit anderen Kreisbögen bilden“. G. ENESTROM. 

2:535, siehe BM 1,, 1900, 8. 509. — 2:536, siehe BM '%,, 1906/7, 8. 212— 
213. — 2:587, sieho BM 7,, 1906/7, 8. 387. 





2:537. Es ist richtig, daß die von Herrn Canror Z. 6—12 angegebenen 
Umstände das Verständnis der Schrift Carpanos De regula Aliza erheblich er- 
schweren. Aber es gibt noch einen Umstand, der das Studium der Schrift 
besonders schwierig macht, nämlich das Vorkommen von groben Fehlern und 
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sinnlosen Ausführungen (vgl. die Bemerkung Cossazis S. 442 des 2. Bandes der 
Arbeit Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell’ algebra, Parma 
1799), wodurch der Leser nicht selten unsicher wird, wie gewisse Behauptungen 
CARDANOos verstanden werden sollen. Ich werde diese Schwierigkeit an einem 


Beispiel erörtern. 
Am Ende des 22. Kapitels (S. 46 der Originalausgabe) sucht CARDANO zu 


beweisen, daß — keine Größe sein kann, und für diesen Zweck bringt er erst 


einen vermeintlichen Beweis des Satzes, daß Minus mal Minus immer Minus 
macht. Er geht dabei von der Identität (a — b)’= a? — 2(a — b)b — b? aus, 
und folgert daraus unmittelbar, daß das letzte Glied der rechten Seite durch 
Multiplikation von — b mit — b entstanden ist; in Wirklichkeit setzt dies ja 
voraus, daß das zweite Glied der rechten Seite nicht — 2(a — b)b sondern 
— 2ab ist! Auf ganz dieselbe Weise setzt er | 


(a—b) (ec — d)= ac — (a — b) d — b (c — d) — bd 


und folgert daraus, daß (— b)(— d) = — bd! Dann sucht er auf andere Weise 
die Richtigkeit seines Satzes zu belegen; ob aber seine Ausführungen wirklich 
einen Sinn haben, bin ich nicht imstande ausfindig zu machen. 

Ferner gibt Carpano auch einen Beweis des Satzes: „Plus mal Minus 
macht Minus“, den ich hier wörtlich zum Abdruck bringe: „Nihil potest ultra 
uires suas, ergo p: potest quantum est ipsum, igitur cum ducitur extra ipsum, 
producit m: aliter posset plus producere quam potestate esset.‘ 

Nachdem Carpano also seiner eigenen Ansicht nach die Sätze (— a) (— b) 
= — ab, (+ a) (— b) = — ab bewiesen hat, ist es ihm leicht zu zeigen, daß 
— weder positiv noch negativ sein kann, also überhaupt keine Größe darstellt 
(„diviso p: per m: nihil exit“), denn in keinem Falle kann die Multiplikation 
des Quotienten mit der negativen Größe — b zu einem positiven Ergebnis führen. 

Nun ist die Frage: „Wie soll man den Inhalt des fraglichen Kapitels 


deuten?“ Legt man das Hauptgewicht auf den Satz, daß = keine endliche 


Größe ist, kann man ja CARDANO als einen Vorgänger von Wazzis bezeichnen 
(vgl. BM 9,, 1908/9, S. 329—330). Betrachtet man dagegen diesen Satz nur 
als eine unmittelbare Folge der vorhergehenden unrichtigen oder sinnlosen Aus- 
führungen, ist der Inhalt des ganzen Kapitels vom historischen Gesichtspunkte 
aus wertlos. G. ENESTRÖM. 


2:537. Die Angabe (Z. 1—5): „Den vorwiegend umfassendsten Theil 
des Buches De regula Aliza hat Carpano jedoch der Betrachtung derjenigen 
Fälle gewidmet, bei welchen die Formel Dez FErros unter der Kubikwurzel 
Ausdrücke auftreten läßt, welche selbst Quadratwurzeln aus Negativem ent- 
halten“ sollte modifiziert werden. Der Schluß der Angabe ist nicht direkt 
unrichtig aber auf eine Weise formuliert, die fast notwendig zu einem Mif- 
verständnis veranlassen muß, besonders wenn der Leser sich erinnert, was Herr 
CantoR $. 508 über Carpanos Kühnheit, in der Ars magna mit Quadratwurzeln 
aus Negativem zu rechnen, gesagt hat. Daraus wird man nämlich verleitet, 
anzunehmen, daß Carnano im Traktat De regula Aliza wirklich bei Lösung 
des irreduziblen Falles Quadratwurzeln aus Negativem benutzt. Übrigens geben 
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auch gewisse Aussprüche Cossarıs zu demselben Mißverständnis Anlaß, z. B. 
der folgende (Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell’ algebra 2, 
Parma 1799, S. 482): ,,Carpano conobbe essere appunto nel caso della for- 
mola contaminata d’immaginarj, che l’equazione 2 — px —q=0 gode di tre 
radici reali“. Höchstwahrscheinlich ist dies der Grund, warum J. TROPFKE 
unrichtig behauptet (Geschichte der Elementar-Mathematik 1, Leipzig 1902, 
S. 277 2. 5—6 und die dazu gehörende Fußnote 1102), daß Carpano be- 
sonders in der Abhandlung De reyula Aliza mit imaginären Wurzeln zu rechnen 
sich unterfing. 

In Wirklichkeit kommen in der Abhandlung De regula Aliza keine Formeln 
vor, die Quadratwurzeln aus Negativem enthalten. Als charakterisches Merk- 
mal des irreduziblen Falles der Gleichung x°— ax + b stellte CARDANO schon 


2 3 
in der Ars magna die Gleichung (2) = (5) auf und wenn er in dem Traktat 


De regula Aliza Fälle dieser Art behandelt, versucht er gar nicht, die Wurzeln 
durch irgend eine Formel auszudrücken. 

Den Anfang der oben zitierten Cantorschen Angabe möchte ich als ent- 
schieden ungenau bezeichnen. Es ist richtig, daß CArDANO an verschiedenen 
Stellen des Traktates Gleichungen behandelt, die dem irreduziblen Fall ge- 
hören, aber diese Stellen bilden gar nicht zusammen „den vorwiegend um- 
fassendsten Teil des Buches“. Vielmehr kann man behaupten, daß in der Schrift 
De regula Aliza der irreduzible Fall eine durchaus untergeordnete Rolle spielt. 


G. ENESTRÖM. 


2 : 539, siehe BM %,, 1906/7, S. 293; ®,, 1908/9, S. 252. — 2 : 541, siehe BM 1, 
1900, 8. 509. — 2: 547, siehe BM 8,, 1907/8, S. 84. — %2:548, siehe BM 1,, 1900, 
8. 510; 9,, 1908, 8. 76. — 2:549, siehe BM H,, 1900, 8. 510; 6,, 1905, 8. 401. — 
2:550, siehe BM 2&,, 1901, S. 355; ®,, 1908, S. 76. — 23:554, siehe BM 1,, 1900, 
S. 510. — 2:555, siehe BM #,, 1903, S 285; G,, 1905, 8. 322 — 2:558, siehe 
BM 9,, 1908, S. 76. — 2 : 561, siehe BM %,, 1906, 8. 91. — 2:565, siehe BM 4,, 
1903, 8. 285. — %:566, siehe BM 8,, 1907/8, S 85. — 2:567, 568, siehe BM 4,, 
1903, S. 286. — 2 :569, siehe BM 1,, 1900, 8. 510. — 2:572—573, siehe BM J,, 
1900, S. 510; 3,, 1902, 8. 141. — 2:576. siehe BM 2,, 1901, 8. 355—356. — 
2:579, siehe BM 2,, 1901, S 145. — 2 : 580—581, siehe BM 4,, 1903, 8. 207; 8,, 
1907/8, 8. 85— 86; 9,, 1908/9, 8. 326— 327. — 2:582, siehe BM 4,, 1900, 8. 510. 
— 2:583, siehe BM J,, 1900, S. 270; 2,, 1901, S. 356. 


2:584. Was Herr Cantor über den Inhalt der Abhandlung Zffectionum 
geometricarum canonica recensio sagt, ist nicht unrichtig, aber ich verstehe eigent- 
lich nicht, warum er stillschweigend übergeht, daß Vière in der Abhandlung 
lehrt, die Gleichung x° + ax = + b? geometrisch zu lösen. Aus den Worten 
des Herrn Cantor (Z. 27—28) „rechnerisch erhaltene Ausdrücke geometrisch 
zu ermitteln“ wird man versucht anzunehmen, daß Vı&ETE nur Ausdrücke aber 
nicht Gleichungen geometrisch behandelt. G. Enr 


2 :585, siehe BM 5,, 1904, S. 69—70. — 2:592, siehe BM 2,, 1901, S. 146. 
— 2:593, siehe BM %,, 1906/7, 8. 387. — 2:594, siehe BM 14,, 1900, 8. 270. — 
2:597, siehe BM H,, 1900, 8. 270; 2,, 1901, 8. 146. — 2 : 599 — 600, siehe BM 2,, 
1901, S. 146. — 8:602, siehe BM 1,, 1900, S. 270. — 2:603— 604, siehe BM 1,, 
1900, 8. 270— 271; 6,, 1905, 8.108; 8,, 1907/8, S. 211. — 2:605, siehe BM 8,, 
1907/8, 8. 86. — 2:610, siehe BM %,, 1906/7, 8. 388. — 2:611, siehe BM 2,, 
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1901, 8. 356—357. — 2:612, siehe BM 1,, 1900, 8. 277; 2,, 1901, 8. 146; 8,, 
1907/8, S. 212. — 2 :612— 613, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 1—92. — 2: 613, siehe 
BM 2. 1901, S. 357; 5,, 1904, S. 306; 7,, 1906/7, 8. 294, 388—389. — 2: 614, siehe 
BM %,, 1902, 8. 141. — 2:617, 619, siehe BM 6,, 1905, 8. 108—109. — 2 : 620, 
siehe BM a. 1902, S. 141. — 2 : 621, siehe BM 1,, 1900, S. 277; 2,, 1901, 8.146; 6,. 
1905, 8.402; %,, 1906/7, 8. 214, 389; 8,, 1907/8, 8. 86— 87: ®., 1908, S. 77. — 
2: 622, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 87. — 2 : 62 23, siehe BM L., 1900, S. 277; 2,, 1901, 
8. 146— 147. — 2 : 624, 625, siehe BM 8,, 190778, 8. 87— 88. — 2 : 626, siehe BM ?,, 
1906/7, S. 339— 390. — 2:632, siehe BM 6,, 1905, 8. 109. — 2 :634, 637, siehe 
BM 6,, 1905, S. 315 — 316. — 23 :638, siehe BM 2, 1901, S. 147. — 2”: 639, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 77. — 2:641, siehe BM 9,, 1908/9, 8.253. — 2 :642 2, siehe 
BM 1,, 1900, S. 271. — 2:643. siehe BM 1,, 1900, S. 271; x, 1906/7, 8. 391 — 
2% : 644, siehe BM G,, 1905, S. 402— 403. — 2 : 652, siehe BM 10,, 1909/10, S. 347. 
— 2:655, siehe BM 2,, 1901, S. 357; 10,, 1909/10, S. 265— 266. — 2 : 656, 
siehe BM 4,, 1903, S. 286. — 2 : 659, "660, siehe BM 2,, 1901, 8. 147—148. — 
2 : 661, siehe BM 6,, 1905, S. 403. — 2: 665, siehe BM 1,, 1900, S. 271. — 
2 : 666, siehe BM Sie 1907/8, S. 88— 89; 9,, 1908/9, S. 164—165. — 2 : 667, 
siehe BM 8,, 1907/8, S. 89. — 2 : 669, siehe BM 5, 1904, S. 203. — 2 : 670, siehe 
BM 6,, 1905, S. 403; LR 1906/7, 8. 7391. — 23:674, siehe BM 4,, 1903, 8. 88. 
— 2:63, siehe BM 2, 1901, S. 148; 9,, 1908/9, S. 328. — as 687, "siehe BM da 
1906/7, 8.294. — 2:689, siehe BM 7,, 1906/7, 8.391; 8,, 1907/8, 8. 89; 9, 
1908/9, S. 253. — 2:693, siehe BM 4,, 1903, 8.287; 7,, 1906/7, 8. 394-395. 
— 2:69), siehe BM 9,, 1908/9, 8. 165166. — 2: 700, 701, siehe BM 4,, 
1900, 8. 271. — 2:703, siehe BM 1,, 1900, 8. 271—272; 8, 1907/8, 8. 212. — 
2: 704, 705, siehe BM 4,, 1900, S. 272 — 273. — 2: 712 2, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 212—213. — 2:713, siehe BM 9,, 1908/9, S. 254. — 2:714, siehe BM 8, 
1907/8, 8. 89—90. — 2 :715, siehe BM 5, 1904, 8. 412. — 2 :716, siehe 
BM 6,, 1905, -S. 404. — 23:717, 718, siehe BM %,, 1906/7, 8. 92 — 93. — 2:719, 
siehe BM 2,, 1901, 8.357. — 2:720, siehe BM 4,, 1903, 8. 287; 6,, 1905, 8. 404 
— 2:721, siehe BM 1,, 1900, 8. 273; 6,, 1905, 8. 404— 405. — 2: 726, siehe 
BM 8,, 1907/8, N 90. — 2: 727, siehe BM er; 1906/7, S. 392. — 23:741, siehe 
BM %,, 1906/7, S. 395—396. — 2 : 742, siehe BM 1,, 1900, 8. 273; 3,, 1902, 8. 142. 
— 2: 746, ine BM 1,, 1900, 8. 273. — 2:747, siehe BM 13:1900,33173 8}, 
1901, 8. 225. — En 749, siehe BM 4,, 1903, 8. 88. — 2:58 — 64, 758, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 254— 255. — 2:763, siehe BM 9,, 1908/9, S 166. — 2:765, 
siehe A 8,, Fe S. 90—91. — 2:766, siehe BM 3,, 1902, 8. 142; 5,, 1904, 
S. 412—413. — 2:767, siehe BM 2,, 1901, S. 148, 357-358. — 2:770, siehe 
BM 4,, 1903, S. 208. — 2 : 772, siehe BM 2,, 1901, S. 358; 7,, 1906/7, S. 392 — 393. 
— 2:77, siehe BM 8,, 1907/8, S. 213; 9,, 1908/9, S. 167. — 2 :775, siehe BM 2,, 
1901, 8. 358— 359. — 2: 777, siehe BM 2,, 1901, S 148: 3,, 1902, 8.204. — 2 : 780, 
siehe BM 9,, 1908/9, S. 78, 167. — 2: 783, siehe BM 2, 1901, S. 359; 4,, 1903, 
8. 88— 89. — 2 : 184, siehe BM 2,, 1901, 8. 148. — Bu siehe BM 6° 1905, 
S. 405; 7. 1906/7, 8.296. — 2 : 790, siehe BM 73, 1906/7, 8 . 893; 9,, 1908/9, 8. 255: 
10,, 1909/10, 8. 62— 63. — 2:791, siehe BM 6,, 1905, 8. 405. — 2 : 793—794, 
siehe BM 5,, 1904, S. 307; 6,, 1905, S. 316 — 317, 405 — 406. — 2:19, siehe 
BM 6,, 1905, 8. 317. — 2:797__798, siehe BM 5,, 1904, S 307; 6,, 1905, 8. 317; 
10,, 1909/10, S. 63—64. — 2:799, siche BM 5,, 1904, 8. 307. — ® : 802, siehe 
BM 4,, 1903, 8.208. — 2:802—803, siehe BM 10,, 1909 10, 8. 367— 308. — 
— 2:812, siehe BM 4,, 1903, 8.37. — 2 : 815, siehe BM 10, , 1909/10, S. 64. 

— 2:817, "siehe BM 10,, 1909/10, S. 174. — 2:820, siehe BM %,, 1901, 8. 148; 
5: 1904, 8. 307. — 2: "825, siehe BM 2,, 1901, 8. 148. — 2:827, 830, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 256-257. — 2:832, siehe BM 5,, 1904, S. 203—204; 6,, 1905, 
S. 211. — 2:840, siehe BM 2,, 1901, 8. 148—149. — 2:843, siehe BM 3,, 1902, 
8. 328. — 2: 850, siehe BM 6,, 1905, S. 109—110. — 2 : 851, 852, siehe BM 10,, 
1909/10, S. 174—175. — 2 : 856, 865, siehe BM 2,, 1901, S. 149. — 2 :876, 878, 
879, siehe BM 1,, 1900, 8. 511. 


2:884. Der Bericht über die Methode ToRRICELLIS, an einen Punkt der 
Parabel eine Tangente zu ziehen, ist mißlungen. Herr Cantor behauptet 
freilich, die Darstellung ToRRICELLISs, „wenn auch nicht dem Wortlaute nach, 
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doch dem Gedankeninhalte nach“, wiedergegeben zu haben. Indessen sieht man 
leicht, wie wenig richtig diese Behauptung ist, wenn man beobachtet, wie 
Herr Cantor die Worte TORRICKLLIS: „estque progressivi impetus ad lateralem 
ratio ut ad ad bf, per praecedentem Proposit.“ wiedergibt. TORRICELLI sagt 
also, daß die zwei Bewegungen des Punktes a sich wie ad: bf verhalten, und 
diesen Satz hatte schon Gazrzer (Discorsi e dimostrazioni matematiche inlorno 
a due nuove scienze, Giornata quarta; Opere 8, Firenze 1898, S. 285, 290) 
bewiesen. Aber die entsprechende Stelle bei Herrn CAntor lautet: 


Wäre der Weg von b nach a ein geradliniger gewesen, so hätte er 
die geradlinige Diagonale des Parallelogrammes der beiden genannten 
Bewegungen dargestellt, und es wäre auch weiter diese Diagonale ein- 
gehalten worden, die Entfernung jedes folgenden Punktes der Diagonale 
von der Achse cd hätte sich nach dem Verhältnisse da : fb gerichtet. 


Ob dieser Passus wirklich einen Sinn hat, will ich dahingestellt lassen (wie 
kann man das Verhältnis da: fb auf die Entfernung von der Achse beziehen?), 
aber jedenfalls gibt er nicht den Gedankengang TOoRRICELLIS wieder. Für 
diesen ist der Punkt b lediglich der Endpunkt der Geraden fd, und TorkI- 
CELLI hatte also keinen Anlaß, zu untersuchen, wie sich die Bewegung gestalten 
würde, wenn der Weg von b nach a ein geradliniger gewesen wäre. 


Auch eine folgende Stelle des Cantorschen Berichtes sollte modifiziert 
werden, nämlich die folgende (Z. 19—24): 


Wenn, setzt TORRICELLI hinzu, dieser Beweis ein besonderer für die 
Parabel ist, so kann man ihn doch für jeden Kegelschnitt verallgemeinern, 
indem man gleiche Bewegungen eines Punktes beachtet, der in gleicher 
Weise auf jeder vom Brennpunkte aus gezogenen Linie — TORRICELLI 
meint damit offenbar die Ordinate bf des Brennpunktes — sich bewegt. 


Die entsprechende Stelle bei TorrRIcELLI lautet: „Haec demonstratio peculiaris 
est pro parabola; sed et universalem habemus pro qualibet sectione conica, 
consideratis aequalibus velocitatibus unius puncti, quod aequaliter movetur in 
utraque linea quae ex focis procedit.“ TOoRRICELLI sagt also nicht, daß die 
zweite Methode eine Verallgemeinerung der ersten sei, und was TORRICELLI 
selbst über jene Methode mitteilt, kann man nicht aus dem Canrtorschen Be- 
richte erraten. Höchst auffällig ist der Cantorsche Zusatz: „TORRICELLI meint 
damit offenbar die Ordinate bf des Brennpunktes“, denn der Sinn der Worte 
TORRICELLIS wird sofort klar, wenn man die von Herrn CaAntor $. 881 mit- 
geteilten Figuren RoBERVALS einsieht. G. ENESTROM. 


2 : 891, siehe BM 1,, 1900, 8. 273. — 2:897, siehe BM 6,, 1905, 5. 406. — 
2 : 898, siehe BM 4,, 1903, 8. 37, 208; 10,, 1909/10, S. 175—176. — 2 : 901, siehe 
BM 1,, 1900, 8.511. — 2:902, siehe BM 9,, 1908/9, S. 329—330; 10,, 1909/10, 
3.64. — 2: 911, siehe BM 9,, 1908, 8. 78—79. — 2 : 919, siehe BM 5., 1904, 8. 204. 


2:922. Die erste Auflage des zweiten Bandes der Vorlesungen schließt 
(S. 844) mit folgenden Worten: 
Jedenfalls ist es England und Deutschland, wo inzwischen die 


Männer der Zukunft heranwuchsen, für welche das Jahr 1668 und das 
darauf folgende 1669 Wendepunkte ihres Lebens bilden. 1668 erschien 


= ét une fil 
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in Leipzig die Doktordissertation von GOoTTFRIED WILHELM LEIBNIz. 
1669 wurde Isaac Newron Professor der Mathematik in Cambridge. 


Indessen wurde die Aufmerksamkeit des Herrn CAnTor recht bald darauf ge- 
lenkt, daß die Doktordissertation von Leısnız nicht 1668, sondern schon 1666 
erschien, und es erwies sich darum nötig, bei der Bearbeitung der zweiten 
Auflage die Schlußworte zu modifizieren. Das einfachste wäre wohl gewesen, 
statt 1668 das richtige Jahr 1666 zu setzen und die Worte: „und das darauf 
folgende 1669“ ein wenig zu ändern. Vom stilistischen Gesichtspunkte aus 
hätte vielleicht der Ausspruch dadurch ein wenig verloren, aber andererseits 
könnte man darauf hinweisen, daß Herr: Cantor selbst früher die Lehrer- 
tätigkeit Newrons auf folgende Weise charakterisiert hatte (Nord und Süd 16, 
1881, 8. 114): 

NEwTon war ein Gelehrter, kein Lehrer. Ihm fehlte die mündliche 
Darstellungsgabe, und überdies war, was er lehrte, für die Bildungsstufe 
seiner Schüler zu fein. Wir wissen, daß kaum drei oder vier Zuhörer 
ihm zu folgen imstande waren, daß er leeren Wänden die Geistes- 
körner zuwarf. 


Man könnte also unter Berufung auf Morırz CANTOR sagen, daß NEwTons 
Ernennung zum Professor in Cambridge ein Umstand war, der für die Ge- 
schichte der Mathematik wenig Bedeutung hatte, und daß jedenfalls dieser 
Umstand bei der notwendigen stilistischen Änderung des Cantorschen Aus- 
spruches keine wichtigere Rolle spielen sollte. 


Indessen scheint Herr CAntor bei der Bearbeitung der zweiten Auflage 
der Vorlesungen einer anderen Ansicht gewesen zu sein, denn er hat die 
Worte, die sich auf Newron beziehen, wörtlich zum Abdruck gebracht, und 
für LeIBnız mußte er also das Jahr 1668 als „Wendepunkt seines Lebens“ auf 
eine neue Weise motivieren. Dies erzielte er dadurch, daß er in dem Passus: 
„1668 erschien in Leipzig die Doktordissertation von GOTTFRIED WILHELM 
Leısnız“ die Jahreszahl „1668“ in „1666“ verbesserte und dann hinzufügte: 
„1668 knüpfte er Beziehungen zu einflußreichen Persönlichkeiten an verschiedenen 
Orten an, welche für seine Laufbahn von größter Bedeutung wurden“. Will 
man indessen aus den Canrorschen Vorlesungen erfahren, welches diese hoch- 
wichtigen Beziehungen waren, so bekommt man, soweit meine Nachforschungen 
sich erstreckt haben, gar keine Auskunft. Im dritten Bande der Vor- 
lesungen (1. Aufl. S. 27, 2. Aufl. S. 29—30) erwähnt Herr CAntor nur das 
Jahr 1667 und dann die Jahre 1670— 1672 als für LerBniz bedeutungsvoll. 


Nun könnte man ja meinen, daß die Frage, die ich hier berührt habe, 
rein stilistisch und darum von durchaus untergeordnetem Interesse sei. Aber 
in Wirklichkeit liegt die Sache ganz anders. Der Passus der Vorlesungen, 
um den es sich handelt, ist nämlich meines Wissens der einzige, der motiviert, 
warum Herr Cantor mit dem Jahre 1668 eine neue Periode der Geschichte 
der Mathematik beginnt, und das Ergebnis der vorangehenden Ausführungen 
ist also: 

Herr Cantor beginnt in der zweiten Auflage der Vorlesungen eine 
neue Periode der Geschichte der Mathematik mit den Jahren 1668 und 
1669, weil diese Jahre für LerBniz und NEwTON angebliche „Wende- 
punkte ihres Lebens“ waren. Allein, wenn er die biographischen Notizen 
über LEıBnıZz bringt, legt er auf den „Wendepunkt seines Lebens“ so wenig 
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Wert, daß er ihn nicht einmal erwähnt, und für Newron betrachtet er 
als „Wendepunkt seines Lebens“, daß dieser ein Amt erhielt, für das er 


nicht paßte. G. ENESTRÖM. 





2 : VIIL (Vorwort), siehe BM 3,, 1902, 8. 142. — 2:IX, X (Vorwort), siehe 
BM 1,, 1900, 8. 511—512. 


3:1, siehe BM 10,, 1909 10, 8.268. — 3:4, siehe BM 10,, 1909/10, S. 66—67. 
— 3:5, siehe BM 10,, 1909/10, 8.269. — 3:5—6, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 269— 270. — 3:9, siehe BM 23,, 1901, 8.359. — 3:10, siehe BM L,, 1900, 
S. 518; 6,, 1905, 8. 211; 73. 1906/7, 8. 393—394. — 3:11, siehe BM 4,, 1905, 
S. 209. — 3:12, siehe BM 1,, 1900, 8. 512. — 3:14—15, siehe BM 7,, 1906/7, 
S. 296-— 297. — 3:15, 16, siehe BM 10,, 1909/10, S. 270— 272. — 3:17,: siehe 
BM 1,, 1900, S. 512. — 3:18, siehe BM 9,, 1908/9, S 168. — 3:19, siehe BM 10,, 
1909/10, 8. 67—68. — 3:22, siehe BM 14,, 1900, 8.512; 4,, 1903, S. 209. — 
3:23, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 297—298; 8,, 1907/8, 8.91. — 3:24, siehe 
BM 4,, 1903, 8. 209. — 3:25, siehe BM 4,, 1903, 8. 209, 399; 9,, 1908/9, S. 168. 
— 3:26, siehe BM 23,, 1901, 8. 359; @,, 1906/7, 8. 394. — 3:29, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 331. — 3:37, siehe BM 8,, 1907/8, S. 91—92. — 3 : 39, siehe BM 6,, 
1905, 8.407. — 3 : 40, siehe BM %,, 1906/7, S. 394. — 3:45 —48, 49, 50, siehe 
BM 1,, 1900, 8. 512—5i3. — 3:57, siehe BM %,, 1906/7, 8. 298—299. — 3:58, 
siehe BM 10, 1909/10, S. 272— 273. — 3:02, siehe BM 10,, 190910, 8. 177. — 
3:63, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 93— 94. — 3:68, siehe BM 7,, 1906/7, S. 299; 9,, 
1908/9, 8. 257— 258. — 3:69, siehe BM 10,, 1909/10, S. 69. — 3:70, siehe BM 2,, 
1901, S 360; 9,, 1908/9, 8. 258. — 3:78, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 92. — 3:79, 
siehe BM 10,, 1909 10, 8. 69—71. — 3:82, siehe BM 5,, 1904, S. 308. — 3:85, 
siehe BM 10,, 1909/10, 8.273 274. — 3:97, siehe BM %,, 1906/7, 8. 394. — 3:100, 
siehe BM 2,, 1901, 8. 149; 7,, 1906/7, 8. 299—300. — 3 : 102, siehe BM 6,, 1905, 
8.318; %,, 1906/7, 8.300; 9,, 1908/9, 8.169. — 3:104, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 331. 


3: 110. Herr Cantor bemerkt (Z. 32—35): „In diesem Aufsatze (Com- 
pendium quadraturae arithmeticae) dürfte LEIBNIZ zum ersten Male Stellenzeiger 
oder Indices angewandt haben, um Punkte derselben Gattung mit gleichen 
Buchstaben benennen zu können.“ Er hat also die bestimmte Form der Angabe 
des zweiten Bandes der Vorlesungen (8. 751): „erst LeIBniz hat Buchstaben 
mit Stellenzeigern in die Mathematik einzuführen gewußt‘ ein wenig modifiziert, 
und eigentlich sollte er dabei weit länger gegangen sein, wie aus dem Folgenden 
hervorgehen dürfte. 

Meint man mit Stellenzeigern Zahlen, die gewissen anderen Zeichen hinzu- 
gefügt werden, um Größen derselben Gattung mit demselben Hauptzeichen be- 
nennen zu können, so ist LEIBNIZ ganz gewiß nicht der erste, der ein solches 
Verfahren angewandt hat, denn schon in der ersten lateinischen Ausgabe der 
Geometrie von Descartes durch F. van ScHootzn (1649) kommt eine solche 
Bezeichnungsweise vor, nämlich S. 112, wo es sich darum handelt, eine gewisse 
Kurve punktweise zu konstruieren. In der Figur sind drei solche Punkte er- 
sichtlich, und sie werden durch ©, 20, 3C bezeichnet; ebenso gibt es in der 
Figur Punkte 28, 38, 27, 37, 2V, 3V. Dieselbe Bezeichnungsweise kommt 
nicht nur vielfach in den Acta eruditorum (s. z.B. Jahrg. 1682 Tafel IV; 
Jahrg. 1684, $. 322), sondern auch in den Newronschen Principia (siehe Ausg. 
1687, S. 481—482) vor, und jedenfalls rührt sie nicht von LeisnIz her. 

Meint man dagegen mit Stellenzeigern Zahlen, die unten (links oder rechts) 
gesetzt werden, so wird die Frage verwickelter, Wenn der Abdruck der L&rBnizschen 
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Manuskripte in der Ausgabe von GERHARDT durchaus korrekt ist, so dürfte 
LæerBniz wirklich der erste sein, der Stellenzeiger angewandt hat. Indessen 
möchte ich bis auf weiteres die Genauigkeit des Abdruckes bei GERHARDT als 
verdächtig bezeichnen, denn im Originaldrucke der Abhandlung Quadratura arith- 
metica communis sectionum conicarum quae centrum habent (Acta erud. 1691, 
S. 178—182) stehen die Stellenzeiger nicht unten, sondern ganz wie an der 
zitierten Stelle bei ScHooTEn. Ebenso stehen Seite 646 des 3. Bandes der Opera 
von J. WaLLis die Stellenzeiger links neben den Buchstaben, obgleich GERHARDT 
in seinem Abdrucke die Ziffern unten gesetzt hat. Die Frage kann also erst 
durch eine genaue Untersuchung der Handschriften LErBnizens entschieden werden. 


G. ENESTRöM. 


3 : 112, siehe BM 4,, 1903, S. 209— 210; 6,, 1905, 8. 318. — 3:113, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 258— 259. — 3 :116, siehe BM L.,, 1900, 8.513. — 3: 117, siehe 
BM 1,, 1900, 8. 518; 9,, 1908/9, S. 259— 260. 


3:117. Daß Lersniz schon 1676 glaubte, im Besitze einer Methode zu 
sein, Gleichungen 5. Grades zu lösen, geht aus dem (vielleicht nicht ab- 
gegangenen?) Schreiben an MAGLIABEcCHI hervor, das GERHARDT im 7. Bande 
von Leısnızens Mathematischen Schriften (Halle 1863, $. 303—316) veröffent- 
liehte. Am Ende (a. a. 0. $. 316) dieses Schreibens bemerkt LeIBniz nämlich: 


Neque quisquam hactenus generalem pro altiori aliqua aequatione 
radicis formulam dedit, quanquam ego aditum ad eam rem reperisse mihi 
videar, cujus et specimina habeo, sed prolixi calculi necessarium taedium 
devorare nondum vacavit. G. ENESTRöM. 


3:118, siehe BM 8,, 1907/8, S. 92— 983. — 3:122, siehe BM 7,, 1906/7, 
S. 301. — 3:123, siehe BM 1,, 1900, 8. 513; 4,, 1903, 8. 399; %,, 1906/7, 8. 301 
— 302. — 3:124, siehe BM %,, 1902, S. 407-—408: 4,, 1903, S. 400. — 3:126, 
siehe BM 4,, 1903, S. 288. — 3:129—130, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 93. — 3:131, 
siehe BM 4,, 1903, S. 210. — 3 : 151, siehe BM 3,, 1902, S. 326. 


3:156. Z. 13—14 soll „Reihenentwicklungen“ statt „den binomischen 
Lehrsatz bei beliebiger Annahme des Exponenten‘ gesetzt werden (vgl. BM 10,, 
1909/10, S. 69). Vermutlich ist Herr CAntor durch seine eigene Darstellung 
an der von ihm Z. 13 zitierten Stelle irre geführt worden. Warum NEwToN 
in der Analysis absichtlich vermied, den binomischen Lehrsatz bei beliebiger 
Annahme des Exponenten anzuwenden, weiß man aus seinem eigenen Berichte 
in dem Briefe an ÖLDENBURG vom 24. Oktober 1676: „Quod... me manuduxit 
ad tentandum e converso, num hae series, quas sic constitit esse radices quan- 
titatis 1— xx, non possent inde extrahi more arithmetico. Et res bene suc- 
cessit... His perspectis neglexi penitus interpolationem serierum“. 
Was Newton hier Reiheninterpolation nennt, ist eben der allgemeine binomische 
Lehrsatz. G. EnESTRöM. 





3 : 157, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 348— 349. — 3:166, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 332, — 3:167, siehe BM 4,, 1903, 8. 400. 
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3:168. Es gibt zwei verschiedene englische Übersetzungen der Methodus 
fluxionum, und merkwürdigerweise erschienen diese etwa gleichzeitig. Die 
erste Übersetzung ist die von Herrn Canror erwähnte, und der Übersetzer 
Cozson hat einen ausführlichen Kommentar hinzugefügt. Die zweite Über- 
setzung, die anonym ist, hat das Druckjahr 1737 und der Titel lautet: A 
treatise of the method of fluxions and infinite series, with its application to the 
geometry of curve lines. Translated from the latin original not yet published. 
Designed by the author for the use of learners. London, Woodman and 
Millan MDCCXXX VII [XIV + (2) + 180 + (1) S.+ 4 Tabellen]. Nähere Aus- 
kunft über die zwei Ausgaben gibt G. J. Gray, A bibliography of the works 
of Isaac Newron (2% ed., Cambridge 1907, 8. 46 — 48). G. ENESTRÔM. 





3:171. Der Passus (Z. 24—25): „Freilich ist das nur ein Notbehelf, 
aber wir sind weit entfernt davon, NewTox diese kleine Lücke als Verbrechen (!) 
anrechnen zu wollen“ sollte gestrichen werden. In der ersten Auflage der 
Vorlesungen (3, 8.165) glaubte Herr Cantor nach H. WEISSENBORN einen 
angeblichen Fehler der „Solutio peculiaris“ Newrons nachgewiesen zu haben, 
nämlich, daß das Verfahren in gewissen Fällen zu einem falschen Ergebnis 
führe. Auf Grund dieses vermeintlichen Nachweises fügte Herr CANTOR in der 
ersten Auflage die Bemerkung hinzu: „Wir sind weit entfernt, diesen und 
andere Fehler, welche in den NewTonschen Integrationsregeln vorkommen, ihm 
als Verbrechen anrechnen zu wollen.“ Indessen machten H. G. ZEUTREN (Sur 
quelques critiques faites de nos jours à Newrox; Bullet. de l’acad. d. sc. de 
Danemark 1895, 8. 263—264) und E. Tıscher (Über die Begründung der 
Infinitesimalrechnung durch Newrzon und Leısnız, Leipzig 1896, S. 35—36) 
etwa gleichzeitig darauf aufmerksam, daß Newton selbst die beschränkte An- 
wendbarkeit des Verfahrens ausdrücklich hervorgehoben hat. Dadurch wurde 
ja die WEISSENBORN-ÖANToRsche Behauptung durchaus hinfällig, aber dennoch 
hat Herr Cantor in der zweiten Auflage der Vorlesungen seine Ausstellung 
gegen NEwTon nicht vollständig gestrichen, sondern nur modifiziert. Was 
Herr Cantor mit den Ausdrücken „Notbehelf“ und „kleine Lücke“ meint, ist 
mir nicht näher bekannt, aber jedenfalls ist es sinnlos, hier das Wort „Ver- 
brechen“ zu benutzen, auch wenn man mit „wir sind weit entfernt“ beginnt. 
Wenn man mit „kleiner Lücke“ meint, daß die vorgelegte Differentialgleichung 
zuweilen integriert werden kann, obgleich die „Solutio peculiaris“ nicht zum 
Ziele führt, so hat man natürlich recht, aber eine Ausstellung gegen NEWTON 
kann nicht durch diesen Umstand motiviert werden. Vermutlich meint Herr 
Canror etwas anderes, denn er sagt „diese kleine Lücke“, während er den 
fraglichen Umstand nicht erwähnt. G. ENESTROM. 


3:171—172. Die zwei Absätze: „Eine große Unklarheit ... vornehme“ 
und „Was soll ... wie er es tat?“ sollten meines Erachtens auf andere Weise 
redigiert werden. Ebensowenig wie H.G. Zzururn (Sur le fondement mathé- 
matique de linvention du calcul infinitesimal; Bullet. de l’acad. d. se. de 
Danemark 1895, 8.206) und E. Tıscher (Über die Begründung der Infini- 
tesimalrechnung durch Nzwron und Leısxız, Leipzig 1896, S. 37—39) habe 
ich die angebliche „große Unklarheit“ bei NEwWTON den können. Die 
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Gleichung & + wa) — ax? zeigt ja sofort, daß eine gewisse Größe als un- 
abhängige Veränderliche betrachtet worden ist, und diese Größe ist weder x 
noch y, weil sonst entweder & oder y gleich 1 angesetzt gewesen wäre. Nennt 
man nun diese unabhängige Veränderliche z, und will man aus irgendeinem 
Grunde, z. B um eine andere Größe als unabhängige Veränderliche zu wählen, 
auf die ursprüngliche Gleichung zurückgehen, so muß diese offenbar æ2 + x&y 
— ax?z — () lauten, weil die Fluxionen als Geschwindigkeiten betrachtet 
werden, und die Gleichung folglich in betreff der Fluxionen homogen sein 
muß. Die ursprüngliche Gleichung ist also in Wirklichkeit eine totale 
Differentialgleichung mit drei Veränderlichen, obgleich nur zwei derselben zum 
Vorschein kommen. 

Die Frage (8. 172 Z. 8—9): „Durfte er schon oben bei der ersten Auf- 
gabe 2 und u als bloße Abkürzungen einführen?“ ist ohne weiteres zu streichen; 
2 und % sind ja neue Veränderliche, die von NEWToN für einen ganz be- 
stimmten Zweck eingeführt wurden. 

Dagegen könnte man von rein formellem Gesichtspunkte aus eine andere 
Bemerkung Newroxs beanstanden, nämlich (Opuscula 1, 8. 63 Z. 17—18): 
„Haud aliter in aequatione © = yy concipi debet & esse Unitatem, per quam 
terminus yy multiplicandus est“, denn aus der Gleichung sieht man ja nur, 
daß y nicht unabhängige Veränderliche ist. Daß dagegen x und nicht eine 
dritte Größe die unabhängige Veränderliche ist, geht aus der Gleichung selbst 


nicht hervor. G. ENESTRöM. 


3:172—173, siehe BM 4,, 1903, S. 400. — 3:174, siehe BM 2,, 1901, S. 149 
—150. — 3:174, 181, siehe BM 10,, 1909/10, S. 71—73. — 3:183, siehe BM 1,, 
1900, 8. 432. — 3:188, siehe BM 8, 1902, S 241. — 3:195, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 311, 332— 333; 10,, 1909/10, 8.73 — 3: 196, siehe BM 9,, 1908/9, 8. a 
3: 201, siehe BM 1,, 1900, S. 513. — 3 : 207, siehe BM 1, 1900, S. 519. — 3: 
siehe BM 2,, 1901, 8. 150; 9,, 1908/9, S. 260 — 262. — 3:218, siehe BM 1,, #00 
8.513. — % : 220, siehe BM :%,, 1902, S. 326. — 3:21, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 383. 
— 3:224, siehe BM 14,, 1900, 8. 514. — 3:225, siehe BM 2,, 1901, 8. 150. — 
3:228, siehe BM 2,, 1901, 8 150; 9,, 1908/9, S. 333—334. — 3 : 230, siehe BM 6,, 
1905, 8. 211— 212. — 3:232, siehe BM 1,, 1900, 8.514; 6,, 1905, 8.212; 7, 1906/7, 
S. 303; 8,, 1907/8, S. 94; eo 1908/9, 8. 334—335 — 3:244— 245, siehe BM 5,, 
1904, S, 205, 413; 7,, 1906/7, S. 303— 304. — 3 : 246, siehe BM 1,, 1900, 8. 514; 
—;; 1901, S. 151. — 3 : 250, siehe BM 1,, 1900, S. 514. 


3:253. Der Bericht über das zweite Integrationsverfahren Nzwrons ist 
nicht ganz befriedigend. Zeile 6—7 sagt Herr CanTor: „und ist A=0, so findet 
man k=d, d.h. man findet y=d-+ p, wo p neuerdings unbekannt ist“, und 
der aufmerksame Leser muß fragen: „Hat Newron den Wert A= O durch ein 
methodisches Verfahren hergeleitet und kann A nach Newton auch andere Werte 
haben?“ Auf diese Frage gibt der Bericht keine Antwort. In Wirklichkeit 
leitet Newton den Wert der Zahl, die Herr Cantor A, NEwTon selbst aber 
v nennt, methodisch her, und zwar auf folgende Weise, Sei 42? das Glied 
der gegebenen Gleichung, das weder y noch % enthält und dessen Exponent 
der niedrigste ist (also in diesem Falle Null, weil es ein Glied — d* gibt), 
und seien die übrigen Glieder von der Form lz“y“y®. Nun berechnet man 





alle Zahlen TE, die größte dieser Zahlen nennt man v, und dann ist 


das erste Glied der Reihenentwicklung az”, wo die Größe a durch Substitution 
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bestimmt wird. In der vorliegenden Gleichung y? — 2y — d? + de = 0 ist, 
wie schon gesagt, A= 0, und ferner für das Glied Yu=0, « = 2, B= 0, 
für das Clied #4 u = 2, 00, Bel Die zen) CS 


& 

erste Glied = 0, für das zweite Glied — 1, folglich v=0, dh. y=a und 
durch Substitution dieses Wertes in die gegebene Gleichung wird a — d’+dz=0; 
hieraus sieht man sofort, daß das von z unabhängige Glied der Reihenentwicklung 
d sein muß. 

Es mag sein, daß die Newronsche Herleitung des Wertes von v zu lang 
ist, um in den Vorlesungen mitgeteilt zu werden, aber statt: „und ist À = 0“ 
sollte Herr CAnToR wenigstens etwa: „und durch ein methodisches Verfahren 
findet NEwTON, daß der Exponent des ersten Gliedes = O ist“ gesetzt haben. 

Auf ähnliche Weise leitet NEWTON her, daß der Exponent des zweiten 
Teiles der Reihenentwicklung 1 ist; statt diese Herleitung anzugeben oder 
wenigstens anzudeuten, sagt Herr Cantor (Z. 10): „Sie setzt voraus, daß de 
gegen 2dp sich aufhebe“. G. ENESTROM. 


3:253, 254, 258, 260, siehe BM 10,, 1909/10, S. 73—76. — 3:270, siehe 
BM %7,, 1906/7, 8.395. — 3:276, siehe BM %,, 1906/7, S. 304. — 3:279, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 335—336. — 3:286, siehe BM 10,, 1909/10, S. 76. — 3 : 303, 
siehe BM 2,, 1901, 8. 165. — 3:306, siehe BM 7,, 1906/7, S. 304. — 3 : 310, 
310— 311, siehe BM 11,, 1910/11, S. 82—83 — 3:327, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 77; 11,, 1910/11, S. 88 —84. — 3:330—331, siehe BM %,, 1902, S. 241— 242. — 
3:337, siehe BM 5,, 1904, S. 206. — 3:350, siehe BM 9,, 1908/9, S. 336. — 
3 : 364, siehe BM 7., 1906/7, 8. 304—305. — 3:365, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 94. — 
3: 366, siebe BM 10,, 1909/10, 8. 274—275. — 3:367, siehe BM %,, 1906/7, 8. 215. 
— 3:370—371, siehe BM 5,, 1904, S. 308. — 3:382, siehe BM 6,, 1905, S. 213. 
— 3:384, siehe BM 6,, 1905, S. 319. 


3:394. Der Schluß der Bemerkung (Z. 26—28): „Ob NEewToN seine 
Einwilligung zur Veröffentlichung [der Arithmetica universalis| gab, wissen wir 
nicht. Jedenfalls hat WHısTon es in seiner Vorrede zu dem Drucke von 1707 
behauptet“ ist vielleicht nicht ganz genau. Herr CanTor gibt selbst an, daß 
er die Leidener Auflage von 1732 der Arithmetica universalis benutzt hat, und 
dort ist die Vorrede zur ersten Auflage richtig abgedruckt (ich besitze selber 
die zwei Auflagen und habe den Abdruck verglichen). Aber in dieser Vorrede 
steht gar nichts über Newrons Einwilligung. Allerdings sagt WnIston am 
Ende der Vorrede: 

Cum autem summo viro hisce minutiis postmodo vacare minime 
placuerit, defectum hunc aliunde supplere volui; atque eum in finem 
generalem planeque egregiam Cl. HALLEIT aequationum radices extra- 
hendi methodum ex Actis nostris Philosophicis, exorata prius utro- 
bique venia, huc transferendum judicavi. 


Vermutlich hat Herr CANTOR angenommen, daß sich das Wort „utrobique“ auf 
NewTon und HALLey bezieht, aber es liegt wohl am nächsten anzunehmen, daß 
Wnıston dabei HALLEY und die Redaktion der Philosophical transactions 
gemeint hat. Denn warum sollte Wuisron, der gar nicht erwähnt, daß die 
Arithmetica universalis selbst mit Genehmigung des Verfassers veröffentlicht 
wurde, ausdrücklich hervorheben, daß er von Newron die Erlauknis bekommen 
hatte, einen Anhang hinzuzufügen? Daß auch nicht GRAVESANDE das Wort 
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„utrobique“ auf NewTon bezogen hat, sieht man aus dem Anfang seiner Vor- 
rede: „Liber hicce prima vice, inscio Autore, et ipso hoc aegre ferente, editus 
fuit Cantabrigiae anno 1707“ Freilich bemerkt W. W. R. Bazz (Account of 
the history of mathematics, ed. 4, London 1908, $. 330): „Wnıston extracted a 
somewhat reluctant permission from NEwToN to print it“ [d. h. das Manuskript 
der Arithmetica universalis], aber die Quelle dieser unbelegten Angabe ist mir 


unbekannt. G. ENESTRÖM. 


3:397, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 94. — 3:398, siehe BM *,, 1906/7, 8. 305— 
306; 8,, 1907/8, 8. 94— 95. — 3:399, siehe BM 10,, 1909/10, S. 7778. 


3:403. Hier sollten etwa 3 Zeilen (Z. 2—5): „und auch räumlich . ... 
nachfolgen“ gestrichen werden. Die räumliche Trennung, von der Herr CAntor 
spricht, hat gar nichts mit dem Inhalt der Probleme zu tun, und es ist un- 
richtig, daß etwa eine halbe Seite freigelassen ist. In Wirklichkeit beträgt 
der freie Raum weniger als + Seite; die Seiten enthalten 35 Zeilen und aus 
rein typographischen Gründen hat der Setzer $. 170 ganz wie S. 151 und 
159 die letzten 6 Zeilen freigelassen. In der Ausgabe 1707 sind die vier von 
Herrn Cantor erwähnten Aufgaben nicht von den übrigen getrennt; sie haben 
übrigens dort die Nummern 54—57, und die Nummern 58—61 dieser Auf- 
lage sind die Nummern 51—54 der Ausgabe 1732. 

Warum Z. 1 das Wort „eingekleideten“ steht, habe ich nicht erraten 
können. Vielleicht handelt es sich nur um einen einfachen Satzfehler statt 
„geometrischen “? G. ENESTRÖM. 


3:403. Der Passus (Z. 34—36): „offenbar mit Rücksicht darauf, daß 
weiter oben der Gleichung »‘®® Grades nicht wirklich » Wurzeln, sondern 
höchstens » Wurzeln zugesprochen wird“ sollte gestrichen werden. Man hat 
nämlich nicht den geringsten Anlaß anzunehmen, daß Newron auf Grund des 
fraglichen Umstandes die Zeichenregel nicht genau wie DESCARTES ausgedrückt 
hat. Sonst hätte Newronx gewiß nicht gesagt, daß wegen der Zeichenregel drei 
der Wurzeln der Gleichung 2% — %° — 19xx + 49x — 30 — O positiv sind, und 
folglich die vierte negativ ist („adeoque quartam esse negativam“). 


G. ENESTRÖM. 


3:406, siehe BM 9,, 1908/9, S. 262; 14,, 1910/11, S. 84. — 3:408, siehe 
BM 6,, 1905, 8. 213. — 3:412, siehe BM @,, 1906/7, S 306. — 3 : 427, siehe BM 9,, 
1908/9, S. 169. — 3 : 447, 455, siehe BM 2,, 1901, 8. 151. — 3:461, siehe BM 9,, 
1908/9, S. 337. — 3:473, siehe BM 2,, 1901, S. 154—155; 4,, 1903, 8. 401. — 
3:475, siehe BM 10,, 1909/10, S. 79—80. — 3:476, siehe BM 9,, 1908/9, S 169 
— 170, 476. — 3 2477, 479, siehe BM 2,, 1901, S.151—152. — 3 : 480, siehe BM $,, 
1907/8, 8.95 — 3:481, siehe BM 10,, 1909/10, S. 79. — 3:482, siehe BM 10,, 
1909/10, 8. 178. — 3:496, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 337—338. — 3 : 497, 498, siehe 
BM 5,, 1904, S. 309. — 3:500, siehe BM I1,, 1910/11, S. 84—87. — 3 : 507, siehe 
BM 5,, 1904, 8. 71—72. — 3:507—509, 509, siehe BM 9,, 1908/9, S. 338 — 339. 
— 3:521, siehe BM 2,, 1901, 8. 441. — 3:527, siehe BM %,, 1906/7, 8. 95. — 
3:535, siehe BM 4,, 1903, S. 401. — 3 : 536, siehe BM 5,, 1904, S. 206. — 3 : 500, 
siehe BM 11,, 1910/11, 8. 87. — 3:560, siehe BM 6,, 1905, S. 319—321. 
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3:562. Die Behauptung (Z. 21—22): „die Schriftsteller dieses Kapitels 
gebrauchten ausschließlich das Wort imaginär“ ist nicht ganz genau. Gerade 
in dem ersten Briefe MacLAURINS, worüber Herr CAnTor hier berichtet, werden 
die nicht reellen Wurzeln überall „impossible roots“ (in der lateinischen Über- 
setzung ,radices impossibiles“), genannt; übrigens lautet ja der Titel des 


Briefes: „Letter .... concerning equations with impossible roots". Im zweiten 
Briefe MacLAURINS kommt auch zuweilen diese Benennung vor, aber gewöhnlich 
werden die nicht reellen Wurzeln imaginär genannt. G. ENESTRön. 


3:565, siehe BM 3,, 1902, S. 326 — 327. 


3:566. Aus den lateinischen Zitaten der zwei Fußnoten muß der’ Leser 
schließen, daß der Aufsatz CAMPBELLS lateinisch geschrieben ist. Dies ist 
indessen nicht der Fall; der Titel lautet: A method for determining the number 
of impossible roots in adfected equations und der ganze Aufsatz ist in englischer 
Sprache verfaßt. Sicherlich hat Herr Cantor bei dem Berichte über CAMPBELLS 
Aufsatz die Leidener Ausgabe 1732 der Arithmetica universalis benutzt, an 
deren Ende (8. 333—344) eine lateinische Übersetzung des Aufsatzes sich be- 
findet, und wo die von Herrn CANTor zitierten Stellen S. 333 Z. 9 und 8. 339 
Z. 3—5 stehen. Die Übersetzung rührt von J. P. BERNARD her. 


G. ENESTRÖM. 


3:571, siehe BM 3,, 1902, 8. 327; 5,, 1904, 8. 72; 9,, 1908/9, 8.170. — 
3:575, siehe BM 9,, u S. 263. — 3: ne siehe BM 3., 1902, 8. 327; 5,, 
1904, 8.309. — 3:582, siehe BM 7,, 1906/7, S. 307. — 3 : 583, siehe BM 10 > 
1909/10, S. 80. 


3:583. Die Angabe (Z 24): „Der Beweis beruht auf zwei Voraus- 
setzungen“ sollte meines Erachtens auf andere Weise ausgedrückt werden. 
Erstens ist es wohl kaum angebracht, den fast selbstklaren Satz, daß der 
Punkt x = 0 der Kurve y=x" +px"=1-+...+u (u positiv) oberhalb 
der Abszissenachse liegt, eine „Voraussetzung“ zu nennen. Zweitens sollte 
wenigstens „drei“ statt „zwei‘ gesetzt werden, denn ebenso wichtig wie die zweite 


„Voraussetzung“ ist offenbar der Satz, daß der Punkt <= © für beliebiges » 
geradem 


ungeradem 
der Abszissenachse liegt. Dieser Satz wird tatsächlich von KAsTNER 





oberhalb der Abszissenachse liegt und daß der Punkt x = — © bei 
oberhalb 
unterhalb | 
als „propositio III“ ausgesprochen und bewiesen, während die zweite Canrorsche 
„Voraussetzung“ nur im „cor. 7 dieses Be erwähnt wird. 

Auch an anderen Stellen des Cantorschen Berichtes wäre meiner Ansicht 
nach eine Umarbeitung zu empfehlen. Beispielsweise sagt Herr Canton Z. 13 
—16: „Es könne y bei » reellen Werten von x zu Null werden, 2 bei n—1 
reellen Werten von x, und seien y = 0 und z = 0 Gleichungen in & mit.lauter 
reellen Wurzeln“. Allein Kästner selbst bemerkt, daß er immer, sofern nicht 
das Gegenteil ausdrücklich angegeben wird, nur Gleichungen, deren alle Wurzeln 
reell sind, in Betracht zieht (prop. I), und nimmt ohne weiteres als bewiesen 
an, daß jede Gleichung m*®" Grades mWurzeln hat (prop. III). Will man den 


Pr 
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‚Gedankengang Käsrners möglichst genau wiedergeben, wäre es also besser, ganz 


einfach zu sagen: 

KäsTNErR nimmt als bewiesen an, daß jede Gleichung mt“ Grades 
mWurzeln hat, und beschränkt sich bei dem Beweise des „Theorema HARRI- 
oTI“ auf Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln. Daß die Gleichung 
2=0( in diesem Falle auch lauter reelle Wurzeln hat, scheint er un- 
mittelbar aus der Figur seines 3. Satzes zu folgern. 


Beiläufig bemerke ich, daß Kästner selbst nicht, wie Herr Cantor $. 584 
angibt, von der Gleichung ersten Grades, sondern von der Gleichung zweiten 
Grades (prop. I) ausgeht. Dieser Umstand ist ja eigentlich recht belanglos, 
aber dadurch wird jedenfalls klar hervorgehoben, daß Kästners Beweis nur für 
Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln gilt. G. EnEstRön. 


3 : 586, siehe BM 5,, 1904, S. 309. — 3 : 587, 590—591, siehe BM #1,, 1910/11, 
S. 88— 89. — 3 : 593, siehe BM 8,, 1907/8, S. 214. 


3:599. Was Herr Cantor (Z. 14) „die sehr allgemein gehaltene Vor- 
schrift“ nennt, ist genau der Satz, daß jede rationale symmetrische Funktion der 
Wurzeln einer Gleichung als eine rationale Funktion der Koeffizienten ausgedrückt 
werden kann („par ces valeurs P, Q, R, S &c. on est en état d’exprimer toutes 


les expressions, dans lesquelles entrent toutes les racines egalement, 


par des formules rationnelles composées de P, Q, R, S &e.“). Dieser Umstand scheint 
bisher wenig beachtet worden zu sein; beispielsweise bemerken BRILL und NôTHER 
an der von Herrn Cantor S. 608 (Fußnote 4) zitierten Stelle, daß CRAMER 
zuerst die Frage nach der Darstellung allgemeiner symmetrischer Funktionen durch 
die Koeffizienten der Gleichung aufgeworfen hat. Allein die Abhandlung Euters 
wurde nach C. G. J. JacoBr schon Anfang 1748 der Berliner Akademie vor- 
gelegt und erschien etwa gleichzeitig mit der Arbeit CRAMERsS; EULER hat also 
unabhängig von diesem die Frage in Betracht gezogen. 

Einen durchgeführten Beweis des Satzes hat EuLer allerdings nicht gebracht, 


aber daß er 1748 einen solchen Beweis bringen konnte, scheint mir kaum in 
Abrede zu stellen zu sein. Schon in einer 1747 verfaßten Abhandlung hatte EuLER 
den Satz speziell für die Potenzsummen der Wurzeln bewiesen (siehe Opuscula 
varii argumenti 2, Berlin 1750, S. 108—120) und man weiß, daß der 


allgemeine Satz sehr leicht auf diesen Spezialfall zurückgeführt werden kann 
(siehe z. B. J. A. SERRET, Cours d’algebre supérieure, 2e edition, Paris 1854, 
S. 11—14). Daß Eurer selbst dieses Vorgehen kannte, scheint mir aus 
S. 247—248 der Abhandlung der Berliner Memoires für das Jahr 1748 hervor- 
zugehen, und aus diesem Grunde sollte meines Erachtens der Passus des Herrn 
Cantor (Z. 18—21): „Es ist klar . .. zu gelten,“ gestrichen werden. Jeden- 
falls ist man nicht berechtigt, in die von Herrn CAnTor zitierten Worte EuLERs 
ein „Eingeständnis eines noch nicht ganz einwandfreien Beweises“ hineinzulesen. 
2. 15 soll „zwei bestimmten Beispielen“ statt „einem bestimmten Beispiele“ 
gesetzt werden. Das erste Beispiel bezieht sich auf zwei Gleichungen 2. Grades, 
das zweite Beispiel auf zwei Gleichungen 3. Grades. G. ENESTRÔM. 


3:600—601. Der Bericht über die Abhandlung von J. S. Könıe gibt 


‘keine Auskunft über den wesentlichen Inhalt derselben und das wenige, 
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das Herr CAantor mitteilt, ist eher verwirrend als belehrend. Wie Herr 
Cantor Z. 22—23 nach dem Titel der Abhandlung angibt, handelt es sich 
um den wirklichen Grund der Unzulänglichkeit der allgemeinen Lösung der 
kubischen Gleichung im irreduziblen Falle. Dieser Grund ist nach Könıg, 
daß man bei der Herleitung der Lösung unrichtig verfahren ist. Man führt 
nämlich, um die Gleichung < — q x + r = O zu lösen, eine neue Unbekannte 


2 ein, die der Bedingung x = £ + n genügt, und da Y53q offenbar der 


kleinste numerische Wert von 2 + 24 ist, muß das Verfahren unsinnig werden, 


wenn eine Wurzel der vorgelegten Gleichung numerisch kleiner als V+a ist, 
Die Behauptung Köniss besagt also, daß im fraglichen Falle 2 keine reelle 
Größe sein kann, und in diesem Sinne ist sie natürlich richtig. Andererseits 
kommt dieselbe Bemerkung im wesentlichen schon bei CARDANO in der Ab- 
handlung De regula Aliza (Kap. 1; Ausg. Basel 1570, S.1—4) vor und die 
Abhandlung von König enthält folglich eigentlich nichts Neues. 

Bei der Anfertigung seines Berichtes scheint Herr CAnToR nur die Ein- 
leitung der Könssschen Abhandlung gelesen zu haben, und wenn er $. 601 
7. 1—3 bemerkt: „und nun folgt eine ausführliche Erörterung der Größe- 
beziehungen zwischen & und c, welche stattfinden müssen, damit C. die er- 
wähnten drei reellen Wurzeln besitze“, so kann dies nur als eine an sich 
sehr unwahrscheinlich e Mutmaßung des Herrn CAanTor betrachtet werden. Ich 
sage „sehr unwahrscheinlich“, denn die fragliche äußerst einfache Größe- 
beziehung kann kaum zu einer ausführlichen Erörterung Anlaß geben. In 
Wirklichkeit beschränkt sich diese angebliche „ausführliche Erörterung“ auf 
die einfache Bemerkung, daß die Gleichung x? — 3a°x + 2a?c = O für c<a 
drei reelle Wurzeln hat, von denen für c=« zwei gleich werden. m 

Die Redaktion der wenigen Zeilen des Cantorschen Berichtes sollte 
übrigens auch an ein paar anderen Stellen verbessert werden. Das Wort 
„sonach“ am Ende der Seite 600 bezieht sich natürlich nicht auf den un- 
mittelbar vorhergehenden Passus: „Das Fehlen . . . besitzt“, sondern auf das 
früher Gesagte und der Ausspruch (Z. 31): „läßt A. immer auf zwei komplexe 
Wurzeln schließen“ ist ungenau. Könıe selbst sagt nämlich nicht, daß man 
aus der Form x° + gx —r=0 auf die Natur der Wurzeln schließen kann, 
sondern nur: „on scait que la forme A renferme toujours deux racines 
imaginaires. Die Frage, ob man aus der Form 4° + gx —r—0 etwas 
über die Zahl der imaginären Wurzeln schließen kann, berührt Könıe nicht. 


G. ENESTRÖM. 


3:609, siehe BM 5,, 1904, S. 309—310. — 3:612, siehe BM 7,, 1906/7, 
S. 307— 308; 9., 1908/9, S. 339 — 340. — 3 : 614 — 615, siehe BM 4, 1903, 8. 89 — 
90; 7,, 1906/7, S. 308. 


3:615. Herr Cantor bemerkt (Z. 31—40): „EuLeR wandte sich ab von 
der zunächst undankbaren Aufgabe [es handelt sich um den Satz, daß jede 
Primzahl von der Form 4» + 1 in zwei Quadrate zerlegt werden kann |. Wir 
meinen nicht, als ob er jetzt erst begonnen hätte, sich mit Gegenständen aus 
anderen mathematischen Gebieten zu beschäftigen . . . aber innerhalb seines 
zahlentheoretischen Denkens wechselte er mit dem Stoffe. Er warf sich auf 
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eine . . . Aufgabe: ein rationales, wenn auch nicht ganzzahliges rechtwinkliges 
Dreieck von der Beschaffenheit zu finden, daß jede der beiden Katheten um den 
Dreiecksinhalt vermindert eine Quadratzahl gebe“. 

Aus dieser Bemerkung muß der nicht sachkundige Leser die Auffassung 
bekommen, daß Herr CAantor mit dem „zahlentheoretischen Denken“ EULERS 
sehr vertraut ist. Allein in Wahrheit findet gerade das Gegenteil statt, wie 
man aus den folgenden Auseinandersetzungen ersieht. 

Der einzige Beleg, den man möglicherweise für die Canrorsche Bemerkung 
bieten könnte, ist der Umstand, daß EuLer im 1. Bande („ad annum 1747 et 
1748“) der Novi comment. acad. sc. Petrop. den Satz über Zerlegung in 
zwei Quadrate unvollständig behandelte, dann im 2. Bande („ad annum 1749“) 
derselben Sammlung sich nicht mit diesem, sondern mit einem anderen zahlen- 
theoretischen Gegenstand (ein gewisses rationales rechtwinkliges Dreieck zu finden) 
beschäftigte und endlich in zwei Abhandlungen des 4. („ad annum 1752 et 1753“) 
und 5. („ad annum 1754 et 1755“) Bandes der Novi commentarii die Frage 
über Zerlegung von Primzahlen in zwei Quadrate erledigte. Vermutlich hat 
Herr CAntor aus den angeführten Jahreszahlen geschlossen, daß sich EULER 
während der Jahre 1749—1751 (oder möglicherweise 1748—1752) von der 
„undankbaren Aufgabe“ abwandte. Aber in Wirklichkeit hatte EuULER diese 
Aufgabe 1749 (oder vielleicht schon 1748) erledigt. In einer früheren Be- 
merkung (BM 7,, 1906/7, $. 308) habe ich darauf hingewiesen, daß EuLER 
spätestens Anfang 1745 gewisse Sätze der Abhandlung des Bandes „ad annum 
1747 et 1748“ gefunden hatte. Ferner ersieht man aus seinem Briefe an 
GOLDBACH vom 6. Mai 1747 (Fuss, Corresp. mathem. 1, St. Pétersbourg 1843, 
S. 415—419), daß er damals zu den Ergebnissen der Abhandlung des Bandes 
„ad annum 1752 et 1753“ gelangt war. Endlich stimmt die Abhandlung des 
Bandes „ad annum 1754 et 1755“ wesentlich mit dem Inhalt des Briefes von 
EULER an GoLDBACH vom 12. April 1749 (a. a. 0, S. 493— 495) überein. 

Beiläufig bemerke ich, daß die Abhandlung über das rationale rechtwinklige 
Dreieck gleichzeitig mit den Theoremata circa divisores numerorum, nämlich 
schon am 2. September 1748, der Petersburger Akademie vorgelegt wurde. Schon 
dieser Umstand genügt, um die Zuverlässigkeit des Cantorschen Ausspruches: 
„EULER wandte sich ab... Er warf sich auf... . eine Aufgabe“ zu charak- 


terisieren. G. ENESTRÖM. 


3:616, siehe BM 6,, 1905, S. 214, 408; ®,, 1908/9, 8. 263. — 3:617, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 263; 10,, 1909/10, S. 80—81. — 3:686—637, siehe BM 2,, 
1901, 8.441. — 3 :646—647, siehe BM 5,, 1904, S. 206 — 207. — 3:652, siehe 
BM 2,, 1901, 8. 446; 5,, 1904, S. 207. — 3:655, siehe BM 10,, 1909/10, S 275— 
276. — 3:660, siehe BM 2,, 1901, 8.441. — 3 : 666, siehe BM 10,, 1909/10, S. 179. 
— 3:667, siehe BM 2,, 1901, S. 441— 442; 5,, 1904, S. 207— 208, 310. — 3:675, 
siehe BM 9,, 1908/9, S. 340— 341. — 3:682, siehe BM 6,, 1905, S. 408. — 3 : 686, 
siehe BM 5,, 1904, S. 208. — 3:688, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 341; 10,. 1909/10, 
S. 276. — 3 : 689, siehe BM 2,, 1901, S. 442; 8,, 1907/8, 8. 215. — 3:692, siehe 
BM 8,, 1907/8, S. 215. — 3:693, siehe BM 9,, 1908/9, S 341. — 3:695, siehe 
BM 2,, 1901, S. 442. — 3:700, siehe BM 9,, 1908/9, S. 171, 342. — 3: 702, siehe 
BM 9,, 1908/9, S 171. — 3:708, 705, siehe BM 9,, 1908/9, S. 342—343. — 
3:722, siehe BM 9,, 1908/9, S. 172. — 3:726— 728, siehe BM 9,, 1908/9, S. 343 
— 344. — 3:736, siehe BM 6,, 1905, 8. 111. — 3:749, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 172. — 3:750, siehe BM 2,, 1901, S. 446. — 3:753, siehe BM 9,, 1908/9, 
S.172—174. — 3:754, siehe BM 9,, 1908/9, S. 344— 345. — 3:758, siehe BM %,, 


as 
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1901, 8. 446; 9,, 1908/9, S. 345 — 346. — 3: 159, siehe BM 5,, 1904, 8. 208. — 
3:760, siche BM 2,, 1901, S. 447. — 3:762, siehe BM 9,, 1908/9, S. 346. 


3:763. Im 2. Kapitel des 2. Teiles seiner Differentialrechnung beschäftigt 
sich EULER mit einer Reihe, die von einem gewissen Gesichtspunkte aus verdient, 
besonders erwähnt zu werden, nämlich (siehe Ausg. 1755, 8.318) die Reihe 

y 2y° 2.4y° 2-4.6-y7 

ip F sry Ÿ560+y) ET y) 

Dieselbe Reihe hat Eurer später zweimal behandelt, nämlich teils in der Ab- 
handlung Investigatio quarundam serierum, quae ad rationem peripheriae circuli 
ad diametrum vero proxime definiendam maxime sunt accommodatae (Nova 
acta acad. sc. Petrop. 11 (1793), gedruckt 1798, $. 133—149) teils in der 
Abhandlung Series maxime idoneae pro circuli Ste atura proxime invenienda 
(Opera postuma 1, St. Petersburg 1862, S. 288—298). Die erste Abhand- 
lung wurde am 7. Juni 1779 der Fee de Akademie vorgelegt (wann die 
zweite verfaßt wurde, ist unbekannt), und darin nennt Eurer mehrmals die 
fragliche Reihe neu (siehe z.B. $. 136: ,,Incidi nuper in modum prorsus sin- 
gularem“, S. 137: „ad hanc novam seriem primum methodo longe alia sim 
perductus“, 8. 139: ,hanc novam seriem“). Darum gibt man gewöhnlich 
an, daß die Reihe zuerst 1798 veröffentlicht wurde (siehe z. B. A. von BrAUN- 
MÜHL, Vorlesungen über Geschichte der Trigonometrie 2, Leipzig 1903, $. 115). 
Erst vor drei Jahren wies BRaunmünL (Vorlesungen über Geschichte der Mathe- 
matik, herausgegeben von M. Cantor 4, Leipzig 1908, $. 443) nach, daß die 
Reihe schon in den Institutiones calculi differentialis vorkommt, ein Umstand, 
den Ever selbst offenbar 1779 vergessen hatte. G. ENESTROM. 


arctg y = 


3 : 766, siehe BM 2,, 1901, 8. 446. — 3:773, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 174— 
175, 346— 347. — 3 : 774, siehe BM 2,, 1901, S. 442—443. — 3:792, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 347. — 3 : 798, siehe BM 2%,, 1901, 3. 443. 


3:813. Die Angabe, daß das 17. Kapitel des 2. Bandes der Introductio 
„soweit wir [CAntor] uns entsinnen können, die erste geschichtlich bekannte 
umfassende Behandlung von Kurven, die keine Spirale sind, mittels Polar- 
koordinaten“ enthält, ist mit empfehlenswerter Vorsicht formuliert. Da in- 
dessen nach dem Register die einzigen früheren Stellen der Vorlesungen, wo 
Polarkoordinaten genannt werden, die Seiten 482 (Jako BERNoULLI) und 780 
(CLAIRAUT) sind, mache ich darauf aufmerksam, daß 1735 eine besondere Ab- 
handlung über Polarkoordinaten von J. HERMANN veröffentlicht wurde, nämlich 
Consideratio curvarum in punctum positione datum projectarum, et de affectioni- 
bus earum inde pendentibus (Comm. acad. sc. Petrop. 4 (1729), 1735, 
5. 37—46). „Curvam in punctum projicere“ bedeutet bei HERMANN: eine Kurve 
auf einen gegebenen Punkt als Pol beziehen; den Radiusvektor nennt er 
„radius“ und den Polarwinkel „angulus projectionis“. In den Formeln kommt 
freilich nicht dieser Winkel selbst vor, sondern Sinus und Cosinus desselben, 
die er bzw. durch m und » bezeichnet, während der Radiusvektor 2 heißt. 
Die Gleichung der Parabel y? = px wird also in diesen Polarkoordinaten 


Me? —=npe — ap, 
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wenn der Pol auf der Abszissenachse liegt und a der Abstand des Poles von 
dem Anfangspunkt des rechtwinkligen Koordinatsystems ist. 

Da die ganze Abhandlung von HERMANN nur 10 Druckseiten umfaßt und 
sich ungeachtet des Titels nur teilweise auf die Behandlung von Kurven mittels 
Polarkoordinaten bezieht, braucht die Cantorsche Angabe nicht wegen meiner 
Bemerkung modifiziert zu werden. G. ENESTROM. 


3:813, siehe BM 9,, 1908/9, S. 348. — 3 : 819, siehe BM 6,, 1905, 8. 321. — 
3 : 845, siehe BM 2,, 1901, 8. 447; 3., 1902, S. 327— 328. — 3 : S48, siehe BM 2, 
1901, S. 443. — 3 : 870 — 871, siehe BM 10,, 1909/10, S. 81— 82. 


3:877—878. Es ist mir nicht klar, warum Herr CANTOR so ausführ- 
lich über das Verfahren, das J. Hermann in der Abhandlung De calculo inte- 
grali auseinandergesetzt hat, berichtet. Aus dem Anfang der Seite 877 könnte 
man vielleicht glauben, daß Herr CANTOR in erster Linie den Bericht gebracht 
hat, um seine Behauptung, daß das Integrieren von Differentialgleichungen 
auch im Zeitraum 1727—1758 als an und für sich erforschungswürdig be- 
trachtet wurde, zu belegen. Aber für diesen Zweck war natürlich eine solche 
Ausführlichkeit nicht nötig. Meint Herr Canror, daß das Verfahren verdient, 
der Vergessenheit entrissen zu werden (vgl. 8. 880 Z. 26—27), so kann ich 
nicht mit ihm einig sein. Vom mathematischen Gesichtspunkte aus hat ja das 
Verfahren kaum irgendeinen Wert, da es nur für solche Gleichungen von der 


Form du = Pdx + Qdy, die der Integrabilitätsbedingung - = = genügen, 


paßt, und da es für diesen Zweck unnötig ist, ein so verwickeltes Verfahren zu 
wählen. In dem von Herrn CanTor angeführten Beispiel sieht man sofort, daß 
die Division durch x° unnütz ist, und daß man ohne weiters R = x, 1 — 0 
setzen kann, so daß du=dK=d(Mx) und M = Axy? + Bay + Ca + N. 


Daraus erhält man auf dem von HERMANN angegebenen Wege A= — 34°, 
B = 3a, C—— 1, d(xN)=3a’y’dy, also x N = a°y? und folglich 
u = — 3a°x°y? + 3arty — ae + ay? 


Allein auch nach dieser Vereinfachung ist das Verfahren wertlos, weil es nur 
auf einem Umwege dasselbe leistet, das man sofort durch Integration von P in 
bezug auf x und Bestimmung der dabei auftretenden Funktion von y erhält. 
Fast ebenso wertlos ist das HErmannsche Verfahren vom mathematisch- 
historischen Gesichtspunkte aus, denn Newton hatte ja schon 1671 in der 
Methodus fluxionum (probl. II; Opuscula, Lausannae & Genevae 1744, I S. 62) 
gelehrt, wie man die Integration der vorgelegten Gleichung direkt ausführen 
soll. Allerdings wurde die Methodus fluxionum erst 1736 veröffentlicht, und 
dieser Umstand ist eigentlich der einzige, der eine Erwähnung des HERMANN- 
schen Verfahrens motivieren könnte. G. ENEsTROM. 


3 : 880, siehe BM 8,, 1907/8, S. 95 — 96. — 3:881, siehe BM 2,, 1901, S. 443; 
9,, 1908/9, S. 264— 265; 10,, 1909/10, S. 83. — 3:882, siehe BM 2,, 1901, 8, 447; 
5,, 1904, S. 414. — 3 :890, siehe BM 4,, 1903, S. 401; 9,, 1908/9, 8. 348— 349. 
— 3:892, siehe BM 3,, 1902, S. 143; 9,, 1908,9, S. 265. — 3 : 894, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 349— 350; 41,, 1910/11, S. 89—90. — 3:897, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 83. — 3:IV (Vorwort), siehe BM 2,, 1901, S. 443. 
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Vermischte historische Notizen. 


Kronecker and the Galois theory of equations. On page 323 of 
volume 10, of the Bibliotheca Mathematica I stated that KRONECKER may 
have first become acquainted with the GALoIs theory of equations “during his 
visit to Paris in 1853 as he mentions GALoIs’ name in a letter to DIRICHLET 
in 1856”. This was quoted from J. Pıerront (Bulletin of the Americ. 
mathem. soc. 4,, 1898, p. 340). Pırrront had apparently based his state- 
ment on the following definite assertion by H. WEBER: ,,GALOIS wird von 
KRONECKER zuerst in einem Brief an DiricHLer vom 3. März 1856 und in 
der Arbeit, die am 14. April 1856 von Kummer der Berliner Akademie vor- 
gelegt wurde, erwähnt, so daß die Vermutung nahe liegt, daß er erst während 
seines Pariser Aufenthalts im Jahre 1853, wo er mit den bedeutendsten fran- 
zösischen Mathematikern, namentlich mit HERMITE und BERTRAND, enge Be- 
ziehungen anknüpfte, mit GALoIs’ Arbeiten bekannt wurde“ (Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 2, 1893, p. 10; Mathema- 
tische Annalen 43, 1893, p. 6). Contrary to this statement by H Weser, 
the name of GaLrois and the GALoIs theory of equations are mentioned by 
KRONECKER in his article Über die algebraisch auflösbaren Gleichungen (Be- 
richt über die zur Bekanntmachung geeigneten Verhandlungen der 
Königl. Preuß. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Aus dem 
Jahre 1853, p. 365). According to H. Weser (Mathematische Annalen 
43, 1893, p. 5), Kronecker handed this article to DIRICHLET in May 1853, 
while he stopped at Berlin on his way to Paris. DIRICHLET presented the article 
to the Berlin Academy on June 20'%, 1853. This proves that KRONECKER was 
acquainted with the work of GALoIs before his residence in Paris in 1853. 


Urbana, Illinois. G. A. MILLER. 





Anfragen. 


149. Über die Geschichte der ersten algebraischen Lösung der 
allgemeinen Gleichung vierten Grades. Es ist bekannt, daß die erste 
algebraische Lösung der allgemeinen Gleichung vierten Grades von ÜARDANO 
im 39. Kapitel der Ars magna (1545) veröffentlicht wurde, und daß CArDAanxo 
die Entdeckung seinem Schüler Lupovıco FERRARI zuwies („alia est regula... 
Lupouicr DE FERRARIS, qui eam me rogante inuenit“). Die Glaubwürdigkeit 
dieser Angabe hat man keinen Grund zu bezweifeln, und aus dem erwähnten 
Kapitel der Ars magna kann man mit großer Wahrscheinlichkeit schließen, 
daß CARDANO durch eine von GIovanno DA Cor gestellte Aufgabe den Anlaß 
bekam, sich mit dieser Frage zu beschäftigen (siehe Ars magna, Ausgabe 
Basel 1570, S. 146: „Fac ex 10 tres partes in continua proportione, ex quarum 
ductu primae in secundam, producantur 6. Hanc proponebat Ioannes CoLLA, 
et dicebat solui non posse, ego uero dicebam, eam posse solui, modum tamen 
ignorabam, donec FERRARIUS eum inuenit“). 

Ob pa Cor selbst Probleme, die auf Gleichungen vierten Grades führen, 
lösen konnte, weiß man nicht. Nach der soeben zitierten Stelle der Ars magna 
hielt pa Cor ein Problem dieser Art für unlösbar, aber nach einem Briefe 
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Carvanos an TAaRTAGLIA vom 5. Januar 1540 (siehe TARTAGLIA, Quesiti et in- 
ventioni, Ausgabe Venedig 1606, S.275) behauptete pa Cor, er könne ein Problem 
lösen, das auf die Gleichung 100% = 8(1 + x + x°)? führt, und er wisse, daß 
ein Problem, das auf die Gleichung 100x = 7(1 + x?)? führt, lösbar sei. 

Es wäre erwünscht, nähere Auskunft über die mathematischen Kenntnisse 
pA Cois zu bekommen. Wer war der „Messer PHILENO da Bologna“, der nach 
dem oben zitierten Briefe Carpanos ein Lehrer Da Coıs gewesen war? Und 
deuten die mathematischen Kenntnisse Da Coıs darauf hin, daß Gleichungen 
vierten Grades schon vor FERRARI (durch ScıpIonE DEL FERRO?) algebraisch 
gelöst worden sind? G. ENESTROM. 


150. Über die älteste Geschichte der sogenannten Simpsonschen 
Annäherungsformel. Bekanntlich hat J. GREGORY in seinen Æ\ercitationes 
geometricae (London 1668, S 25—26) eine Formel angegeben, die mit der 
sogenannten Sımpsonschen Annäherungsformel für die Fläche eines von drei 
Geraden und einer Kurve begrenzten Vierecks identisch ist. Nach R. BALTzEr 
(Die Elemente der Mathematik, Band 2, siehe z. B. die 2. Auflage, Leipzig 1867, 
S. 246) ist diese Formel noch älteren Ursprungs; PERELLI soll nämlich im 
Anhang zu Guipo GRANDI, Instituzioni delle sezioni coniche (Firenze 1744) auf 
eine Stelle bei ToRRICELLI hingewiesen haben, wo sich eine Regel für die Be- 
rechnung des Volumens eines Umdrehungskörpers finde, welche Regel durchaus 
mit der Sımpsonschen Formel übereinstimme. Indessen ist diese Angabe meines 
Wissens noch nicht durch einen ‚genauen Beleg bestätigt worden. Auch nicht 
A. Augry, der sich besonders mit der Geschichte der angeblichen TOoRRICELLI- 
schen Regel beschäftigt hat (siehe Notice historique sur la géométrie de la 
mesure, Journ. des mathem. élém. 21, 1897) ist in der Lage gewesen, bei 
ToRRICELLI selbst die betreffende Stelle aufzufinden. 

Kommt wirklich bei TorRICELLI eine Regel vor, die mit der Sımpsonschen 
Formel übereinstimmt? G. ENESTROM. 
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Rezensionen. 


Stadtbibliothek Frankfurt am Main. Katalog der mathematischen Ab- 
teilung. Frankfurt a. M. 1909. X + 327 8. 8°. 


Im Vorwort des Kataloges wird über die Geschichte der mathematischen 
Abteilung der Bibliothek kurz berichtet. Schon 1817 hatte die Bibliothek 
durch ein Legat eine sehr wertvolle Sammlung älterer mathematischer Werke 
bekommen, aber seit dem Jahre 1830 wurden eigentlich keine mathematischen 
Bücher gekauft. Allerdings erhielt die Bibliothek 1896 durch das Geschenk 
der „Gustav Freytag-Bibliothek“ eine größere Zahl von älteren, zum Teil sehr 
seltenen astronomischen und mathematischen Schriften, allein erst 1905—1908 
konnte die eigentliche Begründung der mathematischen Abteilung beginnen, 
nachdem die städtischen Behörden für diesen Zweck eine Summe von 60000 M. 
bewilligt hatten. Die Auswahl der Anschaffungen sowie die Bearbeitung des 
seit zwei Jahren im Druck vorliegenden Kataloges ist von Bibliothekar P. HOHENEMSER 
besorgt worden. 

Für die Frankfurter Mathematiker sind natürlich die neuen Anschaffungen 
das Wichtigste, und sie können damit zufrieden sein, denn die moderne mathe- 
matische Literatur ist in der Bibliothek recht gut vertreten; besonders hervor- 
zuheben ist die große Sammlung von mathematischen Zeitschriften. Auch die 
wichtigsten der älteren mathematischen Werke sind vorhanden, so daß ein 
Frankfurter Historiker der Mathematik im allgemeinen die Schriften, die er 
braucht, in der Bibliothek zur Verfügung bekommen kann. Selbstverständlich 
werden sowohl die Mathematiker wie die Historiker die Veröffentlichung des 
Kataloges mit Freuden begrüßen. 

Allein auch für die Historiker der Mathematik, die zu weit von Frank- 
furt a. M. wohnen, um die Bibliothek benutzen zu können, ist der Druck des 
Kataloges sehr willkommen, denn sie finden darin wertvolle Notizen über sonst 
unbekannte oder wenig bekannte mathematische Bücher, vorzugsweise aus dem 
16. Jahrhundert. Als Beleg verzeichne ich hier unten die vor 16 O erschienenen 
Rechenbücher, die nicht von D. E. SmitH in seinen Rara arithmetica (1908) 
erwähnt werden, aber in der Frankfurter Stadtbibliothek vorhanden sind. Da 
SMITH alle ihm zugänglichen Notizen über Rechenbücher aus dem 16. Jahr- 
hundert mit großem Fleiß gesammelt hat, müssen die hier unten verzeichneten 
Schriften als sehr selten bezeichnet werden 

J. Furst, Compendiosa ars numerandi. Wien 1520. [Smith erwähnt 
nach ungenannter Quelle einen „Novus algorithmus“ desselben Verfassers aus 
dem Jahre 1512.] 

J. SCHLICHTUNG, Rechnung mit der Federen und uff der Linien uff die 
Reinströmisch und Schilling in Gold, Müntz, uff allerley Kauffmanns Händel 
mit der falschen Regelen. Straßburg 1536. 
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CH. Stıuız, Eyn neu Rechenbuch ... ilzunt von newem zusamen getragen. 
Straßburg 1542. 

M Horr, Ein kunstlich Rechenbiechlin mit der Ziffer und Zallpfenningen. 
Freiburg im Breisgau 1543. 

G. SticHEL, Arithmetica, wolgegründte Rechnung mit schöner forteiliger 
Anweisung zusamenbracht. Leipzig 1551. 

M STöTTER, Ein schön nutzlich Rechenbüchlin auff allerlei Kauffmans 
Rechnung. Tübingen 1552. 

D. ScHEeDEL, Ein nutzbar new Rechen und Exempel Büchlein, darinnen 
all jetz gebreuchig Kauffmans Rechnungen, Vergleichung mancherley Landt und 
Stett, Eln Mass, Mintz und Gewicht gantz klar und verstendtlich. Sampt einer 
zu ruck darauff nachfolgenden Erklärung, wie man die Keuff hierinnen ver- 
stehen und machen soll. Nürnberg 1552. 

N. Hennine, Gerechnet Rechenbüchlein von aller handt fürnembsten Ge- 
werben und Kauffmans Waren. Frankfurt am Main 1565. 

J. KALTENBRUNNER, Ein newgestellt künstlich Rechenbüchlein, darinnen alle 
yetzigebreuchiche Kauffmans, auch andere Rechnungen .. . begriffen. Nürn- 
berg 1565. 

- N. Werner, RechenBuch von allerley Kauffmannschlag auff sonderlichen 
Vorthel der Regel Detri gantz verständiglich und mit gnugsamer Erklärung bey 
jedem Exempel. Frankfurt am Main 1569. 

Auch inbetreff der von SMITH aufgeführten Rechenbücher kann man aus 
dem Katalog wertvolle ergänzende Notizen bekommen. So z. B. besitzt die 
Frankfurter Bibliothek folgende von Smitx nicht erwähnte Auflagen. 

J. ALBERT, Rechenbüchlein auff der Federn ... inn Gantzen und Gebrochen, 
neben angehefftem, unlangst ausgelassnem Büchlein auf den Linien. Witten- 
berg 1546. [Smitu erwähnt keine Auflage zwischen 1541 und 1553.] 

J. SEGKERWITZ, Rechenbüchlein auff allerley Hanthierung. Auffs new ge- 
bessert. Leipzig 1548. [Smirx erwähnt nach ungenannter Quelle eine einzige 
Auflage (von 1574); in der Biblioth. Mathem. 9,, 1908/9, 8. 268, 278 
habe ich frühere Auflagen von 1547 und 1557 zitiert. ] 

H. GÜLFFERICH, Ein new kurtz Rechenbüchlein auff der Linien und Federn, 
den angehenden Rechnern unnd allen Kauffshendelern zu gut und nutz . 
gum anderen mal gemehret unnd gebessert. Frankfurt am Main 1561. [Smitx 
erwähnt keine Auflage zwischen 1559 und 1568.] 

A. Lonicer, Arithmetices brevis introductio ab autore de integro recognita. 
Francoforti 1563. [SmitH erwähnt keine Auflage zwischen 1551 und 1568.] 

B. Sarıcnac, Tractatus arithmetici partium et alligationis. Frankfurt a M. 
1575. [Smirx erwähnt die erste Auflage unter 1577 und betrachtet die 
Auflage 1575 als verdächtig. ] 

L. Lossıus, Arithmetices erotemata puerilia ... jam vero diligenter recognita 
et aucta. Francoforti 1563; Francoforti 1589. [Smitu erwähnt keine Auflage 
zwischen 1562 und 1568, und die späteste von ihm zitierte Auflage ist vom 
Jahre 1585.] 

Der Katalog hat 12 Hauptabteilungen, nämlich: I. Enzyklopädie, Ge- 
schichte und allgemeine Literatur der exakten Wissenschaften. Il. Mathematische 
Zeitschriften. III. Gesammelte Werke von Mathematikern. IV. Enzyklopädie, 
Geschichte und allgemeine Literatur der Mathematik. V. Elementarmathematik. 
VI. Arithmetik und Algebra. VII. Höhere Analysis. VIII. Höhere Geometrie. 
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IX. Angewandte Mathematik. X. Physik und theoretische Mechanik. XI. Technische 
Mechanik. XII. Astronomie Die meisten Hauptabteilungen sind weiter ein- 
geteilt. Am Ende befindet sich ein Nominalkatalog mit gekürzten Titeln 
(90 zweispaltige Druckseiten). 

Gegen das Einteilungssystem habe ich nichts Wesentliches zu bemerken, 
sofern man sich auf die moderne mathematische Literatur beschränkt. Dagegen 
bezweifle ich, daß das System für die ältere Literatur das passendste ist. 
Beispielsweise muß man die älteren Rechenbücher teils $. 53—63 („Elementar- 
mathematik. 2—3. Lehrbücher der niederen Arithmetik und Algebra“), 
teils 8. 113—116 („Angewandte Mathematik. 1. Kaufmännische Arithmetik“) 
suchen, obgleich es unmöglich ist, eine solche Einteilung konsequent durch- 
zuführen. Als Beleg für diese Behauptung verweise ich auf das Bechen- 
buch von J. Wipman, das S. 116 unter „Kaufmännische Arithmetik“ steht, 
und zwar nicht ganz mit Unrecht; anderseits ist dies Buch ebensosehr ein ge- 
wöhnliches Rechenbuch und als solches von großem historischen Interesse. 
Überhaupt bin ich der Ansicht, daß die ältere Literatur besonders verzeichnet 
werden sollte, wenn sie so wertvoll wie die der Stadtbibliothek in Frankfurt 
am Main ist, und wenn der Katalog, wie hier der Fall ist, mit einem alpha- 
betischen Nominalverzeichnis versehen ist. Wie diese Literatur eingeteilt werden 
sollte, will ich an dieser Stelle nicht auseinandersetzen, sondern begnüge mich, 
zu bemerken, daß meiner Ansicht nach die ganze reine Mathematik eine einzige 
Abteilung bilden könnte, und daß eine chronologische Anordnung vielleicht zu 
empfehlen wäre. 

Auf die Klassifikation der Werke werde ich auch nicht näher eingehen. 
Wie schwierig es ist, ein an sich gutes System in der Praxis anzuwenden, 
weiß jeder Bibliograph der Mathematik, und weitere Belege kann man ohne 
Mühe im Kataloge der Stadtbibliothek in Frankfurt am Main finden. Ein 
wenig auffällig ist es jedenfalls, wie schwierig es zuweilen gewesen zu sein 
scheint, in gleichartigen Fällen ein und dasselbe Prinzip durchzuführen. Beispiels- 
weise steht die Originalausgabe (1745) des Briefwechsels zwischen LEIBnIz und 
JOHANN BERNOULLI S. 28 unter „Gesammelte Werke von Mathematikern“, 
während der von GERHARDT 1899 herausgegebene 1. Band des Briefwechsels 
von Leısnız mit Mathematikern, dessen Fortsetzung selbstverständlich den Brief- 
wechsel mit BERNOULLI enthalten haben würde, S 42 unter „Enzyklopädie, 
Geschichte und allgemeine Literatur der Mathematik. 2. Geschichte und Bio- 
graphisches“ zu suchen ist. Ebenso stehen die Récréations mathématiques et 
physiques Ozanams 8. 13 unter „Allgemeine Literatur der exakten Wissen- 
schaften“, obgleich es S. 49—50 eine besondere Abteilung für „Vermischte 
Unterhaltungen und Spiele“ gibt. Beruht dies vielleicht auf den Worten „et 
physiques“ des Titels? Aber die Abteilung S. 49—50 enthält ja eine Schrift 
mit dem Titel: Physicarum meditationum ... lib. V“. 


Stockholm. G. ENESTROM. 
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Das Zeichen * bedeutet, daß die betreffende Schrift der Redaktion nicht vorgelegen hat. 


Autoren -Register. 


Ahrens, 100. 
Amodeo, 50. 
André, 98, 
Archibald, 11, 67. 
Archimedes, 25. 
Batelli, 16. 
Biedenkapp, 74. 
Billy, 55. 
Bjelopolskij, 90. 
Bosmans, 39, 41,52, 64, 102. 
Böttcher, 10. 


El-Biruni, 30. 
Eneström, 3, 7, 33, 69. 
Favaro, 42, 44, 45. 
Frankland, 12. 
Galilei, 44. 
Galitzin, 86. 
Gambioli, 14, 16. 
Geer, 56. 

Gerbert, 29. 
Gravelaur, 47. 
Guimaräes, 20, 


Boutroux, 37. Günther, 48. 
Braytzeff, 97. Hammer, 40, 
Buchka, 2. Heath, 26. 


Cabreira, 78. 
Cajori, 16, 48. 
Cantor, 8, 


Heiberg, 25. 
Hensel, 75—77. 
Heriger von l.obbes, 29. 


Castelnuovo, 6. Isely, 62. 
Ceretti, 28, Jolles, 95. 
Dannemann, 17. Jouguet, 15. 
Decourdemanche, 18. Klug, 46. 
Duhem, 32, 34. Korda, 72. 

a) Zeitschriften. Allgemeines. 


Abhandlungen zur Geschichte der mathe- 
matischenWissenschaften. Leipzig. 8°. [1 
29 (1910). — Festschrift zur Feier des 100. Ge- 
burtstages Eduard Kummers. — [Rezension des 
Heftes 28:] Arch. der Mathem. 17,, 1910, 223— 
224. (K. KnopP.) 

Archiv für die Geschichte der Natur- 
wissenschaften und der Technik, her- 
ausgegeben von K. von Bucux4, H. Sran- 
LER, K Supnorr. Leipzig. 8°. [2 

8 (1910/11) :1. 

Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift für 
Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften. Herausgegeben von G. Exe- 
ström. Leipzig (Stockholm). 3% [3 

11, (1910/11) : 1. 


Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G.Lorıa. Torino (Genova). 8°. [4 
12 (1910): 8. 


Jahrbuch über die Fortschritte der Mathe- 
matik. Herausgegeben von E. Lampe. 
Berlin. 8°. [5 

39 (1908) : 1. — Die Seiten 1—55 enthalten Re- 


ferate der im Jahre 1908 erschienenen mathe- 
matisch-historischen Schriften. 


Atti del IV° congresso internazionale dei mate- 
matici (Roma 6—11 Aprile 1908). Pubblicati per 
cura di G. CASTELNUOVO (1909). [Rezension:] 
Arch. der Mathem. 17,, 1910, 45. (E. JAHNKE.) — 
Bollett, di bibliogr. d. sc. matem. 12 (1910), 34— 
8. (G.L)) s [6 


Krazer, 61. Possé, 87. 
Krienelke, 66. Ratti, 35. 
Kucharzewski, 58, 59. Rivaud, 57. 
Kummer, 76. Rosselet, 85. 
Lampe, 5. Rudio, 102. 
Lebon, 80—82. Russell, 49. 
Lind, 53. Schaewen, 55. 
Löffler, 21. Schultz, 22, 23. 
Lorey, 99. Schütte, 13. 
Loria, 4, 13. Smith, 38, 
Lüroth, 95. Stäckel, 65 
Mach, 14. Stadler, 2, 
Maire, 54. Stamper, 9. 
Mansion, 70, 73. Strunz, 27. 
Mascart, 19. Sudhoff, 2, 
Mikami, 60, 69. Suter, 30. 


Millosevich, 90. Szab6, 71 


Milone, 92. Torelli, 84. 

Mnller, Felix, 36. Weinmeister, Paul, 96. 
Nitz, 13. Whittaker, 51. 

Omont, 29. Wiedemann, 31. 


Poincaré, 83. Zeuthen, 24. 

Eneström, 6., Über Probleme der mathe- 
matischen Geschichtsschreibung. [7 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 1—10. 


Cantor, M., Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik. 22 (1900). [Kleine Bemerkungen] 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 81— 82. (G. ENE- 
STRÔM.) —= 83° (1901). [Kleine Bemerkungen] 
Biblioth. Mathem, 11,, 1910/11, 83—90. (G. Ene- 
STRÖM.) [8 


Stamper, A. W., A history of elementary geometry 
(1909). [Rezension:] Arch. der Mathem. 17,, 1910, 
59—60. (H. WIELEITNER.) [9 


Böttcher, J. E., Beweise für die Heronsformel aus 
zwei Jahrtausenden (1909). [Rezension:] Arch, 
der Mathem. 17,, 1910, 62. (W. WEBER.) [10 


Archibald, R. C., Discussion and history 
of certain geometrical problems of Hera- 


clitus and Apollonius. [11 
Edinburgh, Mathem.soc., Proceedings 28, 1909/10, 
152 —178. 


*Frankland, W. B., Theories of paralle- 


lism. An historical critique. Cam- 
bridge, University press 1910. [12 
8°. XVII + 708. — [Rezension:] Arch. der 


Mathem. 17,, 1910, 37. (F. ENGEL.) 


Loria, G., Spezielle algebraische und trauszendente 
ebene Kurven, Theorie und Geschichte. Deutsche 
Ausgabe von F, Schürte. Aufl. 2. I (1910). [Be- 
zension:] Arch. der Mathem, 17,, 1910, 224—225. 
(H. WIELEITNER ) [13 


*Mach, E., I principii della meccanica 
esposti criticamente e storicamente nel 
loro sviluppo. Traduzione di D. Gaw- 
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sıoLı. Roma, Soc. ed. Dante Alighieri 
1909. [14 


8°. — [6 lire] — [Rezension ::] Bollett. di bib- 
liogr. d. sc. matem. 12, 1910, 85—87. (G. VAILATI.) 
Jouguet, E., Lectures de mécanique, La méca- 
nique enseignée par les auteurs originaux. II 
(1909). [Rezension ] Revue génér, d. sc. 20, 1909, 
926. [15 


*Cajori, F., Storia della fisica elementare 
con l’evoluzione dei laboratori fisici. 
Tradotto in italiano da D. Gamsıouı. 
Con tre appendici: sull’ Accademia del 
Cimento, sui fisici matematici e sui fisici 
italiani dei tempi recenti. Riveduta da 
A. Bareruı. Bologna, Zanichelli 1909. [16 


8° VIII + 480 S. — [12 lire] — [Rezension :] 
Bollett. di bibliogr, d. sc. matem. 12, 1910, 88. 
(G. L.) 


Dannemann, F., Aus der Werkstatt großer Forscher. 
Aufl. 3 (1908; [Rezension:] Arch. der Mathem. 
17,, 1910, 215. (P. B. Fischer.) [17 


Decourdemanche, J. A., Traité pratique des poids 
et mesures des peuples anciens et des Arabes 
(1909). [Rezension:] Arch. der Mathem. 17,, 1910, 
221— 222. (E. Hoppe.) [18 

Mascart, J., La détermination des longi- 
tudes et l’histoires des chronomètres. [19 


L’horloger 1910. — [Rezension:] Bruxelles, Soc. 
scient., Revue des quest. scient. 18,, 1910, 654 
—659. (H. BosmaNs.) 


Guimaräes, R., Les mathématiques en Portugal. 
Ed. 2 (1909). [Rezension | Amsterdam, Wisk. ge- 
noots., Nieuw archief 9,, 1910, 316— 317. (5®.) [20 


b) Geschichte des Altertums. 


Löffler, E., Die arithmetischen Kenntnisse 
der Babylonier und das Sexagesimal- 
system. [21 

Arch. der Mathem, 17,, 1910, 135 —144. 


Schultz, W., Das Zahlen- und Maßsystem 

der Babylonier. [22 

Österreichische polytechnische Zeitschr. 1910, 
186 —191. 


Schultz, W., Angewandte Mathematik im 
hellenischen Altertume. [23 


Österreichische polytechnische Zeitschr. 1910. 
20 8, 8°, 


Zeuthen, H. G., Notes sur l’histoire des 
mathématiques. VIII. Sur la constitu- 
tion des livres arithmétiques des élé- 
ments d’Euclide et leur rapport à la 
question de l’irrationalite. [24 
rte Vidensk. Selsk., Oversigt 1910, 395 

— 435. 


Archimedis Opera omnia. Iterum edidit J. L. Heı- 
BERG, 1(1910). [Rezension:] Arch. der Mathem, 
17,, 1910, 235—236. (E. Hoppe.) — Mathesis 10,, 
1910, 240. (P.M.) [25 

Heath, Th. L., Diophantus of Alexandria. 
A study in the history of greek algebra. 
Second edition. With a supplement con- 
taining an account of Fermats theorems 
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and problems connected with Diophan- 

tine Analysis and some solutions of 

Diophantine problems by Euler. Cam- 

bridge, University press 1910. [26 
89, VI + (1) + 387 S. — [12% Sh.] 


c) Geschichte des Mittelalters. 


Strunz, F., Geschichte der Naturwissenschaften 
im Mittelalter (1910). [Rezension:] Naturwiss. 
Rundschau 25, 1910, 543. (F. M.) [27 


Ceretti, U., Intorno allo zero. [28 
Udine, Accademia, Atti 14,, 1908. 

Omont, H., Opuscu'es mathématiques de Gerbert 

et de Hériger de Lobbes (1407). [Rezension :] 


Bruxelles, Soc. scient, Revue des quest. scient. 
18,, 1910, 648— 649. (H. Bosmans.) [29 


Suter, H., Das Buch der Auffindung der 
Sehnen im Kreise von Abü’l-Raihan Muh. 
el-Birüni. Übersetzt und mit Kommen- 


tar versehen. [30 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 11—78. | 


Wiedemann, E., Zu Ibn el Haitams 
Optik. [31 
Archiv für d'e Gesch. d. Naturwiss. und d, Tech- 
nik 3, 1910/11, 1—53. 
Duhem, P., La physique néoplatonicienne 
au moyen-äge. [32 
Bruxell-s, Soc. scient., Revue des quest, scient. 
18,, 1910, 10— 60, 385 — 430. 
Eneström, &., Sätze über ebene gemischt- 
linige Figuren im Mittelalter. [33 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 90. — Anfrage. 
Duhem, P., Etudes sur Léonard de Vinci. II (1909). 


[Rezension ] l’enseignement mathém. 12, 1910, 
536— 539. (A. BERNOUD.) [34 


Ratti, A., L’applicazione del pendolo al 
meccanismo degli orologi nei disegni 


di Leonardo da Vinci. [35 
Raccolta Vinciana (Milano) 6, 1910, 181—153. 


d) Geschichte der neueren Zeit. 


Müller, Felix, Uber die ältesten mathe- 
matischen Druckwerke (1482 —1550) in 
der Stadtbibliothek zu Frankfurt am 
Main. (Schluß.) [36 

Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber, 19, 1910, 
197— 225, 253. 


Boutroux, P., Les origines du calcul des probabi- 
lités (1908). [Rezension:] Bollett. di bibliogr. d. 
sc. matem, 12, 1910, 95. [37 


Smith, D. E, A note on Johannes Scho- 


nerus. [38 
Biblioth, Mathem, 11,, 1910/11, 79— 80, 


Bosmans, H., L’algöbre de Pedro Nuñez (1908). 
[Rezension:] Bollett, di bibliogr. d. sc. matem, 
12, 1910, 96. [39 


Hammer, E, Pedro Nuñes. [40 


Zeitschr. für Vermessungswesen 38, 1909, 177— 
184. — [Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., Re- 
vue des quest, scient. 18,, 1910, 651— 653. . 
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Bosmans, H., La „Practicqve om te leeren cyphe- 
ren“ de Nicolas Petri de Deventer (1908). [Re- 
zension:] Bollett. di bibliogr, d. sc. matem. 12, 
1910, 95 — 96, [41 


Favaro, A., Per la storia del compasso di propor- 
zione (1:08). [Rezension:] Bollett. di bibliogr. 
d. sc. matem. 12, 1910, 95. [42 


Günther, L., Die Mechanik des Weltalls. Eine 
volkstümliche Darstellung der Lebensarbeit Jo- 
hannes Keplers (1909). [Rezension:] Zeitschr, 
für Mathem, 58, 1909/10, 208. [43 


Le opere di GALıteo Gare. XX (1909). [Rezen- 
sion:] Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 91— 93. 
(G, ENESTRÔM.) [44 


Favaro, A., Galileo Galilei. Pensieri, motti e sen- 
tenze (1910). [Rezension:] Deutsche Literaturz. 
31, 1910, 3149. (J. Krug.) [45 


Klug, J.. Die Galilei-Ausgaben. [46 
Deutsche Literaturz. 51, 1910, 3013 — 3022. 


Gravelaar, N. L. W. A, Over den oor- 
sprong van ons maalteeken (>). [47 


Wiskundig tijdschrift 6, 1910, 1—25. — [Rezen- 
sion:) Bruxelles, Soc, scient., Revue des quest, 
scient. 18,, 1910, 649— 651. (H. Bosmans ) 


Cajori, F., A history of the logarithmic slide rule 
and allied instruments (1909). [Rezension:] 
Science 32,, 1910, 666—668. (L.C.KArrınskı.) [48 


Russell, A., The invention of the slide rule. 
Nature 82, 1909, 307— 308. [49 


Amodeo, F., Bonaventura Cavalieri e la costruzione 
lineare delle coniche (1909). [Rezension:] Bollett, 
di bibliogr. d. sc. matem. 12, 1910, 94—93. [50 


“Whittaker, E.T., A history of the theories 
of aether and electricity from the age 
of Descartes to the close of the nine- 
teenth century. London, Longmans 1910. 

89, — [12% sh.] (51 

Bosmans, H., La carte lunaire de Michel- 

Florent van Langren, conservée à l’ob- 


servatoire de Paris. [52 
Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. scient, 
18,, 1910, 653 — 654. 


Lind, B., Über das letzte Fermatsche Theorem 
(1910). [Rezension:] Deutsche Literaturz. 31, 1910, 
2742 — 3143. (E. NETTO.) [53 


Maire, A., Essai d'introduction à la bib- 
liographie des trauvaux scientifiques de 
Blaise Pascal, de leur critique et de 


leur jugement. [54 
Assoc. frang pour l’avancement des sciences, 
Comptes rendus 33 (congrès de Lille), 1909, 71 
—19, 


Schaewen, P. von, Jacobi de Billy, Doctrinae ana- 
+ Jlyticae inventum novum (1910). [Rezension :] 


Arch, der Mathem. 17,, 1910, 222 —223. (E. 
. Hoppe.) [55 
Geer, P. van, Hugeniana geometrica. 
VIIL [56 


Amsterdam, Wisk. genoots., Nieuw archief 9,, 
1910, 201— 230. 


Rivaud, A., La preparation du catalogue 
critique et chronologique des œuvres de 


Leibniz. [57 
Journ, des savants 1906, 370— 389, 431— 441. 
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Kucharzewski, F., Statyka Kochan- 
skiego. [58 


Sprawozdania z posiedzen towarzystwa nauko- 
wego Warszawskiego 1910, 321— 339, 


Kucharzewski, F., De momentis gravium. 
Une question de statique débattue au 
XVII siele. [59 

Bruxelles, Soc. scient,, Revue des quest, scient. 
18,, 1910, 584— 590. 


Mikami, Y., On the dutch art of sur- 


veying as studied in Japan. [60 
Amsterdam, Wisk. genoots., Nieuw archief 9,, 
1910, 301— 304. 


Krazer, A., Zur Geschichte des Umkehrsproblemes 
der Integrale (1909). [Rezension:] Bollett. di 
bibliogr. d. sc. matem. 12, 1910, 94. [61 


Isely, L., Léonard Euler. [62 
Neuchatel, Soc. d. sc,, Bulletin 86, 1908/9, 57—65. 


Eneström, G., Verzeichnis der Schriften Leonhard 
Kulers. 1 (1910). {Rezension:] Arch, der Mathem. 
17,, 1910, 36—37. (W. AHRENS.) — Brurelles, Soc. 
scient., Revue des quest. scient. 18,, 1910, 663— 
664. (H. BosmAns.) [65 


Bosmans, H., Sur une tentative d’édition des 
oeuvres complètes de L, Euler faite à Bruxelles 
en 18x9 (1909). [Rezension:] Bollett. di bibliogr. 
d. sc, matem, 12, 1910, 94. [64 


Stäckel, P., Johann Albrecht Euler (1910). [Re- 
zension:] Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. 
scient. 18,, 1910, 664— 666, (H. BosmAns ) [65 


Krienelke, K., J. H. Lamberts Philosophie der Ma- 
thematik (1909). [Rezension:] Arch, der Mathem. 
17,, 1910, 65. (F. Weiss.) [66 


Archibald, R.C., Historical note on Wal- 
lace’s line. [67 
Edinburgh, Mathem.soo., Proceedings 28, 1909/10, 

64, 179. 

Royal society of London. Catalogue of scientific 
papers 1800—1900. Subject index. I. Pure ma- 
thematics (1908). [Rezension:] Arch, der Mathem. 
173, 1910, 232— 233. (E. Lampe.) [68 


Mikami, Y., On a japanese astronomical 
treatise based on dutch works. [69 
Amsterdam, Wisk. genoots., Nieuw archief 9,, 
1910, 231— 234. 
Mansion, P., Gauss contre Kant sur la géométrie 
non Euclidienne (1908). [Rezension:] Bollett. di 
bibliogr. d. sc. matem. 12, 1910, 95. [70 


Szab6, P., [Johann Bolyais Jugend]. [71 
Mathematikai es physikai lapok (Budapest) 19, 
1910, 135 —164. — Ungarisch. 

Korda, D., [Die Gedächtnisfeier Evariste 

Galois’]. [72 
Mathematikai es physikai lapok (Budapest) 19, 
1910, 183 —191. — Ungarisch, 


Mansion, P., Sur la légende de Galois. [73 
Bruxelles, Soc. scient., Annales 34 : 1, 1910, 104 
—105. 


Biedenkapp, 6., Sophie Germain (1910). [Rezen- 
sion:) Arch. der Mathem. 17,, 1910, 48. (E. 
JAHNKE.) [74 


Hensel, K., Gedächtnisrede auf Ernst 


Eduard Kummer. [75 
Abhandl, zur Gesch, d. mathem. Wiss, 29, 1910, 
1— 37 -+- Porträt. 
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Hensel, K., Briefe Ernst Eduard Kum- 
mers an seine Mutter und an Leopold 
Kronecker. [76 


Abhandl. zur Gesch. d. mathem. Wiss. 29, 1910, 
39 —103. 


Hensel, K., Ernst Eduard Kummer und 
der große Fermatsche Satz. Marburg, 
Elwert 1910. [77 
Marburger akademische Reden Nr. 23. 

Cabreira, A., Les mathématiques en Portugal. 


Deuxième réponse (1910). [Rezension:] Arch. 
der Mathem. 17,, 1910, 84-85. (W.AHRENS.) [78 


Emil Lampe. [79 
Arch. der Mathem. 17,, 1910, Heft 2/3. — Nur 
Porträt. 


Lebon, E., Gaston Darboux (1910). [Rezension :] 
Amsterdam, Wisk. genoots., Nieuw archief 9,, 
1910, 319. (S°.) — Bollett. di bibliogr. d. sc. 
matem. 12, 1910, 82. (G. L.) — Deutsche Lite- 
raturz. 31, 1910, 2892 — 2893. (E. LAMPE.) [80 


Lebon, E., Emile Picard (1910). [Rezension:] 
Amsterdam, Wisk. genoots,, Nieuw archief 9, 
1910, 320—321. (KL) — Arch. der Mathem. 17,, 
1910, 48. (E. JAHNKE.) — Bollett. di bibliogr. d. 
sc. matem. 12, 1910, 82— 83. (G. L.) — Deutsche 
Literaturz. 31, 1910, 2392 — 2893. (E. LAMPE.) — 
L’enseignement mathém. 12, 1910, 541. [81 


Lebon, E., Henri Poincaré (1909, [Rezension:] 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 12, 1910, 81—82. 
(G. L) — Deutsche Literaturz. 31, 1910, 2892 — 
2893. (E. LAMPE.) — Revue génér. d. sc. 21, 
1910, 78. [82 


e) Nekrologe. 
Anatole Bouquet de la Grye (1827—1909).[83 


Paris, Bureau des longitudes, Annuaire 1911, 


C1—13. (H. PoIncAr£.) 

Alfredo Capelli (1855 — 1910). [84 
Il bollettino di matematica 9, 1910, 1—10. (G. 
TORELLI.) 

Henri Dufour (1852 —1910). [85 


Schweizerische naturf. Ges., Verhandl. 93 (1910), 
Nekrologe 1—15 [mit Porträt und Schriften- 
verzeichnis]. (A. ROSSELET.) 


Friedrich Kohlrauch (1840 —1910). [86 
St. Petersburg, Acad. d.sc., Bulletin 1910, 187— 
188. (B. GALITZIN ) 

Alexander Korkin (1837—1908). [87 
Moskwa, Matem. obchtch., Sbornik 27, 1909, 1— 
27. (K. A. Possk,) 

Maurice Levy (1838 — 1910). [88 


T’enseignement mathém. 12, 1910, 531— 532, — 
Nature 84, 1910, 502. 


Jakob Lüroth (1844 —1910). [89 
l,’enseignement mathém. 12, 1910, 532. 

Simon Newcomb (1835 —1909). [90 
Roma, Accad. d. Lincei, Rendic. 18, : 2, 1909, 
409— 414. (BE. MırLosevicH.) — St. Petersburg, 
Acad, d.sc., Bulletin 1909, 1013—1014. (A. A. 
BJELOPOLSKIJ.) — Americ. journ. of science 28, 
1909, 290 — 292. 

Eugène Rouché (1832 —1910). [91 


Mathesis 10,, 1910, 241— 242. 


Neuerschienene Schriften. 


Francesco Siacci (1839 —1907). _ [92 


Napoli, Accad. Pontaniana, Atti 39, 1909. 108, 
(F. MıLone.) 


Washington Irving Stringham (1857 — 
1909). [93 
In memoriam IRVING STRINGHAM. Berkeley 1910, 


Thorvald Nicolai Thiele (1838—1910). [94 
Nature 84, 1910, 503. 


Julius Weingarten (1836 —1910). [95 
Be,lin, Mathem. Ges., Sitzungsber. 10, 1910, 8— 
14 [mit Schriftenverzeichnis]. (ST. JOLLES.) — 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 12, 1910, 65— 
70. (J. LÜROTH.) 


Philipp Weinmeister (1848 —1910). [96 


Zeitschr. für mathem. Unterr. 41, 1910, 618—623 
[mit Porträt]. (PAUL WEINMEISTER.) 


Georgij Woronoj (1868 —1908). [97 
Warszawa, [Naturwiss. Ges., Berichte] 1909, 1— 
18. (I. BRAYTZEFF.) 


f) Aktuelle Fragen. 


André, D., Des notations mathématiques (1909), 
[Rezension:.] Arch. der Mathem. 17,, 1910, 85—86. 
(W. AHRENS.) — Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 
12, 1910, 78—81. (G.L.) [98 


Lorey, W., Die mathematischen Wissenschaften 
und die Frauen (1909). [Rezension:] Arch. der 
Mathem. 17,, 1910, 69. (E. KuLLRICH.) [99 


Ahrens, W., Latein oder Deutsch? Die „Sprachen- 
frage‘ bei der Herausgabe der Werke Leonhard 
Eulers (1910). [Rezension:] Bollett. di bibliogr. 
d. sc. matem. 12, 1910, 83—84. (G. L.) [100 


Bericht der Schweizerischen Euler-Kom- 
mission für das Jahr 1909/10. [101 
Schweizerische naturf. Gesellsch., Verhandl. 93 
(1910) : 2, 46—51. — Deutsche Mathem.-Verein, 
Jahresber. 19, 1910, 192 — 196. 


[Die Euler Ausgabe]. [102 
Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. scient. 
18,, 1910, 659—663. (H. Bosmans.) — Schweize- 
rische naturf. Gesellsch, Verhandl. 93 (1910) : 1, 
349— 351. (F. Rupio.) 


[Deutsche Mathematiker-Versammlung in 
Königsberg 1910.] [103 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 19, 1910, 
245 — 252. — L’enseignement mathém. 12, 1910, 
519— 522, — Naturwiss. Rundschau 25, 1910, 
581— 583. (K. Nırz.) 


[Englische Mathematiker-Versammlung in 
Sheffield 1910.] [104 


New York, Americ, mathem. soc, Bulletin 17,, 
1910, 105—106. — L’enseignement mathém. 12, 
1910, 516—518. — Nature 84, 1910, 513— 517, 


[Französische Mathematiker-Versammlung 
in Toulouse 1910.] [105 


New York, Americ. mathem. soc, Bulletin 17,, 
1910, 106 — 107. 


[Schweizerische Mathematiker-Versamm- 
lung in Basel 1910 ] [106 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 19, 1910, 
225— 226. — New York, Americ. mathem. soc., 
Bulletin 17,, 1910, 155 —156. — L’enseignement 
mathém, 12, 1910, 522 — 528. 
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Ernennungen. 


— Professor R. J. ALer in Bloomington 
zum Präsidenten der Universität von Maine, 


— Dr. H. Baremaxx in Cambridge (Eng- 
land) zum Professor der Mathematik am 
„Bryn Mawr college“. 

— „Instructor“ W.H. Bares in Lafayette 
zum Professor der Mathematik an der 
„Purdue university‘ daselbst. 

— Privatdozent O.von Bazyer in Berlin 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität daselbst. 

— Professor H. A. Converse in Elkins, 
W. Va., zum Professor der Mathematik am 
„Baltimore polytechnic institute‘. 


— Professor A. Eınsteın in Zürich zum 
Professor der mathematischen Physik an 
der deutschen Universität in Prag. 


— Privatdozent P. Eversueım in Bonn 
zum Professor der Physik an der Uni- 
versität daselbst. 

— Professor J. B. Faucur in Marquette 
zum Professor der Mathematik an der 
„State normal school‘ in Kalamazoo, Mich. 


— D.V. Gurnrıe in Charlotteville zum 

Professor der Physik an der Universität 
von Virginia daselbst. 

— Professor L. Herrrer in Kiel zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität in Freiburg i. Br. 

— Dr. F. T. H’DousLer zum Professor 
der Mathematik an der „Miami univer- 
sity‘. 

— Professor F. H. Hope in Fairfield zum 
Professor der Mathematik am ,,Franklin 
college‘ in Franklin, Ind. 

— Ingenieur J. Jousver zum Professor 
der Mathematik an der „Ecole nationale 
des mines“ in Paris. 


— Privatdozent P. Köse in Göttingen 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität in Leipzig. 

— Professor H. Lıszmann in Leipzig zum 
Professor der Mathematik an der Tech- 
nischen Hochschule in München. 

— Dr. A, C. Lunx in Chicago zum Pro- 
fessor der Mathematik an der Universität 
daselbst. 

— „Instructor“ E,. B. Lyrre in Urbana 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität von Illinois daselbst. 

— Professor E. Marums in Toulouse 
zum Professor der Physik an der Uni- 
versität in Clermont. 

— Professor J. F. Messicx in Ashland, 
Va., zum Professor der Mathematik an 
der Universität von Georgia. 

— „Instructor“ W. J. Riscey in Cam- 
bridge (Mass) zum Professor der Mathe- 
matik an der „Milliken university“. 

— Observator E. Rosentuar in Tiflis 
zum Professor der Geophysik an der Uni- 
versität in Warschau. 

— Professor R. A. Saurson in Durham 
zum Professor der Astronomie an der 
Universität in Edinburg und „Astronomer 
Royal for Scotland“. 

— Konservator A. Scuaun in München 
zum Direktor der Meteorologischen Zen- 
tralanstalt daselbst. 

— Miß Ina M. ScuorrenreLs in Chicago 
zum Professor der Mathematik an der 
„Toledo university‘. 

— Dr. E.W. Suerroon in New Haven zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität von Alberta. 

— Privatdozent H. Trerze in Wien zum 
Professor der Mathematik an der deutschen 
Technischen Hochschule in Brünn. 
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— Dr. J. N. van ver Vrıes in Lawrence 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität von Kansas daselbst. 

— Privatdozent G. WALLEnBErRG in Berlin 
zum Dozenten an der Technischen Hoch- 
schule daselbst. 


Todesfälle. 


— Roserr Geiger, Professor der Physik 
und Geodäsie an der Forstlichen Hoch- 
schule in Aschaffenburg, geboren in Würz- 
burg den 13. März 1856, gestorben im 
Oktober 1910. 

— Désiré Jean Baprisre GeERNEZ, Eme- 
ritierter Professor der Physik an der „Ecole 
centrale des arts et manufactures“ in Paris, 
geboren in Valenciennes den 24. April 
1834, gestorben im November (?) 1910. 

— SIEGMUND GUNDELFINGER, Professor der 
Mathematik an der Technischen Hoch- 
schule in Darmstadt, geboren in Kirch- 
berg an d. Jaxt den 17. Januar 1846, ge- 
storben in Darmstadt den 12. Dezember 
1210, 

— Juzes Tannery, Subdirektor der „Ecole 
normale‘ in Paris, geboren in Mantes den 
24. März 1848, gestorben in Paris den 
11. November 1910. 

— Douznıco Tessarı, Professor der Me- 
chanik am „Reale museo industriale‘ in 
Turin, geboren in Triest den 5. August 
1837, gestorben in Turin den 28. November 
1909. 


Vorlesungen über Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften. 


— An der Universität in Ann Arbor hat 
Professor L. ©. Karrınskı für das akade- 


Wissenschaftliche Chronik. 


mische Jahr 1910/11 eine zweistündige 
Vorlesung über Geschichte der Mathe- 
matik angekündigt. 


Preisaufgaben gelehrter Gesell- 
schaften. 


— Istituto Lombardo di scienze e lettere 
in Milano. Premio di fondazione Cag- 
nola 1911. Esposizione storico-critica dei 
fatti sperimentali, sui quali si basa la 
moderna teoria della costituzione della 
materia. 


Mathematikerversammlungen 
im Jahre 1910. 


— Deutsche Mathematikervereinigung. Die 


Jahresversammlung fand zu Königsberg 


18.—22. September statt. Vorträge histo- 
rischen Inhalts wurden gehalten von J. 
Sommer („Besser als Mathematiker‘), A. 
WanGerın („Franz Neumann als Mathe- 
matiker“) und A. Wire („Mitteilungen 
über einige Manuskripte Newrons‘).. An- 
dere Vorträge wurden gehalten von R. 
Fvrrer, D. Hınzert, A. Haar, P. Kôse, E. 
Mürter, F. Meyer, H. Lıesmann, L. BiEBER- 
BACH, F. Encer, E. Parrerirz, A. ScHön- 
FLIES, O Töruıtz, H. Weyr und A. Sommer- 
red. In der Geschäftssitzung wurde wie 
gewöhnlich über die literarischen Unter- 
nehmungen der Vereinigung berichtet. 


Vermischtes. 


— In Calcutta ist kürzlich eine mathe- 
matische Gesellschaft gegründet worden. 
Die Gesellschaft hat schon begonnen, ein 


Bulletin of the Calcutta mathema- : 


tical society herauszugeben. 
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Eine arabische Schrift über die Parabel und 
parabolische Hohlspiegel. 


Von J. L. HEIBERG in Kjöbenhavn und E. WIEDEMANN in Erlangen. 


In einem 1548 von Gocava publizierten und zu Löwen gedruckten 
Werk ist ein Teil einer Schrift über die parabolischen Hohlspiegel ent- 
halten. Das Buch ist ziemlich selten, den Bemühungen des verstorbenen 
Professor Dersauzx in Löwen verdanken wir die Auffindung eines Exem- 
plares in der dortigen Stadtbibliothek, das uns dann in liebenswürdigster 
Weise zur Benützung zur Verfügung gestellt wurde. Ein weiteres Exem- 
plar besitzt die Kgl. Bibliothek zu Berlin. 

Der vollständige Titel lautet: 


CL. PTOLEMAEI | Pelusiensis Mathematiei | OPERIS QUADRIPAR- 
TI- | TI, IN LATINUM SERMONEM | TRADUCTIO: | Adiectis libris 
posterioribus, | ANTONIO GOGAVA GRAVIENS. | INTERPRETE. | 
Ad Clarissimum Prineipem MAXIMILIANVM | Comitem BVRENS | 
Item, DE SECTIONE CONICA, | Orthogona, quae parabola dicitur: 
Deque Speculo | Vstorio, Libelli duo, hactenus desiderati: | restituti ab 
ANTONIO GOGAVA | GRAVIENSI. | Cum praefatione D. Gemmae 
Frisii, Medici | & Mathematici clariss. | CVM GRATIA ET PRIVIL: | 
LOVANI | Apud Petrum Phalesium, ac Martinum Rotarium | Anno 
M D. XLVII | Mense Octobri. 


Dem Werk ist eine Empfehlung von dem Arzte Gemma Frisius!) 
vorausgeschickt, die sich zunächst auf die Übersetzung des Opus quadri- 
partitum bezieht, das erst jetzt teils durch die Bemühungen von CAMERARIUS, 
teils durch diejenigen von Axronrus Gocava Graviensis ins Lateinische 
vollständig übersetzt sei. Weiter meint er, würde es dem Leser nicht 
weniger angenehm sein, die hinzugefügten und sorgfältigen Werke, die 
nicht nur eine nützliche und angenehme, sondern, da die „Elementa conica“ 





1) Zu Gemma Frisius (geb. 1508 zu Dokum in Friesland und gest. 1555 zu Löwen) 
vgl. M. Cantor, Gesch. der Math., 2. Aufl., Bd. 2, S. 410. Geuwas Hauptverdienst ist, 
die ersten Vorschriften zu einer wirklichen Triangulation gegeben zu haben. 

Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI, 13 


194 J. L. HergerG und E. WIEDEMANN. 


von Arorroxivs nicht vorhanden sind, auch eine zurzeit für die Optik 
notwendige Erörterung enthalten. 

Daran schließt sich die an Maxrmizranx DE Ecmonr!) gerichtete all- 
gemeine Vorrede Gocavas, in der er unter anderem berichtet, daß CAmERARIUS 
wegen besonderer Schwierigkeiten die letzten Bücher des Opus quadri- 
partitum nicht übersetzt habe. Er selbst habe dies getan. Außer zweien 
habe er die älteren Übersetzungen nicht benützen können, da sie nicht 
nach dem Griechischen, sondern nach dem Arabischen gemacht seien. 
Er habe die Sache so gut als möglich ausgeführt; auch habe seine Arbeit 
der Mathematiker und Arzt Dr. Gemma Frısıus sowie Aprıanus Heros, 
der in dieser vielseitigen Lehre von den „Apotelesmata“ ergraut sei, ge- 
billigt. Er habe noch kleine Schriften über die Kegelschnitte, nämlich 
die Parabel und den Brennspiegel, beigefügt, die sicher den emsigen und 
gelehrten Mathematikern Vergnügen bereiten würden, und die, da zurzeit 
die „conica elementa“ von Arorroxıus nicht vorhanden seien, nötig seien usw. 

Hieran reiht sich ein kurzes Lobgedicht auf Gocava von Carozus LanGrus. 

Das Werk enthält, wie aus dem Titel hervorgeht, 1. eine lateinische 
Übersetzung des Opus quadripartitum von Cr. ProLzmarus von Gogava; 
2. und 3. eine Schrift über den rechtwinkligen Kegelschnitt, die Parabel 
und eine Schrift über den Brennspiegel?), zwei Werke, die bisher gefehlt 
hatten, und die Gocava wieder hergestellt hat. 

Im folgenden soll zunächst die Vorrede von Gocava auszugsweise mit-. 
geteilt werden: Es ist interessant, aus ihr zu sehen, wie tief Gocava 
R. Bacos Leistungen einschätzt und daß er auf die Entlehnungen von 
Vrreuuio aus unserer Schrift aufmerksam macht. Er sagt unter anderem: 

Die Namen der Verfasser können wir nicht angeben, da sie sich 
nicht in unserem Exemplar finden. Einige meinten, es sei Rocer Baco, 
da dieser über diesen Gegenstand geschrieben hat. Doch ergibt sich aus 


mehreren Gründen, daß dies nicht der Fall ist. Denn Rocer zitiert den »' 


Verfasser der zweiten Schrift sehr oft als den Verfasser der Schrift über 
den Brennspiegel, wie in seinem Buch „de multiplicatione specierum“ und 
in dem wortreichen Brief an den Papst Öremens, und zwar kurz nach der 
Mitte, wo er einige Elemente der Optik wiederholt. Zu beachten ist, daß 
in allen Werken Rocers sich keine Spur des Geistes der Geometer und 
des mathematischen Scharfsinnes zeigt, die man in diesen Schriftchen 


1) Wohl Maxmiıtıan von Ecmonr, Graf von Büren, der den schmalkaldischen 
Krieg mit seinem kühnen Zug mit der niederländischen Armee quer durch Deutsch- 
land und zugunsten Karzs V. entschied und als Generalkapitän von Friesland 
23. Dezember 1598 starb. 

2) Vgl. hierzu J. L. Herserc und E. Wiepemann, Biblioth. Mathem. 10,, 
1909/10, 8. 205— 231. 
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erkennen kann. Alles, was er in der Optik und sonst geschrieben hat, das 
besitze teils ich selbst, teils unsere Freunde. Daraus ergibt sich, wie ich 
glaube, sicher, daß man keine der beiden Schriften Rocer zuschreiben 
kann. Der Verfasser der zweiten Schrift ist sehr alt und gehört zu den 
ersten, die über diesen Gegenstand etwas schrieben, wie sich aus seiner 
Vorrede ergibt. Ferner klingt der Stil etwas arabisch, so daß ich glaube, 
daß die Schrift aus dieser Sprache uns übersetzt worden ist, und daß aus 
der Übersetzung Vrrerrıo Propositionen entnommen und in sein Werk 
übertragen hat. Der Verfasser des ersten Werkes scheint jünger zu sein und 
zur Zeit von Rocer gelebt zu haben, um das Jahr 1270; zu der Zeit, als 
auch Virezrio jenes große Werk über die Perspektive (die Optik) schuf. 
Sicher ist, daß man sich damals von den mathematischen Problemen be- 
sonders häufig mit Optik beschäftigte; denn wie bei anderen Dingen, so 
findet auch hier ein Wechsel statt. Wie wichtiges aber das von mir 
mitgeteilte bringt, dafür sprechen die Schriften selbst. Solange nämlich die 
Elemente des Arorrontus nicht veröffentlicht sind, können wir dieser Ent- 
wicklungen vor allem in der Optik nicht entbehren, wie im neunten Buch 
des Vırerrıo bei der 39. Proposition und folgenden. Wir haben das aus 
einem fehlerhaften Exemplar entnommen, berichtigt und das Fehlende ergänzt. 

Soweit Gocava. Dann folgt die Schrift über die Parabel (ohne Titel 
vorn, aber über den Seiten steht De section. parabola). Sie ist auch er- 
halten in dem Cod. 206 der Biblioteca Capitolare zu Verona (16. Jahrh.). 
Da aber diese junge Hs. sehr schlecht ist und Gocava eigenmächtig den 
Text formell und sprachlich umgestaltet hat, würde ein vollständiger Ab- 
druck des lateinischen Textes keinen Zweck haben. Wir geben 1 (Wreps- 
Mann) eine Übersetzung der Propositionen unter Weglassung der Beweise 
und 2. (Hzısere) zur Probe einige Stücke von Gocavas Text mit den Varianten 
des cod. Veronensis (ganz dumme Schreibfehler sind meist nicht angeführt). 

Daß die Schrift auf arabische Quellen zurückgeht, beweist das Wort 
muniani, eine Verunstaltung des arabischen munhanija, gekrümmt.!) Als 
„gekrümmte Linien“ werden besonders die Kegelschnitte bezeichnet 
Ferner hat der cod. Veron. muchesi für Parabel, d. h. muchefi = arab. mukäfi, 
wofür Gocava parabola eingesetzt hat. Auch die Bezeichnung der Hyperbel 
als'sectio addita und der Ellipse als sectio diminuta entspricht den arabischen 
Ausdrücken z4id, „überschüssig, zuviel“ und nägis, „vermindert, defekt“. 


I. Übersetzung der Vorrede und der Propositionen. 


Der Verfasser der Schrift „de sectione conica“ schickt eine Vorrede 
voraus, in der er etwa sagt: 


1) Vgl. hierzu E. Wrepemanx, Sitzungsber. der phys.-mediz. Sozietät in 
Erlangen 37, 1905, S. 394. 
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Ich sah, daß alle, die etwas über die Optik schrieben, da, wo sie von 
den Spiegeln, die in einer bestimmten Entfernung brennen, handeln, zwei 
Sätze von Aporronius von Perga annehmen, und zwar von vornherein 
und ohne sie zu beweisen; auf diese stützt sich alles übrige; so verfährt 
auch Virezrio, der doch ein besonderes Buch vorausschickt, in dem er 
alle Sätze, die er benutzt, beweist. Daher habe ich mich bemüht, die 
Beweise zu liefern, und will ich sie veröffentlichen, außerdem die Methode, 
wie man einen Brennspiegel herstellt, der in einem bestimmten Abstand 
brennt. 

Hieran schließen sich dann die Definitionen und die Propositionen, 
von denen wir eine Übersetzung unter Fortlassung der Beweise geben. 


Definitionen. 


Eine runde Pyramide ist der Ort [transitus] eines rechtwinkligen 
Dreiecks, wenn eine seiner den rechten Winkel einschließenden Seiten 
festgehalten und das Dreieck gedreht wird, bis es zu seinem Ausgangs- 
punkt zurückkehrt. Ist die festgehaltene Seite gleich der bewegten, so 
ist die Pyramide rechtwinklig, ist sie länger, spitzwinklig, ist sie kürzer, 
stumpfwinklig. Dies ergibt sich aus dem Anfang des 11. Buches von 
Evxzins Elementen [XI Def. 18]. 

In jeder runden rechtwinkligen Pyramide, die von einer Ebene ge- 
schnitten wird, die nicht durch die Spitze geht und nicht parallel zur 
Basis ist, heißt deren gemeinsame Schnittlinie „sectio“, die die arabisch 
„muniani“ genannte Linie einschließt. Diese Beschreibung ist dem 
Arorroxnıvs entnommen [vgl. Arorzoxıos Con. I, 9]. Man schneidet eine 
rechtwinklige runde Pyramide durch 2 Ebenen, die eine soll durch die 
Spitze und die Mitte der Basis gehen, dann schneidet sie die Pyramide, 
wie nachher [Prop. I] sich ergeben wird, in einem Dreieck; die andere geht 
nicht durch die Spitze, sie schneidet die Pyramide in einer Fläche, die 
die Linie „muniani“ einschließt. Ist dann die eine der beiden Ebenen 
senkrecht auf der anderen, so schneidet die Schnittlinie derselben entweder 
die eine der beiden Seiten des Dreiecks und verläuft parallel zu der 
anderen, dann heißt die „sectio“ Parabel [vgl. Arorzoxıos Con. I, 11], oder 
sie schneidet die eine Seite des Dreiecks und trifft die andere in die Un- 
endlichkeit verlängert; das kann wieder in zweierlei Weise geschehen, 
entweder nach der Seite des Kegels zu, dann heißt die „sectio“, welche die 
Linie „muniani“ umschließt, ,sectio addita“ oder Hyperbel [vgl. Arorzoxıos 
Con. I, 12]; im anderen Falle findet das Schneiden nach der Seite der 
Basis hin statt, innerhalb oder außerhalb, dann heißt sie, wenn sie nicht 
ein Kreis ist, ,sectio diminuta“ oder Ellipse [vgl. Arorzoxıos Con. I, 13]. 
Die gemeinsame Schnittlinie der beiden Flächen, von denen die eine die 
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Parabel ist, heißt Achse oder Pfeil der Parabel; ihr Ende nach dem Kegel 
der Pyramide zu heißt Haupt (Scheitel) der Parabel und Scheitel der 
Linie „muniani“. Alle senkrecht zum Pfeil von der einen Seite der Linie 
„muniani“ zur anderen gezogenen Linien sind parallel und werden in zwei 
gleiche Teile geteilt. Die einzelnen so gezogenen Linien heißen die 
,lineae ordinis“. Alle diese Ausdrücke sind dem Aporronius entnommen 
[Con. I Def. 4. Man kann nun drei Arten von Schnitten unter den 
Schnitten, die nicht durch die Spitze der Pyramide gehen, beschreiben, 
wir bedürfen aber an diesem Orte nur der Parabel, wie sich zeigen wird. 
Man könnte nun in der Parabel jede Linie „basis recta“ oder „latus rectum‘ 
nennen, die zwischen der erwähnten Ordinate und dem Scheitel der Parabel 
gelegen ist. Sie wird aber nicht so von ApPorLonius genannt, sondern nur 
die, die folgendermaßen beschrieben wird [vgl. Arorzonxtos Con. I, 11]. 

Zieht man von dem Scheitel der Parabel deren Achse, bis sie nach 
der Seite der Basis mit der Achse der Pyramide zusammentrifft, so heißt 
die von dem Mittelpunkt dieses Pfeiles gezogene Ordinate das „latus reetum“ 
zur Parabel, wie lang oder kurz auch jene Parabel nach der Seite der 
Basis zu sein mag. Hieraus ergibt sich für jede Parabel, daß, welche 
Stücke dieser Parabel zwischen irgendeiner Ordinate und dem Scheitel der 
Parabel oder zwischen Stücken der „linea muniani“ liegen mögen, daß alle 
diese einzelnen Stücke Parabeln sind und daß alle dasselbe latus rectum 
haben. Notwendigerweise!) wird jenes latus rectum doppelt so groß sein 
als die Achse der Parabel, die vom Scheitel bis zur Achse der Pyramide 
gezogen ist, wie mit der Gunst Gottes in der ersten Conclusio (Propositio) 
bewiesen werden soll. 

Nach Vorausschickung jener vier Beschreibungen (descriptiones) 
folgen die Schlüsse?) (conclusiones). 

Propositio I. In jedem rechtwinkligen Kegel, der durch eine durch 
die Spitze und den Mittelpunkt der Basis gehende Ebene in zwei gleiche 
Teile geschnitten wird, ist die gemeinsame Schnittlinie des Kegels und 
der schneidenden Ebene ein geradliniges Dreieck, dessen Basis der Durch- 
messer der Basis des Kegels ist [vgl. Arorronıos Con. I, 3]. 

Propositio II. Verbindet man zwei auf der Oberfläche eines Kegels 
gelegene Punkte durch eine gerade Linie, und berührt sie in die Unend- 
lichkeit verlängert nicht den Kegel, so liegt diese Linie im Innern des 
Kegels [vgl. Arorrowtos Con. I, 2]. 


1) Daß diese Ordinate gleich dem Parameter ist, ergibt sich leicht, wenn man 
durch den Schnittpunkt der Achse der Parabel mit derjenigen des Kegels den der 
Basis parallelen Kreis legt. Vgl. Arcumenıs Opera ed. Hrızerg [?, S. 272, 16—17. 

2) In Gocavas Druck heißen die Überschriften stets „propositio“, in der 
Veroneser Handschrift ,,conclusio“. 
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Propositio Ill. In jedem rechtwinkligen Kegel ist die Schnittlinie 
einer zur Basis parallelen Ebene eine Linie, die einen Kreis umgibt; sein 
Mittelpunkt liegt in der Achse des Kegels [vgl. Arorzonıos Con. I, 4]. 

Propositio IV. In jeder Parabel ist das latus rectum doppelt so 
groß als der Pfeil. Das latus rectum verhält sich zu jedem Lot (y), das 
von dem Pfeil zu der gekrümmten Seite des Schnittes ausgeht, wie jenes 
Lot (y) zu dem Stück (x) der Achse zwischen dem Lot und dem Scheitel 
der Parabel!) [Arorronıos Con. I, 11]. 

Propositio V. Zieht man in einer Parabel irgendeine Ordinate 
zwischen dem latus rectum und dem Scheitel und legt einen Kreis durch 
den Scheitel und die Endpunkte der Ordinate, so liegt dessen Mittelpunkt 
notwendigerweise auf der Achse und des Stück (s) seines Durchmessers 
zwischen der betreffenden Ordinate und dem nach der Basis zu gelegenen 
Umkreis ist gleich dem latus rectum.?) 

Propositio VI. Verlängert man in einer Parabel die Achse, zieht 
die Tangente, bis sie die Achse schneidet, zieht man dann vom Berührungs- 
punkt der Tangente zwei Linien, von denen die eine senkrecht zur Achse, 
die andere senkrecht zur Tangente steht, so ist das Verhältnis des latus 
rectum (2p) zu dem Stück der Achse (a) zwischen den beiden Loten gleich 
dem Verhältnis der Strecke (b) zwischen dem näheren Lot und dem 
Schnittpunkt der Tangente zu dem Stück (d) der Achse zwischen dem- 
selben Lot und dem Scheitel der Parabel.’) 

Propositio VIL Verlängert man die a an eine Parabel 
bis sie die über den Scheitel verlängerte Achse schneidet, und fällt man 
vom Berührungspunkt ein Lot auf die Achse, so ist der Abstand des 
Fußpunktes des Lotes vom Scheitel unbedingt gleich dem Abstand des 
Schnittpunktes der Tangente vom Scheitel [vgl. Arorzoxıos Con. I, 33].*) 

Propositio VIIL DBezeichnet man in irgendeiner Parabel einen 
Punkt (P) in der Mitte ihrer Achse, der zugleich auf der Mitte des latus 
rectum liegt, läßt dann von irgendeinem Punkte (P,) der Krümmung eine 
Linie parallel zu der Achse nach der Basis zu verlaufen, und zieht man 
ferner in dem Punkt (P,) zwei Linien, von denen die eine die Parabel 
in P, berührt, die andere nach P der Achse geht, so entstehen zwei 
gleiche Winkel, der eine zwischen der Tangente nach dem Scheitel der 
Parabel und der nach dem Punkte P gezogenen Linie, der andere zwischen 


1) Es ist ja y —2px. 

2) Ist die betreffende halbe Ordinate y, die Abszisse ©, so ist y„’=2px; ander- 
seits ist in dem Kreis z:y=y:s, also y’=xs oder s=2p. 

3) Es ist 2p:a=b:d, denn es ist ab = y?’=2px und z=d. 

4) Die Subtangente wird durch den Scheitel halbiert. 
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der parallel zur Achse gezogenen Linie und der Tangente nach der Seite 
der Basis. 

Propositio IX. In einem parabolischen Hohlspiegel strahlen alle 
parallel der Achse auffallenden Strahlen nach ein und demselben Punkt 
zurück, einem Punkt, der sowohl in der Mitte des Pfeiles wie des latus 
rectum liegt. 

Dies ergibt sich klar aus den Praemissen und dem gewöhnlichen 
Prinzip der Optik, nämlich daß die Winkel des Einfalls und der Reflexion 
gleich sind. 

Propositio X. Ein Instrument aus Stahl oder einem anderen harten 
Stoff herzustellen, mit dem man die feste Substanz eines Brennspiegels 
nach einer parabolischen Höhlung aushöhlen kann. 

Soll der Spiegel im Abstand von 20 Fuß brennen, so muß man!) 
eine Meßstange (pertica) oder -latte (virga) von 40 Fuß haben, mit der 
man als Halbmesser (Radius) einen Teil eines Kreises zeichnen kann. 
Man muß auch zwei ebene viereckige eherne oder eiserne Platten (regulas) 
haben; ihre Länge muß gleich der gewünschten Breite des Spiegels sein 
ihre Breite so, daß man auf ihnen vom einen Einde zum andern einen Teil 
eines Kreises entsprechend dem oben erwähnten Halbmesser zeichnen kann 
Auf deren einer zeichnet man [Fig. 1] den Teil abe entsprechend 
der angegebenen Größe des Halbmessers, auf der anderen den Teil def 
entsprechend einem etwas, etwa nur einen ; 

Fuß kleineren Halbmesser. Dann feilt man 
von beiden Platten mit einer Feile das fort, 
was außerhalb der Wölbung der gezeich- 
neten Teile sich befindet. Dann legt man 
auf die horizontale Ebene einen länglichen 
viereckigen rechtwinkligen Körper (K) mit Fig; 

parallelen Basen und Seiten, dessen Länge gleich der des Bleches abc ist, 
etwa gleich 8Fuß ?) Dann zieht man auf seiner oberen Seite eine der Linie gh 
parallele Linie, die von ihr um ! Fuß absteht, d. h. entsprechend der 
Größe, um die der Halbmesser des Kreises def kleiner ist als der 
von abc. Die Mitte jener Linie sei ee Dann legt man def auf die 
obere Seite des Körpers K, so daß der Mittelpunkt der Krümmung def 
in e die zu gh parallele Linie berührt und zieht auf der oberen Seite 
von K entsprechend def eine Linie. Dieser Bogen heiße def. Durch e 
zieht man eine Linie xx,°) parallel zu den Querkanten von K, und da, wo 





1) Statt der dritten Person hat der Text die zweite. 

2) Die Dicke ist nicht angegeben, nach dem späteren ist sie gleich dem Unter- 
schied der beiden Halbmesser. 

3) Die Buchstaben «x, fehlen im Original. 
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sie die Längskanten trifft, auf den Seitenflächen zwei Linien «,b und 
xzm und endlich die Linie bm. Man kehrt nun den Körper um, so 
daß er auf der entgegengesetzten Seite aufsteht, legt abc auf die Seite ik, 
so daß der Mittelpunkt der Krümmung abc die Linie ik im Punkt b be- 
rührt; entsprechend der Krümmung von abc wird dann die Kurve abe 
gezogen. Wir haben also zwei Kurven auf den einander gegenüber- 
stehenden Seiten, nämlich abc und def, Teile zweier Kreise, deren Mittel- 
punkte einander gerade gegenüberliegen, so daß deren Verbindungslinie 
auf beiden Kreisen senkrecht steht. Mittelst eines Instrumentes, dessen 
scharfe Kante (acies) eine gerade Linie ist, wird von der Seitenwand 
(costa lateralis) das, was außerhalb der Kurven abedef gelegen ist, entfernt. 
Es bleibt ein Gewölbe (fornix) defabc übrig, das einen Teil der ge- 
krümmten Oberfläche eines rechtwinkligen Kegels zwischen zwei parallelen 
Kreisen bildet. Daß sie ein Teil eines Kegels ist, ist klar, da die Mittel- 
punkte der beiden Kreise auf der auf beiden Kreisen Senkrechten liegen. 
Daß sie rechtwinklig ist, wird folgendermaßen bewiesen: Der Körper liegt 
auf der ersten Basis, so daß abc unten liegt. Von dem Punkte e denken 
wir uns ein Lot auf die Basis gezogen, das notwendigerweise auf die 
transversale Linie bm fällt, etwa auf den Punkt 0. Da eo gleich einem 
Fuß ist, wir haben ja die Höhe von K so gewählt, und da auch bo ein 
Fuß ist, da e von gh nach der Annahme um einen Fuß absteht, so wird 
in À eob eo — ob und Xo= 90°, daher sind die beiden andern gleich 45°. 
Daraus folgt, daß unser Kegel ein rechtwinkliger Kegel ist und abedef 
ein Teil eines solehen. Auf der Verlängerung von bo falle nun ein Punkt », 
so daß bo=on ist. Auf der Basis ikac zieht man nun eine Linie, die 
durch x geht und :bk parallel ist. Durch den Punkt e legen wir eine 
Ebene, die, was außerhalb jener Oberfläche nach der Seite von b zu liegt, 
abschneidet. Die Schnittlinie der ebenen und krummen Oberfläche ist eine 
Parabel. Man zieht nun ein ebenes Dreieck, das durch den Kegel und 
den Mittelpunkt der Basis und durch die Linie bom geht. Die Seiten 
des Dreiecks schneiden den Kegel zweimal. en ist parallel der andern 
Seite des erwähnten Dreiecks. bn bildet verlängert an der betreffenden Seite 
einen Winkel von 45°, da bn ferner parallel mit dem Durchmesser der Basis 
ist, so ist eno 45°, also ist en nach der 29. Proposition des ersten Buches [von 
Evrrin] der erwähnten Seite parallel. Man erhält also eine Ebene mit 
Seiten, die einer Parabel entsprechen. Ihr paßt man eine Stahlplatte an, 
deren Rand man so schärft, daß er der Krümmung der Parabel entspricht. 
Mit einem Instrument höhlt man eine andere stählerne oder eiserne Platte 
aus und poliert diese; dann hat man einen Brennspiegel, der zum mindesten 
so weit brennt als dem halben Durchmesser des Kreises entspricht, mit 
dem der Kreis auf der ersten Platte abc gezeichnet wurde, wie sich aus 
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der neunten Proposition des vorliegenden Werkes ergibt. Genauer findet 
[Fig. 2] man aber dies Intervall folgendermaßen: Man macht bx!) (den 
Radius des größeren Kreises) 40, eo = 1, dann 
ist auch ob = 1°), dann ist nx = 38, ferner ist 
nz = xq, daher ist gn — Y 2888, dies ist nur 
eine halbe Einheit größer als 53 (genau 53,74), 
daher ist das ganze eq —[qn+en]*) ein wenig 
größer als 54, dessen Hälfte etwas größer als 
27 ist. Ist also der Halbkreis (sic) 40, so ist 
der Intervall 27 Fuß und ein wenig mehr. 

Ebenso sei bx — 5, dann ist ne=3, eo=1, ebenso ob=1, ng ist 
V18 = y3? +3 [- 4,24], ne ist V2 [= 1,41]. Danach wird eg = y32, 
dessen Hälfte — y8 ist.) 

In einem solchen Zwischenraum findet unter jenen Voraussetzungen 
das Brennen statt. 

Hieran schließt sich noch eine besondere Proposition über Asymptoten 
mit den Worten: 

Es folgt ein auf den ersten Anblick wunderbarer Schluß, der freilich 
dem vorliegenden Zweck nicht dient (zugehört), aber doch aus dem Kegel- 
schnitt, der Hyperbel*), zu folgen scheint. 

Propositio XI. Es können zwei Linien, von denen die eine gerade, 
die andere gekrümmt ist, oder die beide in ähnlicher Weise gekrümmt 
sind, gezogen werden, die, je weiter sie verlängert werden, sich immer 
mehr nähern, aber doch niemals zusammentreffen, selbst wenn sie ins 
Unendliche verlängert werden [vgl. Aporronios Con. II, 1]. 





II. Stücke des lateinischen Texts. 
1. Die Vorrede. 
Gogava. Cod. Veronens. 
Praefatio auctoris. Quia uniuersos, quos de speculis con- 
Cum uiderem omnes qui in | cauis ad certam distantiam comburen- 
Perspectiua aliquid scripserunt, | tibus tractare perpendi, seu quorum in 
ubi de Speculis ad certam distan- | scriptis uidi tractatus, omnes et singuli 





1) Die Konstruktion soll die Länge der Achse der Parabel aus dem Radius des 
größeren Kreises und dem Unterschied beider Radien liefern. 

2) e entspricht also einem Kreis, der einen um 1 kleineren Radius als bx hat. 

3) Es ist en — V2 — 1,41, also eq = 53,4 + 1,41 = 55,1. 

4) Statt die Werte anzugeben, werden noch aus Freude an den Wurzeln diese 
gegeben. Es ist eg=4,24+ 1,41=5,65. Y32=5,657. Die Hälfte ist 2,828, und 
V8 ist ebenso 2,828. 

5) Cod. Veronensis hat „muchesi‘“ statt „hyperbola‘“. 
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tiam comburentibus disputant, | composuerunt duas 


duas conclusiones ab ArorLonxıo 
Pergæo allegatas præsupponere, 
quibus reliqua omnia innituntur, 
adeo ut etiam ipse VITELLIO, cum 
peculiarem librum præmittat, ubı 
omnes propositiones illi necessa- 
rias, omniaque lemmatia quibus 
post utitur demonstrat, ut opus 
uniuersum seipso 
esset, prædictas tamen conclusio- 
nes supponat tanquam neces- 
sarias, minime uero demonstrat: 
nulla defatigatione 
reiectus fui, quin ad ueram in- 
telligentiam unius earum, ac 
tandem ad utriusque cognitionem 
per demonstrationem peruenirem. 
Ne igitur hoc labore meo mihi 
decreui 


inquirendi 


soli profuisse uidear, 
cogitationes has meas mandare 
literis, earumque interuentu ac 
aliorum quæ subnectam Spe- 
culum ustorium ad quantam 
libet distantiam qua ratione 
fabricandum sit demonstrare. 

Primum uero a definitionibus 
exordiamur. 


contentum | 
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concauationes de 
APOLLONIO pergeo allegatas, super quibus 
tota eorum intentio fundabatur, in tan- 
tum ut etiam ipse Virerro auctor per- 
spectiuæ unum librum premittit, in quo 
demonstrare nititur omnes concauationes, 
que sibi uidentur necessarie atque pre- 
ambule ad suum propositum, ita ut totus 
liber suus sufficeret sibi ipsi dietus 
tamen Uirerro duas concauationes Aror- 
LONII predictas in perspectiua sua sup- 
ponit, quas non probat, sed utitur eis 
tamquam necessariis. et licet ueritatis 
earum notitia latuit ualde non obstante, 
quod adhiberem diligentiam magnam pro 
demonstratione obtinenda earundem, ta- 
men finaliter et tedio et labore ad unum 
uerum intellectum alterius earum deueni, 
cuius probatio et quia influente!) mihi 
satis faciliter occurrebat. unius ergo 
probatione inuenta et in scriptis redacta 
circa probationem alterius, dônec deo id 
monente inuenirem, insistere non tar- 
daui. probationibus itaque istarum du- 
arum questionum seitis et scriptis, ne 
tam solicitus labor meus perderetur, pro- 
pono mediantibus istis et aliis, infra prout 
docetur?), docere facere unum speculum 
comburens, ad quantam libuerit distan- 
tiam, quod potest esse dimidium diametri 
speculi cuiuscunque, cuius alicuius?) 
portio quantumcunque magna seu mo- 
dica poterit instrumentaliter lineari. et 
erit huius tractatus intentio propinata, 
ad quam intentionem perficiendam pariter 
et probandam quasdam concauationes*) 
et descriptiones premittam, quarum pri- 
ma est: 





1) Lies intuenti; quia ist verschrieben. 
2) Lies dicetur. 8) Lies aliqua. 
4) d. h. conclusiones. 
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2. Anfang der Schrift. 


Definitiones. 


 Pyramis rotunda est transitus trianguli rectanguli, altero suorum 
laterum rectum angulum continentium fixo, et triangulo ipso donec ad 
locum unde moueri cepit, redeat eireumducto. Si tunc latus fixum lateri 
circumducto fuerit æquale, erit pyramis 


rectangula. Si uero longius acutangula. 
Et si breuius obtusangula. Hoc satis BR rk 
patet in principio undecimi elementorum 
Eveunis [Fig. 3]. BER 

In omni rotunda pyramide Orthogona secta per superficiem planam 
non transeuntem per caput pyramidis nec æquedistantem basi differentia 
communis dictæ superficiei et dictæ pyramidi uocatur sectio quam con 
tinet linea Arabice dieta muniani. Hæc descriptio ab 
APoLLONIO allegatur. Quando secatur pyramis rotunda 
et rectangula duabus superficiebus planis, quarum 
una per caput et per centrum basis transit, secans 
pyramidem secundum triangulum, ut infra patebit, 
et altera non transit per caput, imo secat eam cum superficie quam 
continet linea muniani iuxta descriptionem præmissam |[Fig. 4], sie quod 
una dictarum superficierum planarum secantium  stet 


Fig. 4. 


super alteram secundum rectos angulos, tune linea recta 
quæ est differentia communis dictis duabus superficiebus 
secantibus necessario uel secabit unum duorum laterum 
trianguli et æquedistabit alteri, et tune uocatur sectio 
parabola, uel secabit unum latus trianguli et concurret 
cum altero latere in infinitum protracto, quod contingere 
potest dupliciter [Fig. 5], uel ex parte coni, et tune, 
sectio quam continet linea muniani, uocatur sectio addita 
siue hyperbola, uel secabit ex parte basis, intra uel 
extra, et tunc si non sit cireulus uocatur sectio diminuta 
siue Ellipsis. Fig. 5. 

1. Definitiones] om. Veron. 2. rectanguli] om. 4. cepit] ceperit. tunc] 
autem. 6. longius] longius erit. Függ. om. 10. Secunda add. Orthogona] ortho- 
gonia. 12. communis] correspondens. pyramidi] pyramidis. quam—13. de- 
scriptio] om. Fig. om. 14. Tercia add. secatur] secatum est. 15. et] orthogonia. 
duabus] cum duabus. 16. per (alt.)] om. 18. caput] caput eius. 19. lines 
muniani] lineam miniani. 21. rectos angulos] angulos rectos. 22. differentia 
communis] circumferentia consequens. 25. parabola] muksi. latus] laterum. 
concurret] concurrit. Figg. om. 28. muniani] miniani. uocatur] uocabitur. 


29. siue hyperbola] om. 31. siue Ellipsis] om. 
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Iterum dieta linea quæ est differentia communis dictis superficiebus, 
quarum altera est sectio parabola uocatur axis, siue sagitta parabolæ, 
cuius extremitas uersus conum pyramidis, uocatur caput sectionis parabolæ, 
et caput lineæ muniani. 

Et omnes lines protractæ orthogonaliter super dictam sagittam, ab 
uno latere lineæ muniani, usque ad alterum eius latus erunt mutuo 
æquedistantes, et diuiduntur per dietam sagittam in duo æqualia, et uo- 
cantur singulæ lineæ sie protractæ, lineæ ordinis illius sagitte. Omnes 
isti termini ab Aporronio sumuntur. Et licet triplex sectio inter sectiones 
non transeuntes per caput pyramidis describatur, non tamen eis hoc loco 
indigebimus, nisi sectione parabola, ut patebit. 

Licet in sectione parabola, quæcunque linea possit uocari basis recta 
seu latus rectum sectionis parabolæ, interceptæ inter dictam lineam ordinis 
et caput sectionis: Non tamen ab Aporronio sic uocatur, sed quæ sic 
describitur. Sectionis parabolæ cuius tantum descenderit sagitta a capite 
sectionis quousque ex parte basis cum axe pyramidis concurrerit linea 
ordinis transiens per punctum medium dictæ sagittæ uocatur latus erectum 
illius sectionis parabolæ quantumcunque illa sectio ex parte basis longa 
fuerit siue curta. Vnde patet ex hoc de omni sectione parabolæ, quod 
illa sectio quæcunque eius pars intercepta inter aliquam lineam ordinis 
et caput sectionis, ac inter partes lineæ muniani, singulæ tales partes 
sunt sectiones parabolæ, et omnes tales idem obtinent latus erectum. Et 
erit 1llud latus erectum necessario duplum ad sagittam sectionis parabolæ 
protensam a capite 1llius sectionis, quousque concurrat cum axe pyra- 
midis, ut in quarta conclusione Deo fauente, probabitur. Istis quatuor 
descriptionibus præmissis, sequuntur conclusiones. 


1. communis] correspondens. 2. parabola] muksi.  siue] sicut. parabolæ] 
muksi. 3. extremitas] extremum. parabolæ] muksi. 4. muniani] miniani. 
6. muniani] miniani. eius latus] latus eius. ° mutuo] om. 7. diuiduntur] diui- 
ditur. 8. singulæ] om. 9. termini] tres. sumuntur] sic describuntur.  Et— 
sectio] et notandum quod inter interstitiones. 10. describatur] triplex sectio de- 
scribatur. hoc loco] om. 11. nisi] ad propositum nostrum principale nisi. 
parabola] muksi. Add. et inferius et ultimum notandum est quod sectio rectangula 
parabolla et muksi idem sunt, item sectio ampligonia iperbolea et muksi addita 
idem sunt, item sectio oxigonia eclipsis et muksi dimidiata idem sunt secundum 
auctores. 12. parabola] muksi. linea] linea ordinis. 13. parabolæ] muksi. 
14. sed — 15. describitur] imo hec est descriptio uera eius. 15. parabolæ] muksi. 
cuius] cum. 16. pyramidis] pyramidi. 18. parabole] muksi. longa fuerit] 
fuerit longa. 19. parabolæ] muksi. 20. quæcunque] quantumcunque. 21. mu- 
niani] miniani. 22. sunt] sint.  parabolæ] muksi. obtinent] retinent. 23. sec- 
tionis parabolæ] secantem muksi. 25. conclusione] propositione. Deo fauente] 
om. probabitur] probabitur deo dante. 
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Propositio prima. 

In omni rotunda pyramide orthogona secta in duo æqualia cum 
superficie plana transeunte per caput pyramidis et centrum basis, differentia 
communis pyramidi et dictæ superficiei secanti, erit triangulus rectilineus, 
cuius basis erit dyameter basis pyramidis ita sectæ. 

Ista conclusio statim se offert intellectui ex prima scilicet descriptione 
pyramidis per triangulum circumductum. Et sic patet ueritas illius quod 
descriptio tertia supponit, et uocantur latera dicti trianguli hypotenusæ 
pyramidis, ut per primam conclusionem de curuis superficiebus patet. 


3. Satz IV. 
Propositio II. 


In omni sectione parabola latus erectum duplum est ad sagittam: 
idque latus erectum ad omnem perpendicularem exeuntem a sagitta usque 
ad curuum latus sectionis se habebit, sicut illa perpendicularis se habet 
ad partem sagittæ interceptam inter dictam perpendicularem et caput 
propositæ sectionis. 

In pyramide a db | Fig. 6] secta sectione 
parabolæ, sectio parabolæ sit pef, cuius 
sagitta fo concurrat in puncto 0 cum axe 
pyramidis ao. Per h medium sagittæ trans- 
eat linea ordinis pghg orthogonalis super 
sagittam, quæ quidem linea ordinis uocatur 
latus erectum dictæ sectionis per quartam 
descriptionem. dico quod linea pg est dupla 
ad sagittam fo, et quod pg se habet ad perpendic. mn exeuntem a sagitta ad 
latus curuum sectionis, sicut eadem perpendicularis mn se habet ad mf partem 
sagittæ interceptam inter dictam perpendicularem et caput sectionis. Secet 
triangulus adb propositam pyramidem in duo media transiens per caput eius 





Fig. 6. 


1. Propositio prima] quarum prima est. 2 rotunda pyramide orthogona] pyra- 
mide rotunda orthogoniam. cum] atque. 3. centrum] per centrum sue.  diffe- 
rentia communis] conclusionis dicte. 4. rectilineus] rectelinearis. 5. dyameter] 
diameter. ita] iam. 6. se] sic. intellectui| intellectum. 7. per triangulum 
cireumductum] rectum ductum. sic] om. 8. hypotenus&] ypotemisi. 9. de 
curuis] om. 10. Propositio III] quarta conclusio. 11. parabola] muksi. erec- 
tum—est] est erectum duplex necessario. sagittam] sectum. 12. exeuntem| 
existentem. 15. sectionis] sectionis uirge. 16. adb] abd. 17. parabolæ] muksi. 
sectio — pcef] que fit (leg. sit) pfc. 19. per h] et per punctum. 20 pghg] per gh. 
orthogonalis] orthogonaliter. 21. sagittam] sagittas. 23. dico] tune dico. pg 
est] pyc. 24. mn] in n. 25. eadem] illa. mn] inn. mf partem] fm parte. 
In fig. g in axe, p in basi est. 26. Ante Secet ins.: probatio. 27. adb] abd. 
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et per eius centrum: sie quod iste triangulus stet super sectionem parabolæ 
secundum angulos rectos, prout uult tertia descriptio. Cum igitur in pro- 
posito linea pg necessario stabit perpendiculariter super dictum triangulum 
imaginabor eirculum translisse per puncta g et d (lies p), diuidentem pyra- 
midem æquedistanter basi pyramidis, cuius diameter sit khl, ergo quadratum 
lineæ hg erit æquale quadrangulo, quod fit per kh m (lies in) hl per trigesimam 
3. et octauam sexti Euczrpis. Cum ergo quadratum oc linea quæ est semidia. 
basis pyramidis erecta orthogonaliter super diametrum bd resultet eadem 
ratione ex ductu bo in od, et lineæ hl et od sint æquales per trigesimam 
quartam primi: ergo quadratum oc fit ex ductu hl in bo et quia quadra- 
tum gh resultat ex hl in kh productorum autem et producentium eadem est 
propositio (lies proportio), ut eliei potest ex prima sexti in quantitatibus con- 
tinuis erit proportio bo ad kh, sicut quadrati oc ad quadratum hg, sed bo 
ad kh est, sicut fo ad fh ex quarta sexti, ergo proportio quadrati oc ad 
quadratum hg est, sicut proportio fo ad fh. Et consimiliter potest pro- 
bari de omnibus duabus perpendicular. exeuntibus a duobus punctis 
sagittae usque ad latus curuum figure parabolæ, quod linea sagittæ 
intercepta inter perpendicularem remotiorem et uerticem figuræ parabolæ 
se habet ad lineam sagittæ interceptam inter perpendicularem propinqui- 
orem uertici, sicut quadratum perpendicularis remotioris ad quadratum 
perpendicularis propinquioris. Cum igitur ex præmissis of ad hf sit sicut 
quadratum oc ad quadratum hg, of autem est dupla ad hf ex hypothesi, 
ergo quadratum lineæ oc erit duplum ad quadratum lineæ gh, igitur per 
correlarium decimæ septimæ sexti oc se habet ad hg in medietate duplæ 
proportionis, oc autem et od sunt æquales, cum sint semid. eiusdem 


1. iste] ille. parabole] muksi. 2. rectos] om. igitur] ergo. 3. linea — 
perpendiculariter] necessario stabit lines pg perpendicularis. 4. imaginabor] ima- 
ginor. transiisse] transire. d] per ». 5. »quedistanter— pyramidis] equedi- 
stanti pyramidis basi. ergo] erit. 6. hg erit] gh. quod—3.] contento ex kh m. 
(leg. in) Ih per tertiam tertii. 8. bd resultet] db resultat. 9. in] m. per] 
cum sint equidistantes et inter (hl del.) ho et ld equidistantes per. 10. primi] 
primi Euclidis. quadratum] quantum. fit] resultat. in bo] m. od. quia] om. 
11. hl—autem] ductu eque (leg. eius que) hl m (leg. in) hb, sed productorum. 
12. ut] ut probat decima octaua septimi Euclidis in numeris et ut. elici] dici. 
ex] a. sexti] quinti Euclidis. continuis] ergo eadem. 13. quadrati— hg] quarti 
oc ad quartum gh. sed] sed proportio. 14. ex-—sexti] per quartam sexti Euclidis. 
15. potest probari] probari potest. 17. parabolæ] muksi. 18. parabole] muksi. 
19. ad lineam] a linea, deinde del. figure. interceptam] intercepta. 20. uertici] 
ex uertice. 22. of autem] et of. ex hypothesi] cum ex ypothesi sit punctus 
medius tf. 23. quadratum] quartum (sic saepius). erit] est. gh, igitur] hg, 
ergo. 24. correlarium] correspondentiam. oc] Euclidis, linea oc. hg in medi- 
etate] lineam gh immediate. 25. oc—od] linee autem oc et cd. semid.] semi- 
diameter. 
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eireuli, igitur od ad hg se habet in medietate duplæ. Similiter ad se 
habet ad od in medietate duplæ, per quadragesimam sextam primi, et 
correlarium 17. sexti. ergo ad est dupla ad hg. Sed et eadem ad est 
dupla ad fo, eo quod ad ad fo sicut bd ad bo per quartam sexti, et 
bd dupla ad bo. quare per septimam quinti hg et fo sunt æquales, pg 
autem est dupla ad hg, ergo pg est dupla ad fo. Patet igitur prima 
pars conclusionis propositæ, cum pg sit latus erectum sectionis, et fo 
eius sagitta. Et ex consequenti sequitur quod latus erectum sectionis 
necessario sit quadruplum ad medietatem sagittæ, scilicet pg quadrupla, sit 
ad fh. Nunc ad secundam partem conclusionis probandam, scilicet quod 
pg latus erectum sectionis se habet ad perpendicularem mn, sicut mn se 
habet ad mf, describo circulum transeuntem per puncta m et n diuidentem 
pyramidem æquidistanter basi. Cuius diameter sit linea rms. cum igitur 
ms et hl per trigesimam tertiam primi euclidis sint æquales, et ex ductu ms 
in rm, fiat quadratum lineæ mn, atque ex (corr. mg ex p) hl æquali ms 
in kh, fiat quadratum lineæ hg, ergo ut supra eadem est proportio kh ad rm 
quæ quadrati lineæ hg ad quadratum lineæ mn. kh autem ad rm est sicut fh 
ad fm. quare fh ad fm sicut quadratum lineæ hg ad quadratum lineæ mn. 
et si sic, ergo per 15. quinti, eadem est proportio pg quadruple ad fh, ut 


ostensum est, ad fm, sicut quadrati pg quadrupli ad quadratum hg, per : 


correlarium 17. sexti, ad quadratum lineæ mn, cum per idem correlarium 
proportio quadrati pg ad quadratum mn sit dupla ad proportionem 
lineæ pg ad lineam mn. Per propositionem 11. quinti ergo proportio 
lineæ pg ad lineam fm est dupla ad proportionem lineæ pg ad lineam mn. 


1. igitur| sicut basis pyramidis ergo. ad — medietate] se habet ad hg imme- 
diate. Similiter— 2. duplæ] proportionis. 3. correlarium 17.] per correspondentiam 
decime septime. ad(pr.)] om. 4. fo] of. eo quod—bo] om. et bd] eo quod db 
sit. 5. bo. quare—6. autem] ob, ergo eadem est proportio ad ad of et ad ad ad 
hg, ergo hg ad of sunt equales per septimam quinti Euclidis, sed pg 6. igitur] 
ergo. ° 9. necessario sit quadruplum] sit necessario quartum. seilicet—10. fh] 
interceptam inter medium punctum sagitte quod est A et caput sectionis ita quod 
lines pg necessario est quarta ad latus fh. 10. Nunc] quantum uero. partem] 
partem proposite. scilicet] uidelicet. 11. mn] illa perpendiculariter mn. 12. üe- 
scribo] describo primo. et] om. 13. equidistanter] equidistantem. 14. per — 
æquales] sint equales per trigesimam tertiam primi Euclidis ut superius argumen- 
tatum est 15. rm] mr. fiat] resultat. atque ex] ex ductu.  æquali] equalis 
linee. 16. kh] hk. fiat] resultat.  lineæ] om. Kkh]hk. rm] mr 17 que] 
et per consequens hf ad mf sicut. kh—18. mn] om 19. sic] sit per 15. 
quinti] per quintam sexti. fh] hf. ut] ut supra. 20. fm] mf. quadrati] 
quadranguli. 21. correlarium 17.] correspondentiam decime septime. cum] cum 
ergo. correlarium] corespondentem. 22. proportio quadrati] propositio quarti. 
23. propositionem 11.) suppositionem decimam. ergo] Euclidis, ergo per eamdem 
est. proportio] propositio. 24. ad (tert.)—p. 208, 2. pg] om. 
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quare mn est medio loco proportionalis inter pg et fm. Eadem est igitur 
proportio lineæ pg, quæ est latus erectum sectionis, ad lineam mn per- 
pendicularem, quæ est eiusdem mn ad fm. Quæ erat secunda pars conclu- 
sionis probanda. Patet ergo conclusio secundum utramque sui partem, 
cuius secunda pars fuit conclusio Arorroxnır una. Pro probatione uero 
alterius sunt aliquæ præambulæ conclusiones præmittendæ. 


2. perpendicularem] om. 3. quæ est eiusdem] sicut linee. fm] lineam mf. 
Quæ — 4. probanda] secundario fuit probandum. 5. Apollonii] Appolonii. una— 
6. præmittendæ] circa eius probationem satis diu insteti, consequenter etiam circa 
probationem alterius conclusionis instabo, sed prius aliquas preambulas conclusiones 
premittam, quarum prima est. 


4, Schluß der Abhandlung. 


Gocava. Cod. Veronens. 
Sic igitur utraque pars pro- | "Sie ‘ergo patet ueritas conclusionis 
positionis demonstrata esto. proposite quantum ad utramque eius 


partem. et notandum, quod sectio ad 
probationem istius conclusionis assumpta 
est sectio muksi addita, scilicet sicut 
patet sedulo intuenti. et hec ad presens 
| dieta breuiter sufficiant. et sic est finis 
ad laudem omnipotentis Dei eiusque 
Matris gloriosissime matris uirginis Marie. 
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An Italian algebra of the fifteenth Century. 


By Loviıs C. KARPINSKI in Ann Arbor. 


Gæazraar devoted the tenth to the thirteenth books of his Pratica 
d’arithmetica‘) to algebra, being one of the earliest expositions in print. 
The tenth chapter begins with the following statement: 


“Dice Beneoerto la Regola dell’Arcibra, quale GucLızLmo DE Lunis 
la traslatö d’Arabo a nostra Lingua, & secondo detto GusLıEımo detta Regola 
e composta da uno nome Arabo di grande intelligentia, & che aleuni dicono 
essere stato uno il qual nome era GEBER, & Lionarpo Pısano, dice che 
Algebra amucabile, e la interpretatione della Regola in quella lingua. 


Segue el Testo di GucLızıno.” 


Under this heading GxaztGar states that according to GUGLIELMo in 
this “Regola del Geber, quale noi diciamo Arcibra” are employed seven 
terms: Geber, Elmechel, Elchal, Elchelif, Elfazial, Buram (Di fareburam) 
and Eltermen. These are interpreted as recuperatione, essempio or assimi- 
gliamento, oppositione, dispositione, diferenza, ragione, and finitione re- 
spectively. 

The Primprox collection contains an Italian mathematical manuscript 
of 1464?) which gives an extended treatment of algebra following several 
authorities of that time. The manuscript is of importance for the history 
of algebra because it contains a number of references to teachers of this 
discipline in the fourteenth and fifteenth century as well as an Italian 
translation of a large part of the algebra of MomAammeD 18N Musa which 
is aseribed quite definitely to GucLızLmo DE Lunis. The thirteenth, four- 
teenth and fifteenth books of the work are devoted to algebra, and the 
first of these contains the algebraical and geometrical solution of qua- 
dratic equations as given by Ar-Knowarızuı together with multiplication 
and division exercises and further equations whose solution depends on 


1) The 1521 edition of Gmaricar’s work was entitled Summa de arithmetica, but 
according to Rıccarvı (Biblioteca matematica italiana 1, Modena 1870, p. 500) it is the 
same as the 1548 and 1552 editions. I quote from the 1552 Florence edition. 

2) D. E. Suıru, Rara arithmetica, Boston 1908, p. 459, 461—463 with plate. 

Bibliotheca Mathematica. III. Folge XI. 14 
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the six as in Ar-Knowarızui (plus the forms un, ax="n, ax =n 
and ax°=n). The opening sentence of this thirteenth book is a quotation 
from the “regola delgeber” very similar to that given by Gxazicar and 
including the seven terms whose derivation is uncertain. Prince 
Boxcompacni!) states that the algebra translated by GucLıELmo is an ex- 
tract from the algebra of ARyABHATA “qui avait passé en Arabe”, but 
upon what authority this assertion is based Boncompacnı does not state. 

Cossazr?) refers to a “Ragionamento di Algebra” by Rarragze Canaccı 
(XIV Century) which contained references to an earlier work by GHUGLIELMo 
LE Lunis, of whom Canaccı makes the following statement: “La regola 
dell’ argibra, la quale regola Gauemezmo vı Lunis la traslato darabico a 
nostra lingua”. This is assumed by Cossarı to mean that Guerrezmo 
translated into Italian the algebra of Ar-Kuowarızmı. Marco Aurer*) and 
Anrıcn Rocxat) of Gerona both refer to GvcLızımo as the first to trans- 
late the rules of algebra from Arabic into Italian, basing their assertion 
probably on Gmarısar. The question of the language used by pe Luis”) 
is further complicated by the fact that the known manuscripts from his 
hand are in Latin.) Cossarı says also that Canaccr places ‘“geber” as 





1) Nouvelle biographie générale 32, Paris 1860. 

2) Origine, trasporto in Italia ... dell’ Algebra 1, p. 7 and p.25. Through the 
courtesy of the Librarian of the “Biblioteca Nazionale” of Florence I am able to give 
the beginning and end lines of the Cod. Palat. 567 of the fifteenth century which is 
from the hand of Rarrserro vı GIovannı Canaccr “ciptadino fiorentino arismetrico 
e geometro”. The introduction begins: “La regola dell’argibra, la quale reghola 
GHUGLELMO DE Lunis la traslato d’arabico a nostra linghua: e secondo el detto 
GHUGELMoO ed altri, dichono questa essere chonposta da uno maestro arabo ...” 
The introduction ends: ‘‘e Lroxarpo Pısano, nella quindecima parte hovuero chapitolo, 
dice: la reghola dell’argibra amuchabile & detta reghola d’oppositione e di restau- 
ratione, cioè di ristoramento. E questo chiaramente pe’ chasi si chonprenderä”. The 
work itself begins: “Prima, dou’ & fondata la prima reghola de’ primi chapitoli, coè . 
de’ primi tre termini. Volendo l’autore mostrare le sei prime reghole, dimostra 
quelle hauere di bisogno di tre proprieta che auenghono alla quantità”. And ends: 
«Adunche dirai: che’l primo per sé solo farebbe il lauoro in 60 (di), piü Radice di 
3500; e’l sechondo per sé solo farebbe il lauoro in 5 di, piü Radice di 35, sichome 
di sopra dicemo; e chosi hoseruerai in simigliante Ragione, ennonne errerai, adunche 
nota bene el modo acù che l’entenda”. 

3) Libro primero, de arithmetica algebratica, Valencia 1552. 

4) Arithmetica, Barcelona 1565, fol. 251 verso. 

5) Eneström, Biblioth. Mathem., 8,, 1907/8, p. 81. 

6) M Sremschneiver, Die europäischen Übersetzungen aus dem Arabischen bis 
Mitte des 17. Jahrhunderts; Sitzungsber. d. phil.-hist. Klasse d. Akad. d. 
Wissensch. in Wien 149, 1905, p. 80. Wricaecmus pe Lunıs is given as translator of 
Averroıs “Comment. super lib. introduct. Porpayrir”; of Arıstorte, ‘‘Praedictamenta”’; 
and possibly of “Pereyrmenias’” (peri Hermeneias). All of these in Ms. Amplon. 
Qu. 818,3, 4,5. 
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first of the seven Arabic names of analytical operations, adding that de 
Lunis interpreted this “geber” as “recuperamento”. The Latin manu- 
script!) of Ar-Kmowarızur’s algebra in the Primprox collection translates 
“algebra et almuchabala” by “recuperationis et oppositionis”. The seven 
terms do not occur in this version nor in any other now known. 

The fourteenth book of the manuscript under discussion follows 
“Maestro Bıacıo” who died, it is stated, about 1340. This is too early 
‚to refer to Bıacıo da Parma?) who taught in Pavia, Padua and Bologna 
from 1374—1416, but an “altro maestro Bıacıo” doubtless refers to 
this man. 

LEonarp of Pisa appears as the authority for the first chapter of 
the fifteenth book while the second and third chapters were to be devoted 
to the writings of an unplaced “Maestro Grouannı” and “sottile maestro 
Antonio” respectively. Unfortunately only the first chapter was completed. 
“Maestro Antonio” would correspond in time and place, as most of the 
references are to Florence and vieinity, to Anroxıo Brrrorri”) of Florence 
who taught in Bologna in 1383. “Maestro Grarıa de Castellani frate 
di santo agostino gran teologho de castellani”” is mentioned as the author 
of an algebra which was written about 1340. Fagricrus*) places GRATIANUS 
Florentinus about 1380 and ascribes to him “Lectiones Theologicae” and 
“Quaestiones super libros sententiarum”. CevAuıer’) adds the appellation 
ÜASTELLANI so that the identification would seem to be complete. “Maestro 
Mic#erz (Scorus?)” is mentioned as father of “Maestro Marranus” and a 
Maestro Luca” is named as one of the teachers, undoubtedly of mathe- 
matics. Paoro Dacomarı is mentioned as a friend and pupil of the first 
Braro. | 

Bogtaius appears with Leonarn of Pisa and Jorpaxus in the intro- 
duction to the arithmetic, but more noteworthy is the reference to Ar- 
Kuowarızuı. “E secondo che dice nel primo capitolo lalgorismo elnu- 
merare o vero rapresentare le fighure e dare loro lanumeratione nota del 
numero apropriato a quelle fighure. Et a bisognia a rapresentare uno 
numero 4 atti. primo la figura. secondo la differentia. terco el luogho. 
el quarto ellimite”” Some of this and the following explanation of figure, 
difference, place and limit are evidently from SAacroBosco’s Algorismus 
vulgaris. 


1) D. E. Suırn, Rara arithmetica, p. 454 — 456. 

2) Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 2?, Leipzig 1900, p. 165 
— 166; Lisrı, Histoire des sciences mathématiques en Italie 2, p. 209. 

3) Cantor, loc. cit. p. 164; Lrerr, loc. cit. p. 205 Note 1. 

4) Bibl. latina mediae et infimae aetatis 3, Florence 1858. 

5) Repertoire des sciences historiques du moyen äge 1, Paris 1905. 
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Incomincia il 13° libro di questo trattato nel qual si contiene 
come e in che modo sasoluono e cası per la regola de Algebra amu- 
cabale. E prima la diuisione del detto libro. 

Rendiamo gratie al altissimo. Cosi comincia el testo de laghabar 
arabico nella regola delgeber la quale noi diciamo algebra, la quale 
regola dalgebra secondo Gauerrezmo DE Lunis traslatore importa in 
queste 7 nomi cioe. Geber. Elmelchel. Elchal. Elchelif. Elfatiar. 
Difarelburam. Eltermem. E quali nomi secondo el detto Guerezmo 
sono cosi interpetrati. Geber. E quanto a dire recuperatione impero 
che come per lo sequente si comprendera nella recuperatione di 2 
parte iguali sasolue il caso. Elmelchel. E quanto a dire exemplo, ouero 
asomiglamento impero che labsolutione de casi sitruoua per absomig- 
liare la quantita posta alcaso dato HElchal. E quanto a dire oposi- 
tione, perche di 2 quantita trouate luna e oposta alaltra. E quando non 
sono 2 quantita oposte, il caso e insolubile. Elchelif. E quanto a 
dire dispositione, impero che benchelle 2 quantita oposte sieno, e non 
abbino dispositione ariso delle regole, lo caso sarebbe fuori delle 
regole, e pero a bisogna le quantita disposte. Elfatiar. E detto 
differentia, che differentia e infra nomi della detta regola, che non 
essendo differentia la regola sarebbe una e sarebbe contro allon- 
possibile. Diffarelburam. NE detto ragione impero che con ragione 
tutto si mostra e ragioneuole sono e casi per la regola absoluti. 
Eltermem. E detto finizione impero chelfine ragioneuole della regola 
e trouato quando propositione delle parti abiamo trouato. 

E Lrioxarno Pısano nella terca parte del 15 capitolo dice la 
regola della algebra amuchabale e detta regola doppositione e di risto- 
rautione cioe di ristoramento come chiaro si uedra pe casi. E accid 
che questa regola sia bene compresa diuidero el detto libro in 3 
capitoli. Nel primo sia la dimostratione chiara per figure delle dette 
regole. Nel secondo sia come e nomi ouero proprieta della detta 
regola a bisogneuoli si multiplichano. Nel terco e ultimo certe regole 
sopra le 6 passate e le 6 ancora dando 2 casi exemplari a ciaschuna 
regola. 

El primo capitolo del 13° libro nel quale si chiarifica per figure 
geometre le 3 regole composte del algebra. 

A] computamento della regola del algebra e _amucabale 3 pro- 
prieta!) chessono in ciascuno numero si considera. E la prima e 
quando si considera per radice e chiamiallo cosa. El secondo e quando 


1) Leowarp of Pisa uses “tres proprietates, que sunt in quolibet numero” (Scritti 
1, Roma 1857, p. 406). The designation of the cases as simple (three) and composite 
(three) is also used by Leonarn as well as in the Lisrı version of Ar-Kaowarizmi. 
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si considera per quadrato e chiamasi censo. Ella terca considerandola 
per suo esse semplice, e allora lo diciamo dramme. E in luogo delle 
quantita la dramma e uilissima quasi come il punto nella linea.!) 

La cosa adunque e radice del censo, onde lo censo e quadrato 
della cosa e perche ogni quadrato e fatto della sua radice in se multi- 
plichata, lo censo nasce della cosa in se multiplichata. Impero che e 
sua radice. 

Le dramme sono dette numero semplice impero chelle si eom- 
pongono solamente dunitadi, malla cosa e il censo sono conposte in 
loro essere. E pero le dramme non anno rispetto alle cose, ne alli 
censi, cioe a dire del numero sono sapute lunitadi ma della cosa ne 
del censo non sono sapute lunitadi. E pero diciamo dramma essere 
numero semplice ella cosa e radice cioe quello che in se multiplichato 
fa quel numero. EI censo e quello che nasce della cosa cioe della 
radice in se multiplichata. Lo numero semplice cioe dramme e quan- 
tita che con parole si dice in tal modo che non a saputa proportione 
alla radice nello censo. 

Qvando della radice cioè cosa, o del censo si uogliono sapere 
lunitadi e di bisognio che infralloro saguaglino, lo quale aguagliamento 
in 6 modi si puo fare, de quali modi e 3 si chiamano semplici, e gli 
altri 3 composti. Onde prima diremo degli agugliamenti semplici. 

El primo de semplici aguagliamenti e quando lo censo saguaglia 
alle cose, lo secondo quando lo censo saguaglia allo numero, lo terco 
quando le cose saguagliano al numero. 

Lo censo quando saguaglia alle cose. E come dicendo lo censo 
saguaglia a 5 sue radici. A dimandasi quanto e la cosa. Onde quando 
lo censo e iguagli a 5 cose si dimostra la cosa essere 5, e lo censo 25, 
cioe la multiplichatione del 5 in se medesimo impero che sel censo 
e quanto D sue radici seguita il censo essere quanto la sua radice 
multiplichata in 5. e tanto fa a multiplichare la radice in se medesima 
quanto a multiplichare la radice per 5 cioe tanto e a multiplichare 
la radice per la radice quanto la radice per 5 e pero seguita la radice 
essere 5 e il quadrato sia 25. E pero e regola che quando il censo 
e iguiali alle radici chella cosa uarra 1l numero della radice. E il 
censo uarra il quadrato del detto numero. E quando fusse parte di 
censo o multiplice di censo iguali a radici sempre lo arecha a uno 

1 


solo censo come dicendo + di censo e iguali a 4 cose. Doue tutto 


1) Pacıvoro says: “Unde numero ene in la pratica algebratica de Arithmetica: 
quello che e ponto in linea in Geometria: e commo instans in tempore: e causa in 
rebus. E cosa commo linea. E censo commo quadrato” (Summa, 1523 ed., fol. 144 
verso). 
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il censo sara Iguali a 12 cose. E quando il censo sia iguali a 12 
cose la cosa sia 12 e il censo sia 144. E dicendo 5 censi sono iguali 
a 10 sue radici sia uno censo iguali a 2 sue radici. E quando uno 
censo e iguali a 2 sue radici il censo sia 4 ella cosa 2. E pero 
quando sia lo censo acrescuito ouero diminuito sempre a recarlo a 
uno censo. Üioe a dire quando ti uenisse piu che uno censo, ouero 
meno a uno censo lo ritorna. E questo e quando lo censo e iguali 
alle cose. 

This treatment of the first form as here given follows closely the 
treatment of the same case by Au-Kmowarızmı. The same is true of the 
following five cases which are in the same order and accompanied by the 
same numerical problems as in the work of the great Arab writer. The 
geometrical explanation of the three composite types... ax +bx=—n, 
ax?+n—bx and a@®=bx+n differs from Ar-Kuowarızur mainly in that 
for the fifth type a geometrical explanation is given to correspond to the 
second solution in which the half of the roots is added to the square 
root of the difference between the square of half the roots and the given 
number. I will add this explanation. | 

E perche abbiamo detto che sella radice del rimanente sagiugne 
alla meta delle cose che tanto uerra la cosa, che per figura lo uoglio 
mostrare Mia la superficie «b superficie dei censo. e sia quadrata, 
alla quale superficie agiugnero uno superficie diretti angoli e dequedi- 
stanti lati, la quale sia 21 per numero. la lungecca della quale sara 
Iguali al uno de lati del censo. E sia la superficie fc. Adunque 

tutta la superficie ac sara uno censo e 
1 21 dramma cioe 10 cose. Adunque gli 
lati ag, lc sono ciaschuno 10 per nu- 
mero, impero chello lato al, gc sono una 
cosa, di poi diuidero la linea ag in 
[fol. 281 verso] 2 parti iguali sopra il 
punto e constituiro uno quadrato fatto 
della detta linea eg e sia quadrato ekig 
ella sua possessione sia 25 per numero, 
del quale quadrato trarro la superficie fc adunque rimarra la super- 
ficie he meno la superficie hc e di poi trarro la superficie hc della 
superficie he in questo modo che piegliero della linea ke, hf lo iguali 
della linea bc. e sia kd, ho. di poi menero la linea do equedistante 
e iguali alla linea kh. Dico chella superficie dh e iguali alla super- 
ficie hc che chiaro si manifesta impero che do, hk e iguali al Ab che 
cosi si mostra af, fb sono iguali cioè ciascuno e lato del censo, ello 
lato ae, fh sono iguali, impero che ciascuno e meta del ag. Onde 
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traendo ae del af rimane quel medesimo che a trarre fh del fb eioe 
eg iguali al Lb elli latı do, hk sono equedistanti e iguali allo lato 
ef. adunque la superficie dh e iguali alla superficie hc. Onde e 
mostro che atrarre la superficie fc del quadrato ei rimane la super- 
ficie eo, la quale mostrerro essere quadrata in questo modo. kd e 
iguali del fg per che lo ponemo iguali al bc, e pero tanto rimane a 
trarre fg del ge quanto kd del ke, e pero de e iguali al ef. adunque 
la superficie eo e quadrata, la cui potentia e 4, impero chelquadrato 
ei e 25 ella superficie fc e 21 per numero che tratto di 25 riman- 
gono 4 per lo quadrato eo, ella sua radice e 2. e tanto e ciascun 
suo lato, onde agunto 2 cioe ef con ae che e 5, fanno 7, per lo 
lato del quadrato ab, cioe lato del censo. E pero e regola chessi 
debba dimeccare le cose, e multiplichare quella meta in se e trarne 
el numero, ella rimanente agugnere alle cose, e tanto uarra la cosa. 


The geometrical explanation of the sixth type (3x + 4 = x?) follows 
also the demonstration given by Ar-Knowarizmi; indeed the lettering of 
the figure corresponds exactly to the lettering in the corresponding figure 
in the Lisrı version. However this writer adds another demonstration 
with a different drawing. ‘Ma ancora per altra figura uoglio questa 
medesima dimostratione chiarire” The first chapter of this book closes 
with the following: 

E cosi abiamo diterminato tutti e modi del algebra e dichiarato 
con aperte dimostrationi a questa modi, tutte le questioni chessi re- 
ducono alla detta regola a non appartenersi, quale al primo quale al 
secondo, etc. E benche L. Prsaxo con chiare dimostrationi que me- 
desimo mostri nientedimeno operese (?) queste come piu antiche e 
scritte nel detto libro del agabar. 

The second chapter of the thirteenth book deals with the operations 
of addition, subtraction, multiplication and division of algebraic quantities. 


El secondo capitolo del 13° libro nel qual si dimostra come e 
nomi di detta Regola ouero e termini si trauagliano infralloro, ouero 
con altre quantita. Debbi sapere che termini del algebra sono nella 
proportionalita cioe che detto termini ascendono nella detta proportio- 
nalita. Come diciammo cosa che e il primo. Censo che e il secondo. 
Cubo che e il terço. Censo di censo che e ıl quarto. Cioe tal parte 
e la cosa del censo quanto il censo del cubo. E quanto il cubo del 
censo di censo. E cosi digradando in infiniti termini diuerani. Come 
sono cubi relati. Ouero cubi di censo. E cubo di cubo ... 


An illustration of the multiplication is the following: «cose per cubi 
fanno censi di censi», to which is added a numerical example. The sub- 
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traction is illustrated by this quotation: «E simulmente dicendo trai 2 censi 
del 8 cubi, rimangono 8 cubi meno 2 censi». 

The third chapter of the thirteenth book brings thirty-six types of 
equations solvable by quadratie methods or simple extraction of roots 
up to the sixth root, together with numerical problems illustrating the 
same, as in the table here given. 





1. a®=ba. 19. ax*= ba + ca”. 
2, ax =n. 20. aa? = bt. 
3.00 —=N. 21. ax =bx°. 

4, ax +bx=n. 22. 0ax =ebr. 

5. ax? +n=ba. 23. ax =ba. 

6. ax? =br+n 24, ax =n. 
Tan. 25. ad + bat = cri. 
8. ax° =baR. 26. ax +cax—=bx"t. 
9. ax°—=bx. 27. ax = bx* + ca. 
10. ax° + ba? =ca. 28. ax =ba°. 

11. ax +cex—bx?. 29. 00, bs 

12. ax — ba? + cx. 30. ax = br. 

13. ax*—= bar. 31. ax — br. 

14. ax*—=ba?. 32. ax =bx. 

15. aa =ba. 33. ax =n. 

16. a! + bx°— car", 34. ax + bxÿ = cr. 
17. ax'=n 35. aa + ca = bar. 
18. ax! + ba? = cr. 36. ax = ba + cat. 


El terco e ultimo capitolo del 13° libro doue si dimostra e casi 
sopra le 6 regole dette. Avendo brieuemente mostro la cagione del 
dimeecamento delle cose, e di necessita uolendo auere praticha che io 
dimostri le 6 chiarite regole con altre regole di quelle nate, ponendo 
a ciaschuna 2 exempli sempre con breuita parlando. E pero starai 
attento. E prima. - 


The first six types are the same as in the first chapter. The illus- 
trative problem given first is that two numbers are to be in the ratio of 
2 to 3 and such that their product is to equal 9 times their sum. This 
leads to the equation, 2x - 3x —9(5x), or 6x°=45x. The seventh type 
is «Quando e cubi sono iguali al numero«. The problem is stated thus. 

Truoua 3 numeri che multiplichato il primo nel secondo, e qual 
che fa multiplichato per lo terco faccian 192, e tal parte sia il primo 
del secondo come 2 di 3, el secondo del terco come 3 di 4. 

The resulting equation is 242° 192, from which 2°=—8 and «=2. 

The thirty-sixth form is az’ =ba° + cx!, 
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Questo basti quanto al presente capitolo, e benche aleuna altra 
regola sia scritta da molto quanto sia necessario di quella dirimo, 
queste scritte sono quelle chessi tragono delle 6 prime regole. Adunque 
e questo 13° libro farem fine. E direm deo gratias. 


Lo quattordeeimo libro di questo trattato, nel qual si dimostrano 
casi exemplari alle regola del algibra secondo che scriue maestro 
Braaro, el qual libro nonna diuisione. 


In questo libro mi par daporre certi casi che scriue maestro 
Bıacıo nel suo trattato di pratica non perche gli altri che anno seripto 
non dichino assai copiosamente. Ma perche lui fu secondo che scriue 
maestro Grarıa De Casterranı, el primo che a una buona pratica 
ridusse el detto trattato impero che nel 1340 o circha mori. che innanci 
al lui non cerastato chi auesse se non per un lungo modo trattato di 
questa praticha. E nel suo tempo Lroxarvo Pısano fiori. Effu el 
detto maestro Bracro maestro e conpagno del gran maestro PAoro, el 
quale e riposto in santa trinita che al tempo che fu de nostri magni- 
fici signori, cioe nel [blank space] dimostro quanto era la sua scientia. 
Adunque tornando a casi di maestro Bracıo detto intendo scriuergli 
secondo el suo ordine FE pero starai attento al dire. Cosi dicendo. 


1°. Truoua 1° numero che il terco e il quarto di quel numero 
sia radice del detto numero. A questo non credo maestro Bıacıo 
considerasse. E pero diciamo truoua !* quantita doue e dice truoua 
1° numero sarai positione che quella quantita sia 1° censo, doue il 
terco e il quarto di quel censo sono re di censo, e quanto diciamo 
che e la radice duno censo, cioe 1* cosa. Adunque e diremo che 5 
di censo sieno iguali a 1° cosa, che e la prima regola, che arecherai 
a 1° censo, e arai 1” censo iguali a Im cosa. E dirai adunque la cosa 
uale 1°, e il censo uale 27 E dirai perche noi ponemo chella quan- 

46 


tita fusse 1° censo. Adunque fu quella quantita 210; 


2%. Truoua 1? quantita che trattone il terço e il quarto. E ıl 
rimanente sia radice di quel numero. Farai positione che quel numero 
sia 1° censo, del quale il Ss e il 2 trattone dun censo, rimangono > 
di censo, e questo e quanto la radice di 1° censo cioe 1* cosa, onde 
arecherai a 1° censo obseruando la prima regola. E arai 1° censo 
iguali a 22 cose. E dirai la cosa ualere 22. E il censo uale GE 
E dirai che quel numero sia Dé, perche noi ponemo che quel numero 
fusse 1° censo. 


This book includes in all 114 problems which reduce to the types 
discussed in the preceding section. The majority reduce to the first 
six types. 
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Some of the problems ascribed to the Practical Treatise of Maestro Bıacıo. 





1. L += RES 

er 10.2 er Du 30 

3.0. +7 +4)=2. 20. (x + 2} 2? — Rn 

4. (©) (5)==: 21. (32) (222) = 32. 

5. (42+3) (lx+4)= 22. (3x) +(22x) =30 + 8x + 22x. 
6. Va 2x # 3% 23. (3x) (4x) (dx) = 8x + 4x + 5x. 


24. (2x) (3x) (71x) = 10. 


38. 2?-+ (10 — x}? — 90. 


1 1 PR 
8. (0 +52 + x + 4) = 807 58. (2x)?— 16 — 1000 («Uno fa 2 
“N (x + LT + m + 4) (Lx) = 40, ulaggi al primo uiaggio radoppia 
10. (3 x) (& x) = V20. esuoid.e spende 6d. alsecondo 


si trouo multiplichati e suoi d. 
per se medesimo e spese 16 d. 


11. (4x) (5x) = 100. 





12. (4x)°+ (52)? = 100. e in fine de detti uiaggi e si- 
13. (4x) (5x) = 4x + 5x. trouo 1000d. A dimandasi con 
14. (42)? + (5x)? = 4x + 5x. quanti si mossey. The writer 
15122) (8%) = 6270232) assumes that the traveller starts 
16. (2x)° + (8x) =7 (2x + 3x) +4. with (x + 3d.) in money. 


The fifth problem gives the equation (£z + 3) (> % + 4) BOT, 
nd 00 . 5% + 12 = x, «la quale aguagliamento non puo essere. E pero 
dirai la ess non essere posta ragioneuole». The writer rejects, of 
course, an imaginary as indeed he does negative solutions. However, 
complicated radicals appear as in the eighth example in which the answer 


is given «Chel detto numero fusse 1* cosa fu pe piu radice di 5 a: 





Questions in regard to dividing 10 into two Bart satisfying given con- .. 


ditions are common as in problem 38, «Fa di 10 2 parte per se mede- 
sima e quelle 2 multiplichationi agiunte insieme faccino numero 90». The 
resulting equation is 4? + D = 10x. Another rather interesting problem 
(No. 66) states that a trader gains on each journey 25 per 100 and when 
his trips are completed he has made a total gain of 40 per 100.: The 
question is, how many voyages has he made? Evidently the number of 
voyages is between 1 and 2, so the solution procedes. The number is 
placed at «1° uiaggio e 1° cosa di ulaggioy. The conclusion is that 
1 voyage and z of a voyage were made. 
Incomincia il quindecimo libro di questo trattato. Nel qual si 
contengono chasi dalquanti maestri antichi. E prima la diuisione del 
detto Libro. 
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Le dispute sono state grande e diuerse proponendo quali sieno 
stati di piu excellentia di sapere. O maestro Paoro, O maestro Axroxio, 
ouero maestro Giouanxi. E certamente dichi a insegnato, questi 5, di 
gran lunga gli anno auancati, e ciascheduno copiosamente suoi trattati 
a mostro. E per quel chessi troui dal 1300 in questa sono statti 
chiascritto, benche Lioxarpo Pisaxo fosse intorno allo detto tempo, 
dal quale tempo sono stati questi maestri Cioe come gia dissi maestro 
Bracro che circha al 1340 anni mori. Al qual tempo el grande maestro 
Paoro fiori che circa al 1360 duro. LE dopo questo fu maestro 
Anronio benche morisse giouane, dopo il quale fu maestro Grouaxni 
che circha al 1440 mori. Furoni molto altri maestri, ne tempi di 
questi come maestro Miceze padre di maestro Marıano, maestro LucHa 
un altro maestro Bıacıo e al presente di piu assai copia lattera nostra 
ne douitiosa mano a comperatione de passati, e pero tacio e nomi 
loro, che a comperatione de passati non meritano esse chiamati sco- 
lari . .. [blank space] ragioni. E perche quella di costroro e in pie 
e tutto il di si puo chiarire e douto. Üoncio sia cosa che fuori di 
chi a insegnato sia ancora stati di quelli chessono excellenti in queste 
scientie, fra quali fu maestro Grarıa di santo agostino gran teologho 
de castellani fu al tempo di maestro (Giouaxxr. Adunque il presente 
libro in 3 capitoli diuidero. Nel primo ponendo e casi che Lroxarpo 
Pisaxo nell ultima parte della praticha darismetricha scriue. Nel se- 
condo che scriue maestro Grovannı pigliandi e casi sopra e passati. 
Nel terco scriuerro parte di casi sottili seritti dal sottile maestro 
Antonio. E per rispondere alla disputa qual di que 3 auancasse 
luno laltro. 

Fifty-seven problems from Leoxarn of Pisa’s work are presented, but 
unfortunately, as noted above, the manuscript was here left unfinished. 
So that not only are the works of Antonio and Grouanxt lost to us but 
also the name of the writer of this manuscript which would doubtless 
have been inscribed on the last page. 
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Ein Brief Eulers an d’Alembert. 


Von PAUL STÂCKEL in Karlsruhe. 


Von dem Briefwechsel zwischen Eurer und d’ÄArLENBERT, der wenigstens 
zeitweise ziemlich lebhaft gewesen zu sein scheint, ist bis jetzt wenig 
bekannt geworden. D’Aremserr selbst hat 1768 Auszüge aus Briefen 
Evrers an ihn vom 27. Dezember 1748, 3. Januar 1750, 26. Juli 1763 
und 20. Dezember 1763 veröffentlicht, die sich auf die Lehre von den 
imaginären Größen und das Problem der schwingenden Saite beziehen.') 
Dazu kommen noch die Briefe vom 15. April 1747, 19. August 1747, 
30. Dezember 1747, 28. September 1748 und einer ohne Datum aus dem 
Jahre 1749, die Henry, nebst dem vollständigen Briefe vom 27. Dezember 1748, 
im Jahre 1886 herausgegeben hat?); die Originale befinden sich in der Biblio- 
thek der Pariser Akademie der Wissenschaften. Hierzu bildet ein kürzlich 
aufgefundener Brief Evers an d’AremBert vom 15. Februar 1748 eine will- 
kommene Ergänzung. Er wird von Jacosı in dem langen Schreiben an 
P. H. v. Fuss vom März/April 1848 erwähnt; Jacosı fügt hinzu, das Ori- 
ginal besitze Herr Dr. Frıeprinner, der ihm erlaubt habe, eine Abschrift 
davon zu nehmen.) Es lag nahe zu vermuten, daß es sich um denselben 
Dr. Frrenränper handle, der 1847 in Crerres Journal für die reine 
und angewandte Mathematik Eurers Commentatio de matheseos sub- 
limioris utilitate zum Abdruck gebracht hatte?) und der, nach Ürkırzs 
Angabe, Beamter an der Königlichen Bibliothek zu Berlin gewesen war. 
Wenn sich auch hieraus feststellen ließ, daß Frrepränper im Jahre 1860 
gestorben sei, so blieben doch alle Bemühungen, etwas über den Verbleib 


1) Opuscules mathématiques, T. 4, Paris 1768, S. 342—343, 146, 162; vel. 
G. Exesrrüm, Verzeichnis der Schriften LEONHARD EULERS, erste Lieferung, Leipzig 1910, 
S. 97, Nr. 365. 

2) Bullett. di bibliogr. d. sc. matem. 19 (1886), S. 136—148; vgl. Enesrrôm, 
a. a. O. Nr. 858. | 

3) Briefwechsel zwischen JACOBI und F'USS, herausgegeben von W. Anrexs und 
P. Sticker, Leipzig 1908, 8. 59; vgl. Bibl. math. (3) 8 (1908), S. 290. 

4) Journal für Math, 35 (1847), S. 106—116; vgl. Eneströn, a. a. O. Nr. 790. 
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seiner Autographen-Sammlung zu ermitteln, vergeblich, bis Herr Prof. 
Dr. Darmstäprer in Berlin, der an den Nachforschungen teilnahm, in 
Erfahrung brachte, daß die Sammlung von dem kürzlich verstorbenen Geheimen 
Justizrat Lessın& in Berlin angekauft worden war. Gegenwärtig befindet 
sich der Brief Eurers an d’ArLemsert sowie das Manuskript der erwähnten 
Evrerschen Abhandlung im Besitz von Herrn Rittergutsbesitzer G. Lessinc 
in Berlin, der die Freundlichkeit gehabt hat, den Abdruck des Briefes 
zu gestatten. 


Zu dem Briefe selbst ist folgendes zu bemerken: 


1. Die Andeutungen über den Einfluß, den die Abweichung der 
Himmelskörper von der Kugelgestalt oder genauer die Ungleichheit der 
auf ihren Schwerpunkt bezogenen Hauptträgheitsmomente auf ihre 
Bewegungen hat, sind von Eurer in der Abhandlung: De perturbatione 
motus planetarum ab eorum figura non sphaerica oriunda*) ausgeführt worden; 
nach Jacogı wurde diese Abhandlung am 4. Dezember 1749 in der Berliner 
Akademie gelesen. Denselben Gegenstand betraf wohl eine von LEONHARD 
Eurer am 23. November 1758 der Berliner Akademie vorgelegte 
Abhandlung: Recherches des forces dont les corps célestes sont sollicités en 
tant qu'il ne sont pas spheriques; denn man wird der Vermutung Jacogis 
. beistimmen müssen, daß die von dem Sohne Jonann Arsrecar Eurer am 
7. November 1765 vorgelegte und in den Mémoires?) der Berliner 
Akademie abgedruckte Abhandlung gleichen Titels in Wirklichkeit von 
Leroxuarp Ever herrühre?) Endlich vergleiche man Lroxxarp Evers 
1759 verfaßte Astronomia mechanica, in der die Frage nach dem Einfluß 
der Abweichung von der Kugelgestalt ausführlich behandelt wird.*) 


2. Nachdem 1745 das Commercium philosophicum et mathematicum 
virorum celeb. G. Lzrenirir et Joa. Bernoviıı erschienen war, hatte sich 
die Aufmerksamkeit auf den freundschaftlichen Streit gerichtet, den die 
beiden vom März 1712 bis Juli 1713 über die Logarithmen negativer 
und imaginärer Zahlen führten. Evrer hat dazu Stellung genommen 
in der Abhandlung: Sur les logarithmes des nombres négatifs et imagi- 
naires, die am 7. September 1747 der Berliner Akademie vorgelegt wurde?) 


1) Novi comment. acad. sc. Petrop. 3 (1750/51), 1753, S. 235 — 253; 
Exesrrô, a. a. O. Nr. 193. 2) 21 (1765), 1767, 8. 414—432. 

3) Vgl. meinen Aufsatz: JOHANN ALBRECHT EULER; Vierteljahrsschrift der 
naturforschenden Gesellschaft in Zürich 55 (1910), 8. 63— 90. 

4) Opera postuma 2 (1862), besonders S. 188—193 und 226—237; Eneströn, 
a. a. O. Nr. 834. 

5) Abgedruckt Opera postuma 1 (1862), S. 269—281; Exesrrüm à. a. O. Nr. 807. 
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und von der eine Umarbeitung unter den Titel: De la controverse entre 
Mrs. Lerenrrz & BrErNourzr sur les logarithmes des nombres négatifs et 
imaginaires in den Mémoires der Berliner Akademie abgedruckt worden 
ist.!) Die Frage nach der Bedeutung von e*, wenn der Exponent eine 
gebrochene Zahl ist, wird auch in $ 14 der zuerst genannten Abhandlung 
gestreift; Ever meint hier, daß die Eindeutigkeit durch die Benutzung 
der Potenzreihe für e* gesichert werde. 


3. Die Entwicklung des unendlichen Produktes 
(1 — x) (1 — à?) (1 — 2) (1 — x) (1 — x) . ». 


nach Potenzen von x hatte Eurer schon in der Abhandlung: Observationes 
analyticae variae de combinationibus (Comment. acad. sc. Petrop. 13 
[1741/43], 1751, 8. 93) betrachtet, die nach den Akten am 6. April 1741 
der Petersburger Akademie vorgelegt wurde?), — er gibt hier sogar an, 
daß die Exponenten das Gesetz (Inn + n) befolgen, und daß das Vor- 
zeichen des Koeffizienten von x” Plus oder Minus ist, je nachdem n gerade 
oder ungerade gewählt wird. Der Zusammenhang mit der Partitio nume- 
rorum, d.h. der Frage, auf wieviele Arten sich eine positive ganze Zahl » 
als Summe eben solcher Zahlen darstellen lasse, wird dadurch gegeben, 
daß, wie Eurer bemerkt, die Anzahl der Arten sich als Koeffizient von x” 
bei der Entwicklung des reziproken Wertes jenes unendlichen Produktes 
nach Potenzen von x herausstellt”) (Genauere Ausführungen hierüber 
finden sich in der Abhandlung: De partitione numerorum (Novi comment 
acad. sc. Petrop. 3 [1750/51], 1753, 8. 125 — 169), die zwar nach den 
Akten am 26. Januar 1750 der Petersburger Akademie vorgelegt worden 
ist, die jedoch vor Juni 1747 verfaßt sein dürfte. Denn am 22. Juni 
dieses Jahres las Eurer in der Berliner Akademie die Abhandlung: 
Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres par rapport à la somme 
de leurs diviseurs, die 1751 in der Bibliothèque impartiale 3, 8.10—31., 
abgedruckt wurde‘) und die ihrem Inhalte nach im wesentlichen über- 
einstimmt mit der Abhandlung: Observatio de summis divisorum (Novi 
Comment. acad. sc. Petrop. 5 [1754/55], 1760, S. 59—74), welche nach 
den Akten am 6. April 1752 der Petersburger Akademie vorgelegt wurde; 





1) Mém. de l’acad. de sc. de Berlin 5 (1749), 1751, 'S. 189 —179; Eneströnm, 
a. a. O. Nr. 168. In dem Briefe an d’AremBerr vom 19. August 1747 spricht Ever 
von der Abhandlung Nr. 807 so, als ob sie schon der Akademie vorgelegt worden sei. 

2) Vgl. auch den Brief Eurers an N. BernourLı vom 1. September 1742, Opera 
postuma 1 (1862), S. 526—527. 

3) Vgl. auch Introductio in analysin infinitorum 1 (1748), Cap. 16: „De partitione 
numerorum‘“. 

4) Wieder abgedruckt Commentat. arithm. 2 (1849), S. 639— 647, Opera postuma 1 
(1862), S. 76—84; Eneström, a. a. O. Nr. 175. 
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wahrscheinlich ist sie identisch mit der am 9. September 1751 in der 
Berliner Akademie gelesenen Abhandlung: Mémoire concernant un théorème 
arithmetique.‘) Einen Beweis für Potenzentwicklung jenes unendlichen 
Produktes hat Evrer erst in der Abhandlung gegeben: Demonstratio 
theorematis circa ordinem in summis divisorum observatum (Novi comment. 
acad. sc. Petrop. 5 [1754/55], 1760, S. 75— 83); das Exhibitionsdatum 


ist unbekannt. 


A Monsieur D'ALEMBERT. 


e 


Monsieur 


Je suis bien ravi que le moyen dont Vous Vous étes servi a eu un 
si bon succes pour retablir Votre santé, et je souhaite qu’elle soit d’une 
longue durée malgré les sublimes recherches, dans lequelles Vous Vous 
enfonces. J’ai vu avec bien du plaisir que Vous penses comme moy sur 
les irregularites, qui paroissent se trouver dans les forces celestes, car 
javois dabord fait cette remarque, que quoiqu’on accorde que les moindres 
particules de la matiere s’attirent mutuellement en raison reciproque des 
quarres des distances, il n’en suive pas, que cette meme loi ait lieu 
dans les corps d’une grandeur finie, à moins que tous les deux corps, 
l’attirant, et l’attiré, ne soient spheriques et composés d’une matière 
homogene, ou d’une autre forme qui revienne au meme. Les recherches, 
qu’on a faites sur l'attraction de la terre, en tant que sa figure n’est pas 
spherique, donnent clairement à connoitre, que sa force d’attraction ne 
suit pas exactement la raison reciproque des quarrés des distances, mais 


qu’elle est comme kr + de + = + etc. z marquant la distance. Et partant 
par cette raison la force dont la lune est tirée vers la terre ne sera pas 
exactement en raison reciproque du quarré de la distance; quand meme 
le corps de la terre seroit exactement spherique. Mais si le corps de la 
lune etoit allongé, cette force souffriroit une double irrégularité, et pour 
m’asseurer de ce dernier derangement, j’avois aussi, comme Vous consideré 
le corps de la lune, comme s’il étoit composé [Fig. 1] de deux globes 
A et B joints d’une verge immaterielle AD, où se „ 

trouve le centre de gravité en L. Ayant supposé, , 

que la direction de la verge Ab tombe constamment 

presque dans la ligne LT tirée vers le centre de la T 
terre 7, à moins que le mouvement du point Z tantot Pal 

plus tantot moins rapide n’y produise quelque declinaison j'ai trouvé 
aussi comme Vous, que le mouvement du point Z se doit faire à peu 


1) Briefwechsel JAcoB1-Fuss, S. 59; vgl. Bibl. math. (3) 8 (1908), S. 290. 
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près dans une ellipse, mais dont la ligne d’absides avance: et le calcul 
m’a fourni cette regle, que le mouvement moyen de la lune sera au 
mouvement de l’apogèe comme LT’ à 6LA-LD, et partant cette figure 
de la lune devroit absolument causer un mouvement progressif de l’apo- 
gee. Donc puisque suivant les observations le mouvement moyen de la 
lune est au mouvement de l’apogee comme 1 à 0,0084473, et que la 
theorie tirée de la force du soleil ne donne pour cette raison que 1 
à 0,0041045: où il manque dans le mouvement de l’apogee la partie 
0,0043428, à la quelle j'ai egalé l'effet maintenant trouvé nee 
Donc faisant LA — LH, et supposant LT = 60 demi-diametres de la 
terre il en vient LA — LB — 1}, et partant AB seroit de 2+ rayons 
de la terre, ou la longitude de la lune AB surpasserait le den de 
la terre: ce qui me parait aussi, comme Vous le remarques, insoutenable, 
Au reste pour le mouvement de libration je trouve, que la ligne AB 
devroit presque toujours etre parallele à celle qui represente le lieu moyen 
de la lune, et que par consequent l’angle ALT pourroit monter jusqu’à 
6° et audela. 

Pour notre dispute sur les logarithmes, je conviens que la valeur de 
y de l’equation y = a* est double toutes les fois, que x est une telle fraction 


n 4 . . . . 
5, 9 étant une nombre impair: mais Vous m’accorderes reciproquement, 
? 


que lorsque x est ou un nombre entier ou toute autre fraction que =, alors 
la valeur de y ne sera plus double Car soit a=2; et y = 2*, il est 
bien clair que mettant pour x les valeurs 1, 2, 3, 4 etc. celles de y seront 
2, 4, 8, 16 etc. et dans ces cas aucune valeur negative de y n’aura certaine- 
ment lieu. 

Soit maintenant [Fig. 2] x l’abscisse AP et y l’appliquee PM, et il 
n'y a aucun doute que l’equation y — 2* ne donne la courbe conne 


la valeur de y etant double +Y2 et Lire je 
conviens qu'il y aura en a un point conjugé et 
comme la meme chose arrive dans une infinité de 
cas de x je suis d'accord qu'il y aura une infinite 
de tels points conjuges a, b, c, d, sous l’axe, mais 
je pretend que chacun de ces points est isolé sans 
liaisons avec les voisins, quoique leurs distances 
soient meme infiniment petites De meme l’equa- 
tion y = (— 2)”, ne RCE qu'une infinité de tels points conjugés sans 
aucune Courbe continue: et partant l’equation y —e* ne representera 
qu'une courbe continue au dessus l'axe, quoiqu'il y ait de l’autre coté 
une infinité de points conjugés. 





Fig. 2. 


VBM au dessus de l’axe AP. Mais si =4-Au 
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Je reviens encore à la lune pour Vous marquer, qu'ayant construit 
sur la theorie des tables, j'ai trouvé une difference asses considerable 
ent’ elles et les observations, qui montoient quelques fois au dela de 12", 
quoique jeusse reglé le mouvement de l’apogee sur les observations. 
Depuis j'ai corrigé ces tables par les observations, et les erreurs sont à 
present au dessous de 5’: et pour la plus part elles ne surpassent gueres 2". 
Mais à cette heure mes tables ne sont plus conformes à la theorie; dont 
jai remarqué encore une autre observation; la parallaxe de la lune trouvée 
par la theorie étant toujours plus petite presque d’un minute, que 
l’observée de sorte que la force dont la lune est poussee vers la terre 
doit étre moindre qu’on suppose dans la theorie; tant s’en faut qu'on 
dusse augmenter cette force par quelque effet de magnetisme de 
la terre. 

Mr. Bouquer me marque, que mon Introduction dans l’Analyse des 
infinis paraitra incessament, et je l’ai chargé de Vous en presenter d’abord 
un exemplaire en mon nom. Vous recevres aussi bien tot un exemplaire 
de mes opuscula, dont je suis bien fache, que je n’ai pas trouvé occasion 
de vous les presenter plutot. 


A l’egard de la suite 
1— x — 2? + 2 + aetc. = (1 — x) (1 — 2°?) (1 — x°) (1 — x) etc. 


dont je Vous ai parlé j'en ai tiré une proprieté fort singuliere des 
nombres parrapport à la somme des diviseurs de chaque nombre. Que 
J n marque la somme de tous les diviseurs du nombre » de sorte que 
Ji=1; f2-3, [3-4 f4—7; [5-6: [6-12; [7=8 ete. il 
paroit dabord presque impossible de decouvrir aucune loi dans la suite de 
ces nombres 1, 3, 4, 7, 6, 12, 8, [15,] 13, 18 etc. mais j'ai trouvé que 
chaque terme depend de quelques uns des precedents selon cette formule: 


În = f{n — 1) + [(n — 2) — f(n —5) — f(n —7) + fin — 12) 
+ [n — 15) — f(n — 22) etc. 


où il est à remarquer 1° que les nombres 


1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40 etc. 
1 3 2 5 3 7 4 9 5 
se forment aisement par les differences considerées alternativement. 
2% Dans chaque cas on ne prend que les termes, où les nombres 
apres le signe ÿ: ne sont point negativs. 
3°. S'il arrive ce terme N 0 ou fin — n), on prendra pour la valeur 


le nombre » meme. 
Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 15 
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Ainsi Vous verres que f4— /[3+/2=7; [9= [8 + [7 —- [4— [2 
—15+8—7—3—13; f15— f14+ [13 — [10 — [8+ [3 +f0 
= 24 + 14— 18 — 15 + 4 + 15 = 24; 

[35 = [34 + [33 — [30 — [28 + [23 + [20 — [13 — [9 + fo 
— 54 + 48 — 72 — 56 + 24 + 42 — 14 — 13 + 85 — 48. 

Donc toutes les fois que # est un nombre premier on trouvera que 


hf n=n-+ 1 et partant puisque la nature des nombres premiers entre 
dans cette consideration cette loi me paroit d'autant plus remarquable, 
J'ai l'honneur de Vous assurer de la plus parfaite consideration avec 
laquelle je suis 
Monsieur 


Berlin le 15 Fevrier 1748 


Votre très humble et très obeïssant 
serviteur L Eurer. 


rer 
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Wie soll die Herausgabe der Valentinschen mathe- 
matischen Bibliographie gesichert werden? 


Von G. ENESTRÔM in Stockholm. 


Über die von G. Varewrix vor 26 Jahren in Angriff genommene all- 
gemeine mathematische Bibliographie ist schon mehrmals in dieser Zeit- 
schrift berichtet worden‘), und auch über den gegenwärtigen Stand der 
Vorarbeiten für die Bibliographie hat Varentin vor einigen Monaten Aus- 
kunft geseben.?) Ich erlaube mir, noch einmal in aller Kürze an die 
Geschichte des Unternehmens zu erinnern. 

Die Arbeit wurde am Anfange des Jahres 1885 begonnen und sollte 
nach dem ursprünglichen Plan die mathematische Literatur bis zum 
Jahre 1868 umfassen; Varrxtın schätzte die Gesamtzahl der Titel des 
fertigen Werkes auf etwa 90000 und rechnete auf eine Arbeitszeit von 
etwa 8 Jahren. Indessen erweiterte er später den Plan, so daß die Biblio- 
graphie auch die neueste Literatur (eventuell bis zum Jahre 1900) ver- 
zeichnen sollte, und aus diesem Grunde mußte er statt 90000 wenigstens 
125000 Titel in Rechnung tragen. Im Jahre 1897. hatte er mehr als 
100000 Titel gesammelt und hoffte damals, die ganze Arbeit etwa am 
Ende des Jahres 1900 druckfertig zu haben. Es stellte sich aber bald 
heraus, nicht nur daß das Durcharbeiten des aufgespeicherten Materials 
viel zeitraubender sein würde, als er anfangs berechnet hatte, sondern 
auch daß das Ergänzen desselben eine nicht unbeträchtliche Zeit in An- 
spruch nehmen würde. Das Ergänzen hat übrigens besondere Reisen 
nötig gemacht, und nachdem diese Arbeit im Frühjahr 1910 beendet war, 
betrug die Zahl der Titel rund 150000. 

Während der ganzen Arbeit waren die Titel aus praktischen Gründen 
alphabetisch nach den Verfassern geordnet. Seit einem Jahre ist VALExTtın 


1) Siehe G. Varentın, Vorläufige Notiz über eine allgemeine mathematische Biblio- 
graphie; Biblioth. Mathem. 1885, Sp. 90—92. — G. Exesrrüm, Über die neuesten 
mathematisch-bibliographischen Unternehmungen; Biblioth. Mathem. 1897, S. 69—70.. 
— G. Varentnm, Die Vorarbeiten für die allgemeine mathematische Bibliographie ; 
Biblioth. Mathem. 1,, 1900, 8. 237—245. 

2) G. Varentm, Über den gegenwärtigen Stand der Vorarbeiten für die allgemeine 
mathematische Bibliographie; Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, S. 153 —157 


15* 
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mit der systematischen Umordnung nach dem Inhalte beschäftigt, und mit 
der ersten (gröberen) Klassifikation berechnet er bis Ostern 1912 fertig 
zu sein. Dann beginnt die feinere und speziellere Systematisierung, die 
bandweise vorgenommen werden soll, so daß der erste Band voraussicht- 
lich mit Frühjahr 1913 druckreif sein wird. Dieser Band enthält die 
Schriften allgemeinen Inhalts (darunter auch Zeitschriften und Sammel- 
werke), und dann werden nach dem Plane VAarentins noch 5 Bände folgen: 
nämlich: Niedere Algebra und Analysis; Höhere Algebra und Analysis; 
Geometrie und Geodäsie; Mechanik und Ballistik; Astronomie, Physik, 
Chemie usw. 

Schon bei der Inangriffnahme der Arbeit hatte VALENTIN daran ge- 
dacht, einen Verleger zu bekommen, und 1886 erklärte sich ein Verleger 
in Berlin bereit, den Verlag zu übernehmen. Bei der präliminären 
Abrede wurde der Umfang der Arbeit auf 90000 Zettel und 150 Druck- 
bogen bemessen; der Druck sollte 1900 angefangen werden. Aber am 
Ende dieses Jahres war die Bibliographie noch nicht fertig, und erst 
zehn Jahre später konnte VAarentin näherungsweise feststellen, wann der 
Verleger das druckfertige Manuskript bekommen sollte. Inzwischen hatten 
sich jedoch die Verhältnisse, worauf bei der präliminären Abrede Bezug 
genommen worden war, so wesentlich verändert, daß diese Abrede durch 
eine neue ersetzt werden mußte. Statt 90000 Zettel und 150 Druckbogen 
sollte man jetzt mit 150000 Zetteln und 280 Druckbogen rechnen, und 
auch andere Umstände, die Modifikationen veranlassen mußten, sollten in 
Betracht kommen. Die Firma nahm darum eine neue Berechnung vor, 
welche sie veranlaßte, eine bedeutende Subvention zu verlangen, um die 
Drucklegung besorgen zu können. Varentıin wandte sich darum an einen 
anderen Verleger, aber dieser fand die finanzielle Seite des Unternehmens 
so wenig versprechend, daß er überhaupt nur den Druck und den Kom- 
missionsverlag übernehmen wollte. Der fragliche Verleger ist ein hervor-'! 
ragender Kenner des Gebietes, um das es sich hier handelt, und es ist 
wenig wahrscheinlich, daß er die Sache zu pessimistisch beurteilt hat. 

Vielleicht könnte man meinen, daß VarenrIN unter solchen Um- 
ständen von dem Drucke seiner Bibliographie absehen und seine 
150 000 Zettel einer Öffentlichen Bibliothek oder einer gelehrten Gesell- 
schaft überlassen sollte. Auf diese Weise würde ja seine Arbeit‘ wenig- 
stens bis zu einem gewissen Grade den Fachgenossen nützlich werden. 
Ich gebe zu, daß man möglicherweise an ein solches Verfahren denken 
könnte, wenn es eine mathematische Zentralbibliothek gäbe, und wenn die 
Bibliographie eigentlich nur für die wenigen literarisch geschulten Forscher 
von wesentlicher Bedeutung wäre. Aber eine solche beschränkte Bedeu- 
tung hat nunmehr nicht eine allgemeine mathematische Bibliographie. 
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Noch vor einigen Jahrzehnten war es sehr gewöhnlich, daß die Mathematiker 
sich nur wenig um die Literatur ihrer Wissenschaft bekümmerten, aber 
seitdem haben sich die Verhältnisse wesentlich verändert. Ein wichtiger 
Grund dazu ist der große Aufschwung der literarischen Wirksamkeit auf dem 
mathematischen Gebiete während der letzten Jahrzehnte, aber es gibt auch 
noch andere Gründe. Teils stellt man jetzt an die Verfasser größere An- 
forderungen als früher inbetreff der Korrektheit, auch wenn es sich um 
literarische Angaben handelt, teils legt man jetzt großen Wert auf kritische 
Behandlung der wichtigsten mathematischen Begriffe, und für diesen 
Zweck ist es oft von Belang, die früheren Ansichten über diese Begriffe 
möglichst vollständig zu kennen; auch für die zahlreichen zusammen- 
fassenden mathematischen Werke unserer Zeit, z. B. die Encyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften ist es sehr erwünscht, eine allgemeine 
mathematische Bibliographie zur Verfügung zu haben. Allein für die 
meisten Mathematiker ist die Varentissche Bibliographie, solange sie nur 
handschriftlich vorliegt, als nicht existierend zu betrachten, und auch wenn 
es eine mathematische Zentralbibliothek gäbe — was leider nicht der 
Fall ist —, würde die Sache nur wenig verbessert werden. 

Allerdings gibt es schon jetzt gewisse bibliographische Arbeiten, die 
der Mathematiker bei seinen Untersuchungen zu Rate ziehen kann. Für 
die Zeit 1868—1900 haben wir ja das Jahrbuch über die Fortschritte der 
Mathematik und für die Zeit 1891— 1900 überdies die Revue semestrielle 
des publications mathématiques. Auf das ganze 19. Jahrhundert bezieht 
sich der erste Band des Subject index des Kataloges der „Royal society“ 
und der Mathematische Bücherschatz von E. Wörrrıne. Auch für die Zeit 
vor 1800 besitzen wir bibliographische Arbeiten, die zuweilen gute Dienste 
leisten können. Aber alle diese Schriften zusammen sind nicht imstande, 
eine allgemeine mathematische Bibliographie wie die von Varentin be- 
arbeitete zu ersetzen. Um dies klarzulegen, genügt es, darauf hinzuweisen, 
daß Vazenrix, der ein geschulter Bibliograph ist, seit 26 Jahren fast aus- 
schließlich seine freie Zeit der Vorbereitung seiner Arbeit gewidmet hat, 
denn schon aus diesem Umstande muß der Laie einsehen, daß diese Arbeit 
etwas ganz anderes als eine Zusammenfassung des Materials der früheren 
Bibliographien bietet. Besonders hervorzuheben ist die Durchforschung 
der nicht mathematischen Zeitschriften, die ausnahmsweise mathematische 
Aufsätze enthalten. Beispielsweise sah Varentın 1889 die forstlichen 
Zeitschriften (ungefähr 150 Bände) der Königlichen Bibliothek in Berlin 
durch und fand wirklich darin einige mathematische Abhandlungen; viele 
ähnliche Untersuchungen inbetreff anderer Gebiete hat er im Laufe der 
26 Jahre ausgeführt. Das von ihm aufgespeicherte Material repräsentiert 
also eine wirkliche Riesenarbeit, und auch wenn man davon absieht, daß 
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die von mir soeben erwähnten oder angedeuteten bibliographischen Hilfs- 
mittel oft nicht ohne Schwierigkeit benutzt werden können, kann man 
behaupten, daß diese Hilfsmittel weder inbetreff der Korrektheit noch in- 
betreff der Vollständigkeit mit der Varentinschen Bibliographie wett- 
eifern können. 


Für das Gedeihen der mathematischen Forschungsarbeit wäre es 
darum erwünscht, daß die Bibliographie zum Drucke befördert werden 
könnte, und für diesen Zweck muß man in Erwägung ziehen, ob und auf 
welche Weise die Druckkosten gedeckt werden können. Der genaue Be- 
trag der Kosten ist in diesem Falle unmöglich vorläufig zu bestimmen, 
um so weniger, als nicht einmal die Bogenzahl mit größerer Genauigkeit 
ermittelt werden kann, aber nach sachkundiger Schätzung wird der Druck 
etwa 90 000 Mark kosten, also eine nicht unbedeutende Summe.!) Selbst- 
verständlich wird man durch Verkauf der gedruckten Exemplare einen 
Teil der Kosten zurückbekommen, aber dennoch wird die nötige Sub- 
vention so groß, daß man sie kaum von den Behörden oder von einer 
einzigen Korporation erhalten kann. Erinnert man sich indessen, daß 
Varentin die Bibliographie in 6 Bände verteilen wird, deren jeder ein 
Ganzes für sich bildet und nach der Berechnung durchschnittlich etwa 
15000 Mark kosten wird, liegt es nahe, in Erwägung zu ziehen, ob man 
nicht versuchen sollte, wenigstens die für den Druck eines Bandes nötigen 
Geldmittel zur Verfügung zu bekommen. Da das Manuskript des ersten 
Bandes nicht vor 1913 fertig sein kann und da einige der größeren 
Akademien vielleicht nicht ungeneigt wären, einen jährlichen Beitrag von 
500 bis 1000 Mark zu gewähren, scheint es nicht unmöglich, durch frei- 
willige Beiträge eine Summe von 15000 Mark zu sammeln. Aber natür- 
lich würde die Sache wesentlich erleichtert werden, wenn der Aufruf zur 
Zeichnung von Beiträgen nicht von Varentin selbst oder von anderen 
Privatpersonen, sondern von einer Korporation ausginge. 


Die passendste Korporation wäre meines Erachtens die Deutsche 
Mathematikervereinigung. Diese lebenskräftige Vereinigung bezweckt ja 
ausdrücklich „in gemeinsamer Arbeit die mathematische Wissenschaft 
nach allen Richtungen zu fördern“, und sie hat schon früher ihre 


1) Varentın hat untersucht, wie sich die Kosten für eine Herstellung durch 
Schreibmaschine oder Autographie stellen würden und dabei gefunden, daß die 
Kosten ungefähr die Hälfte betragen würden, aber nach einer Probe muß wenigstens 
die Herstellung durch Schreibmaschine als ausgeschlossen betrachtet werden, weil 
die zahlreichen Korrekturen, die handschriftlich vorzunehmen wären, das Aussehen 
sehr verhäßlichen. Die autographische Herstellung wäre dann vorzuziehen, aber auch 
diese Herstellung kann wegen der vielen nötigen Korrekturen nicht empfohlen 
werden, da die Kosten dennoch so groß bleiben. 
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Aufmerksamkeit auf bibliographische Aufgaben gerichtet. Für die Ver- 
einigung ist ganz gewiß 15000 Mark eine bedeutende Summe, aber diese 
Summe repräsentiert ja das finanzielle Risiko, und man darf hoffen, daß 
der wirkliche Zuschuß der Vereinigung nicht besonders groß zu werden 
brauchte, so daß weiterhin auch die übrigen Bände der Bibliographie zum 
Abdruck gebracht werden könnten. 


Ein anderer und meiner Ansicht nach besserer Ausweg wäre, daß 
die Deutsche Mathematikervereinigung die Herausgabe der Bibliographie 
schon dieses Jahr in Aussicht nimmt, aber dabei ganz wie die Schweizer- 
ische Naturforschende Gesellschaft inbetreff der Euszr- Ausgabe verfährt. 
Bei der nächsten Generalversammlung der Vereinigung sollten also fol- 
gende Beschlüsse gefaßt werden: 


1. Die Deutsche Mathematikervereinigung erklärt sich bereit, dafür 
Sorge zu tragen, daß die allgemeine mathematische Bibliographie 
von @. VALENTIN herausgegeben wird, unter der Voraussetzung, 
daß dieses Unternehmen durch Behörden und gelehrte Körper- 
schaften, eventuell auch durch Freunde der Mathematik aus- 
reichend unterstützt wird. 

2. Die Deutsche Mathematikervereinigung beauftragt ihren Vorstand, 
einen Aufruf zur Beschaffung der erforderlichen Geldmittel durch 
freiwillige Gaben oder Subskription von Exemplaren zu ver- 
öffentlichen und der Jahresversammlung 1912 einen Bericht über 
das Resultat dieses Aufrufes zu erstatten. 


ö. Nachdem die Deutsche Mathematikervereinigung von dem Bericht 
Kenntnis genommen hat, wird der definitive Beschluß inbetreff 
der Frage gefaßt werden. 


Wie ich schon bemerkt habe, würde die Beschaffung der Geldmittel 
auf diese Weise höchstwesentlich erleichtert werden. Schon der Um- 
stand, daß die Deutsche Mathematikervereinigung die Herausgabe der 
Bibliographie moralisch unterstützt, muß als eine Empfehlung des Unter- 
nehmens wirken. Für den Sachkundigen ist eine solche Empfehlung 
gewiß unnötig, aber die Personen, die über die Bewilligung der Sub- 
vention entscheiden, beanspruchen sicherlich nicht, Fachmänner auf dem 
Gebiete der mathematischen Bibliographie zu sein. Hierzu kommt noch, 
daß Varentin 63 Jahre alt ist, und bei diesem Alter kann kein Mensch 
verbürgen, daß er imstande sein wird, eine Arbeit, deren Druck viele 
Jahre erfordern muß, abzuschließen, so daß eine Subvention schon aus 
diesem Grunde leicht unterbleiben könnte, wenn VArentin persönlich der 
Empfänger wäre. Dagegen kann die Deutsche Mathematikervereinigung 
in diesem Falle als unsterblich und immer arbeitsfähig betrachtet werden, 
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so daß die Herausgabe der Bibliographie gesichert ist, auch wenn 
VazewTiN selbst verhindert werden würde, die Beendigung des Druckes 
zu überwachen. 

Es liegt in der Natur der Sache, daß die Deutsche Mathematiker- 
vereinigung keinen Beschluß fassen soll, bevor Varentın selbst ausdrück- 
lich erklärt hat, daß er mit Dankbarkeit die Unterstützung der Ver- 
einigung empfängt, und daß er vor dem definitiven Beschluß mitteilen 
muß, wann er berechnet, der Vereinigung das Manuskript des ersten Bandes 
druckfertig vorlegen zu können. 

Wie ich oben erwähnt habe, ist VALENTIN jetzt mit der systema- 
tischen Umordnung seiner 150000 Zettel beschäftigt, und in seinem letzten 
Artikel hat er auseinandergesetzt!), aus welchen Gründen er eine systema- 
tische Ordnung der Titel als die zweckmäßigste betrachtet. Die Gründe 
selbst billige ich sehr, aber dagegen bin ich nicht ganz sicher, ob nicht 
VazenTIN die Schwierigkeiten der Umordnung zu leicht abgefertigt hat. 
Inbetreff dieser Frage erlaube ich mir, auf meine Besprechung?) des 
schon oben erwähnten Subject index der „Royal society“ zu verweisen.) 
Ich besitze selber die Arbeit und habe zuweilen versucht, die Stellen aus- 
findig zu machen, an denen gewisse Schriften, deren Gegenstand mir genau 
bekannt war, verzeichnet sind, aber in den meisten Fällen ohne Erfolg. 
Indessen will ich ausdrücklich hervorheben, daß Varentiv natürlich allein 
über die Anordnung der Bibliographie entscheiden soll. Nur den Wunsch 
möchte ich nicht unterdrücken, dab bei einer systematischen Anordnung 
jeder Band mit einem Verfasserregister versehen wird. Aus diesem 
Register sollte man übrigens ersehen, nicht nur an welchen Stellen des 
Bandes die Schriften eines besonderen Verfassers verzeichnet sind, sondern 
auch in welche Unterabteilung jede Schrift gehört, also etwa wie im Register 
am Ende des zweiten Bandes der Bibliographie générale de l'astronomie 
(Bruxelles 1882) von Houzeau und Lancaster. Natürlich kann man durch 
passende typographische Anordnungen erzielen, daß das Register viel 
weniger Raum als bei Houzeau und Lancaster in Anspruch nimmt. 


1) G. Varentın, Über den gegenwärtigen Stand der Vorarbeiten für die allgemeine 
mathematische Bibliographie; Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, S. 155— 156. 

2) Biblioth. Mathem. 10,, 1909/10, S. 279 — 281. 

3) Vgl. auch den Bericht über die Varenrinsche Arbeit in der Vossischen 
Zeitung vom 7. Juni 1911, in der der mir unbekannte Berichterstatter bemerkt: 
„Die dafür [d, h. für die systematische Umordnung] als erforderlich geschätzte Zeit 
von mindestens drei Jahren dürfte stark überschritten werden, da sicherlich in zahl- 
reichen Fällen eine nochmalige Einsicht in die Druckschriften selbst nötig sein wird, 
um sie ihrem Inhalt entsprechend einzuordnen.“ 
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Kleine Mitteilungen. 


Kleine Bemerkungen zur letzten Auflage!) von Cantors 
„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik “. 


Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen‘. 
BM = Bibliotheca Mathematica. 


Über frühere Bemerkungen siehe BM 11, (1910/11), S. 158—181. 


2:535. Was Herr Canror Z. 5—21 über Carvanos Ausführungen in 
betreff des Kontingenzwinkels mitteilt, ist nicht direkt unrichtig, aber meiner 
Ansicht nach eher verwirrend als belehrend. 

Erstens bekommt der Leser dadurch die Vorstellung, daß es sich um eine 
zusammenhängende Darstellung Carnanos handelt. Allein der Passus (Z. 5—7): 
„Eine andere Schwierigkeit entsteht bei in @ sich berührenden Kreisen durch 
Ziehen der Sehnen afd und age“ rührt von Herrn Cantor selbst her, der 
folgende Passus (Z. 7—13): „Der geradlinige Winkel . . . . heranrückt‘ steht 
im Scholium des Satzes 159, und das übrige ist aus dem Scholium des 
Satzes 161 entnommen. 

Zweitens ist es meines Erachtens durchaus notwendig, bei dem Berichte 
über die Ausführungen CarDanos darauf hinzuweisen, daß viele „propositiones“ 
der Schrift De proportionibus aus ganz gelegentlichen Bemerkungen bestehen, in 
denen die Gründe für und gegen eine gewisse Ansicht angegeben werden, ohne 
daß es ganz klar ist, welche Ansicht Carpano selbst vertritt, oder ob er 
überhaupt eine bestimmte Ansicht hat. 

Drittens ist es kaum zu empfehlen, die Behauptung Carpanos: „Der 
geradlinige Winkel ead ist gleich dem doppelt krummlinigen Winkel gae“ zu 
erwähnen, ohne mitzuteilen, daß Carpano offenbar durch einen Trugschluß zu 
diesem Satze gekommen ist. Ich gebe hier unten die Schlußweise ÜARDANOS 
wörtlich wieder: 

Constat quod portiones ad & af similes sunt, itemque ae & ag, 
ducta enim abe per centra circulorum ex contactu transibit per illa: 
quare anguli hag & hae sunt ijdem & similiter haf & had ijdem, 
portiones ergo af & ad itemque ag & ae similes sunt: angulus igitur (!) 
gae ex peripheriis et ead ex rectis sunt ijdem in puncto 4. 

Nun ist ja der geradlinige Winkel ead die Differenz der zwei gemischtlinigen 
Winkel eae und dad, während der krummlinige Winkel gae die Differenz der 
gemischtlinigen Winkel eae und gag ist. Das „igitur“ des Carpano enthält 


1) Dritte Auflage des 1. Bandes, zweite Auflage der 2. und 3. Bände. 
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also die Behauptung, daß der gemischtlinige Winkel dad gleich dem gemischt- 
linigen Winkel gag ist, und diese durchaus unbelegte Behauptung, die überdies 
offenbar unrichtig ist, muß auf einer Verwechselung beruhen. 

Da also die Schwierigkeit, von der Carnano im Scholium des Satzes 159 
spricht, sofort beseitigt wird, wenn man nur den Ausgangspunkt seiner Aus- 
führungen berichtigt, und da hierzu noch kommt, daß die Folgerung, die 
CARDANO aus der Größe der zwei Grundlinien ge und de zieht, unzulässig ist, 
wäre es meines Erachtens am besten, den ganzen Passus (Z. 5—13): „Eine 
andere Schwierigkeit . . . . heranrückt‘“ zu streichen. 

In betreff des Cantorschen Berichtes über das Scholium des Satzes 161 
bemerke ich, daß er meines Erachtens allzu unvollständig ist, weil CARDANO 
selbst seine Erklärung der Schwierigkeiten durch zwei von Herrn Cantor 
nicht einmal angedeutete Gegengründe zu entkräften sucht. (4 Exnesrrôm. 





2:640. Hier beginnt der Bericht über Vrères Methode, numerische 
Gleichungen zu lösen. Herr CAntor sagt, daß VıerE die Gleichungen in 
näherungsweiser Auflösung behandelt, aber diese Ausdrucksweise ist 
meines Erachtens weniger gut, weil bei Vıkre überhaupt nur solche Beispiele 
vorkommen, in denen die positiven Wurzeln rationale ganze Zahlen sind. Erst 
am Ende des langen Traktates widmet VIÈTE nachträglich etwa eine halbe 
Seite der Frage „ad eliciendum radices proximas veris, alioquin irrationales“. 
Es dürfte also besser sein, zu sagen, daß VIÈTE die ganzzahligen Wurzeln 
numerischer Gleichungen durch eine Methode der sukzessiven Näherungen 
ermittelt. 

Das Verfahren Vières beurteilt Herr CanTor auf folgende Weise: 

Es ist ein Verfahren, welches zwar mit dem Grade der Gleichung 
sich ändert, mithin als ein ganz vollkommen einheitliches nicht erachtet 
werden kann; als weiterer Mangel ist stets die Auffindung nur einer, 
und zwar positiven Wurzel angestrebt, aber immerhin ist der Grund- 
gedanke ein bleibender. 


Herr Canror behauptet also, daß das Verfahren sich mit dem Grade 
ändert, und diese Behauptung ist natürlich buchstäblich richtig, ganz wie 
die Behauptung, daß das Verfahren bei der Differentiation einer Potenz sich 
mit dem Grade ändert, so daß z.B. d(x“) = 4x° dx, aber d(1°) = 7x° dx. 
Allein daraus folgt ja nicht, daß dieses letztere Verfahren nicht als ein voll- 
kommen einheitliches erachtet werden kann, denn die allgemeine Formel ist 
d(x*) = nx*—1dx. Ganz auf dieselbe Weise verhält es sich mit dem Ver- 
fahren Vırres. Ist die zu lösende Gleichung 


Ent Furt m rede 
so kann die Methode Vrèrtes durch folgende Regel ausgedrückt werden: 


Wenn man einen Näherungswert & der Wurzel der Gleichung 
f(x) = a» gefunden hat und wenn dieser Wert am Ende % Nullen hat, 
so bekommt man einen noch besseren Wert «, aus der Formel 

An — f(e) 
= & + 108-1, 10R-9R—D BE. ji 
DAT ee GER hier, RE («) 
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Qt 


Die Herleitung der Formel bietet keine Schwierigkeiten dar. Man hat ja 
re) Fe) ale + Tr Er (a) + 


1 0) n — n 
ta la 








also 


fe) fl) (u) 


RE a Te Donne 


PHP (0) ++ TU ) 





Nun ist fi@,) a, und &« —« in der Regel eine kX-ziffrige Zahl. Ersetzt 
man rechts «&, — « durch die kleinste %-ziffrige Zahl 10*—1, und wirft man 
das letzte Glied des Zählers ab, bekommt man die soeben angegebene Formel. 

Man sieht hieraus sofort, daß das Verfahren gewissermaßen mit der so- 
genannten Newronschen Methode verwandt ist, und Herr Cantor hat Recht, 
wenn er sagt, daß der Grundgedanke ein bleibender ist, obgleich aus seiner 
Darstellung hervorgeht, daß er das Verfahren nicht verstanden hat.!) 

Wenn Herr Cantor als „weiteren Mangel‘ bezeichnet, daß stets die Auf- 
findung nur einer Wurzel angestrebt ist, so muß diese Bemerkung dem sach- 
kundigen Leser sehr auffällig erscheinen. Man braucht nämlich nur ober- 
flächlich von der Darstellung Vières Kenntnis zu nehmen, um zu finden, daß 
dieser nicht stets nur eine Wurzel berechnet Schon in der Einleitung 
(Opera, ed. F. van ScHooTEn, 8.173) hebt er hervor, daß es zuweilen zwei 
Lösungen gibt (,,radix est anceps“), und später behandelt er oft Gleichungen 
dieser Art. Beispielsweise u er im „Problema XIX“ (a. a. 0. 8. 219— 220) 
die Gleichung 277552 — x = 217944; in betreff dieser Gleichung bemerkt 
er schon anfangs, daß sie zwei (positive) Wurzeln besitzt. Dann teilt er die 
Rechnungen in zwei Abschnitte mit besonderen Überschriften ein, nämlich 
„Paradigma primum analyseos quadrato-quadrati avulsi a plano-plano Fuß latere, 
ad inveniendum radicem minorem“ (hier findet er = 8) und „Paradigma 
secundum analyseos quadrato-quadrati avulsi a plano-plano sub latere, ad 
inveniendum radicem maiorem“ (hier findet er «= 27), 

Daß Vière nur die positiven Wurzeln berücksichtigt, ist natürlich richtig, 
aber dieser Umstand hat nichts mit den Mängeln des Verfahrens, um das es 
sich handelt, zu tun. Will man die negativen Wurzeln der Gleichung f(x) = 4, 
durch dieses Verfahren ermitteln, hat man ja nur das Verfahren auf die Glei- 
chung f(—x) = a, anzuwenden. Die Worte (Z. 25) „und zwar positiven“ 
sollten darum unter allen Umständen gestrichen werden. G. ENESTROM. 


2:641. Über die Methode Viètes, numerische Gleichungen von der 
Form &° + cx — a zu lösen, gibt Herr Cantor (Z. 5—11) folgende Auskunft: 


1) Nachdem diese Bemerkung schon redigiert worden war, hat F. Casorı (His- 
torical note on the NEWTON-RAPHSON method of approximation; The americ. ma- 
them. monthly 18, 1911, S. 30) einen anderen etwas kürzeren, aber kaum ein- 
facheren Ausdruck für den Divisor Vières veröffentlicht. Man sieht leicht, daß dieser 
Ausdruck mit dem meinigen übereinstimmt; allerdings kann man bei Casorı nicht 
sofort das Verfahren Vréres mit der Newrosschen Methode vergleichen. 
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Bei einer Gleichung dritten Grades 4° + cx — a, deren Wurzel 
wieder als 4, +4 + 2%; gedacht ist, findet sich durch Einsetzung 
dieses Wertes und leichte Umformung: 


a= a+ cr + (82° + cr + (82, + %)2% + (8(2 +2) +c)t 
+ (+2) + 2%) 2 
und die Anwendung auf 4° + 30x = 14 356 197 liefert abermals = 243. 


Nun hat Herr Cantor S. 640 eine ähnliche Formel für die Gleichung 
a +cx—a gegeben, und in dieser Formel, deren Anwendung er für die 
Gleichung 4° + 7x = 60750 vollständig erläutert hat, ist der Koeffizient von 
%, eben der Divisor, den man benutzen soll, um 4, zu ermitteln Der Leser 
muß also annehmen, daß in betreff der Gleichung 2° + cx = a dieser Divisor 
32,°+c ist, denn warum sollte Herr Cantor sonst die oben abgedruckte 
Umformung, die nicht bei VıkrE steht, ausgeführt haben? Allein in Wirk- 
lichkeit ist in diesem Falle der Divisor Vières nicht 3x,?-+c, sondern (siehe 
die vorangehende Bemerkung) 


d 10 AUS 
— (+0) + —— (x ten) =30°+c+3-10*7' 7, 
dx; an de, 


und die Canrorsche Umformung muß darum auf folgende Weise modifiziert 
werden: 
a = 2% + ex +(82?+c+32,[2]) x, + %° 
+3 +2,’ + 0 + 8m +2,)[a])2 + 2°, 
wo [4] und [x,] bedeuten, daß bei der Ermittelung des Quotienten x, vorläufig 
durch 10*—1 und bei der neuen Berechnung x, vorläufig durch 10°? zu ersetzen ist. 
Bei der Gleichung 4° + 30x = 14356197 ermittelt Vırrz erst durch 
Wurzelausziehung den Näherungswert z, = 200. Um z, zu finden, setzt man 
in die korrigierte Cantorsche Formel a = 14356197, x, — 200, c= 30 
und, wie schon gesagt, vorläufig [a] = 10; ferner wirft man 4° sowie alle 
Glieder, die x, enthalten, ab, und dadurch bekommt man 


14 356 197 — (200)°— 30-200 6350 197 


2 7 3.(200)?+ 30 + 10-3:200 126030 ° 





Der Quotient ist hier ein wenig größer als 50, aber da der Dividendus zu 
groß und der Divisor zu klein ist, darf man für x nur 40 ansetzen, so daß 
der zweite Näherungswert 200 + 40 = 240 ist. Um einen noch besseren 
Wert zu bekommen, setzt man in die korrigierte Canrtorsche Formel 
a = 14356197, x, = 200, c = 30, x, = 40, [x,] = 40 (nicht 10), x] 
und wirft x,? ab. Dann wird 

1, 6350197 — (3(200)*+ 30 + 3-200-40)40— (40)? 524.997 

8 8-(240)?L 30- 3.240 173 550 


Also kann x, höchstens 5 sein, und wenn. man teils im Zähler das ab- 
geworfene Glied — x,° berücksichtigt, teils in dem Ausdruck 


3 (2 +2) + 0+8(x +%) [8], 


woraus der Nenner berechnet wurde, die Größe [x,] nicht =1, sondern = 3 
setzt, findet man 





524 970 


T5 — 174 990? 


also genau = 3, folglich x = 243. 
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Auch die Umformung, die Herr Cantor (Z. 11—13) für die Gleichung 
a + ca = a gibt, muß auf ähnliche Weise korrigiert werden. 

Die Canrorschen Umformungen sind besonders für den aufmerksamen 
Leser irreleitend, denn dieser kann kaum umhin, anzunehmen, daß das Ver- 
fahren Viètes im wesentlichen mit der Newronschen Näherungsmethode über- 
einstimmt. Bei Herrn Cantor sind ja die’ Koeffizienten von x, für die Glei- 
chungen 2° +cr= a, ?+er=a, 2+ci= a 


DTA SI rENC Ian 202, 


und wenn man das linke Glied der Gleichungen durch f(x) bezeichnet, ist 
in jedem der drei Fälle der Koeffizient von 2, 


Ar 
dx, 


also gerade der Divisor, der in der Newronschen Näherungsmethode benutzt wird. 


Wie Herr Cantor auf den Gedanken kam, die sinnlose oder unrichtige 
Umformung auszuführen, weiß ich nicht. Bekanntlich hat Hanxez (Zur Ge- 
schichte der Mathematik in Alterthum und Mittelalter, Leipzig 1874, S. 369— 
370) ausdrücklich behauptet, das Verfahren Vières sei mit der Newronschen 
Methode identisch, und man könnte darum versucht sein, anzunehmen, daß 
Herr CAnToR seine Umformung auf Grund dieser Behauptung vorgenommen 
hat, ohne auf die Quelle selbst zurückzugehen. Anderseits ist es nicht leicht, 
unter dieser Annahme das Cantorsche Urteil (siehe die vorangehende Be- 
merkung), „das Verfahren Vırres sei nicht als einheitlich zu erachten“, zu 


erklären. G. ENESTRÖM. 


2:693. Nachdem Herr Canror ein Werkzeug zum Zeichnen von Kegel- 
schnitten erwähnt hat, das von BRAMER in dem Buche Arozzoxzvs Cattus 
beschrieben wurde, fügt er hinzu: „Außer der Beschreibung des Werkzeuges 
zum Zeichnen von Kegelschnitten enthält das Buch allerlei Sätze über jene 
krummen Linien nebst deren Beweise.“ Dieser Zusatz ist zum Teil buch- 
stäblich richtig, aber von einem Sachkundigen kann er jedenfalls nicht her- 
rühren, sonst würde man die .drei Bände der Canrorschen Vorlesungen etwa 
auf folgende Weise charakterisieren können: „Die Vorlesungen enthalten einen 
Bericht über Klostergelehrsamkeit im Mittelalter; überdies bringen sie allerlei 
Notizen zur Geschichte der Mathematik im Altertume.“ 

Der vollständige Titel der 1. Auflage des 1. Teiles des BrAamerschen 
Buches lautet: 

Benjamin Bramers | Apollonius Cattus, | Oder geometri- || her Weg- 
weijer, | Erfter Theil | In welchem die fundamenta der allerlieb- | vnd 
Sinnreichiten Conijchen Sectionen, So von Apol- | lonio Pergaeo mit 
ichweren, ab absurdo genommenen Demonstra- | tionen dargethan, Nun: 
mehr auß leichten Œuclidijhen Grün- | den erwiefen werden. | Neben an- 
gebencten underjchiedenen wegen, die drey | Conifche Linien, Al Parabola, 
Hyperbola vnd Ellipsis || in plano zuverzeichnen. | Getrudt zu Cafjel, Bey 
Sohann Saurn, in verle- || gung deb Authoris,im Jahr Chrifti, M.DC.XXXIV. 

Quart, (8) + 96 8. 
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Wie aus dem Titel hervorgeht, enthält dieser erste Teil also wesentlich 
eine elementare Darstellung der Grundlagen der Theorie der Kegelschnitte. 
Die Darstellung, die 67 Druckseiten umfaßt, beginnt mit den nötigen Defi- 
nitionen (8. 1—8), dann kommen einige Hilfssätze ($. 8—22) und weiter 
(S. 22—66) 42 Lehrsätze über Kegelschnitte. Den „Beschluß“ (8. 66—67) 
bildet die Konstruktion einer krummlinigen Asymptote zu einer gegebenen 
Parabel. Als „Anhang deß ersten Theils“ werden (8. 68—96) zwölf ver- 
schiedene „Wege“ zum Zeichnen von Kegelschnitten gelehrt. 

Der zweite Teil des Arozroxzus Cattus hat eigentlich nichts mit Kegel- 
schnitten zu tun, sondern enthält ein Verfahren, „allerhand Sonnenuhren, die- 
selben fallen so seltzam, wie sie immer wollen, auf einem Cylinder zu Set 
und auffzureissen“, und der dritte Teil enthält die Beschreibung eines Triangular- 
instruments JoBST BURGIS. 

Aus dieser kurzen Inhaltsangabe geht hervor, daß die Canrtorsche Notiz 
keine richtige Vorstellung von dem wirklichen Inhalt der Arbeit BRAMERS. 
bringt, und es ist leicht ausfindig zu machen, worauf dies beruht. Herr 
CANTOR hat nämlich die Arbeit nicht selbst gesehen, sondern, wie er in der 
Fußnote 1 hervorhebt, nur Angaben von KASTNER und BRAUNMÜHL benutzt. 
Kisrxer sagt: „Er |BRrAmer] giebt allerley Eigenschaften der Kegelschnitte 
mit Beweisen. Auch ein Werkzeug jeden zu beschreiben“, und BRAUNMÜHL 
beschreibt ausführlich das fragliche Werkzeug. Aus diesen unvollständigen 
Angaben hat Herr Cantor einen Bericht über den Inhalt der Arbeit verfertigt. 

Beiläufig bemerke ich, daß das von BRAUNMÜHL erwähnte universalkonische 
Instrument nicht in der ersten Auflage des 1. Teiles beschrieben wird. 
Bramer sagt (S. 84): „Wie aber ein Vniversal Conisch Instrument zumachen, 
darinnen ein jeder Conus, er sey wie er wolle vorgebildet werden kan, ist vor 
etzlichen jahren von mir beschrieben, vnd zu Franckfurt bey Eberhard Kiesers 
Sel. Erben zweiffels ohne noch zu dE | G. EnEsTRöm. 


2:714—715. Die Angabe: „Grecorıus hatte dort (im 6. Buche des 
Opus geometricum) nachgewiesen, daß Flächenräume, welche durch eine Hyperbel, 
deren eine Asymptote und Parallele zur anderen Asymptote begrenzt seien, in 
einem Verhältnisse stehen, welches gleich sei dem Exponenten der Potenzen, 
als welche die abschließenden Ordinaten sich kundgeben“, ist ungenau und 
außerdem am Ende fast unverständlich. Der Satz des GrEGoRIUS (vgl. a. a. O. 
S. 594, prop. CXXV) lautet: 

Inter asymptotos AB, AC, constituta sit hyperbola; ex qua assu- 
mantur quaeuis duae partes terminatae rectis DE, PQ, & HI, KC, quae 
aequidistent asymptoto AB .... Dico superficiem DE®QP toties 
continere superficiem AICK, quoties ratio lineae DE ad PQ, multiplicat 
rationem HI ad XC. 

Will man den Satz in unsere mathematische Sprache übersetzen und nimmt 
man der Einfachheit halber als Gleichung der Hyperbel xy = 1, so kann der 
Satz auf folgende Weise ausgedrückt werden: 

Nimmt man zwei Flächenräume, deren jeder durch die Hyperbel, 

die Asymptote y — O und zwei Ordinaten begrenzt sind, und nennt man 


x a b, \r 
die zwei Paare von Ordinaten ay, &,; du, b,; ist ferner — — (:) , so 

à 3 à : : a, b, 
verhalten sich die Flächenräume wie n zu 1. 
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Analytisch ausgedrückt bekommt der Satz die Form 


= do y= bo 


A, “: _ fee ——n:l 


X 
yo PORT 

und aus dieser letzten Formel sieht man he sur re der Satz richtig ist, denn 

aus der Bedingung folgt ja unmittelbar 


log (a) : log G) =": 1. 


Der von Herrn CANTOR ausgesprochene Satz wird richtig, wenn man den 
höchst eigentümlichen Ausdruck: „dem Exponenten der Potenzen, als welche 
die abschließenden Ordinaten sich kundgeben (?!)“ als die doppelte Bedingung 


a =b,, a=b, enthaltend auffaßt, aber ein so spezieller Satz bietet wenig 
Interesse dar. Der Satz des GRÉGOIRE DE SAINT-VIncENT enthält dagegen 
nicht diese doppelte Bedingung. G. Ensström. 


2:715. Aus den Zeilen 3—7 kann man kaum ausfindig machen, auf 
welche Weise SarasA das Auftreten von Logarithmen bei den hyperbolischen 
Flächenräumen angegeben hat. In Wirklichkeit gibt Sarasa nicht direkt an, 
wie man solche Flächenräume durch Logarithmen ausdrücken soll, sondern er 
sagt nur (S. 16, prop. 10), daß die Flächenräume Logarithmen ersetzen oder 
vertreten können (,hae superficies supplere possunt locum logarithmorum; 

. erit superficies MF loco logarithmi 6“), und aus seinem Rechenbeispiele 
kann man nicht ersehen, wie groß der Flächenraum zwischen zwei Ordinaten 
ist. Soviel ich weiß, ist J. GREGORY der erste, der ausdrücklich die Größe 
eines hyperbolischen Flächenraumes angegeben hat (siehe Vera circuli et hyper- 
bolae quadratura, Patavii 1667, S. 49). Der Satz GREGORYS kann auf moderne 
mathematische Sprache folgendermaßen ausgedrückt werden: „Sei æy = 1 die 
Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, so ist der Flächenraum zwischen den 
zwei Ordinaten y = 1 und y — «a gleich loga. G. ENESTROM. 


2:757. Nachdem Herr Caxtor darauf hingewiesen hat, daß die PascaL- 
sche Anwendung des arithmetischen Dreieckes auf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung erst 1665 in den Buchhandel kam, bemerkt er, daß „der Briefwechsel 
zwischen Pascar und Fermar [über Wahrscheinlichkeitsrechnung| noch viel 
später in die Öffentlichkeit gelangte“. Nun verweist Herr Cantor in betreff 
dieses Briefwechsels auf die „Oeuvres de PascaL“, deren erste Auflage 1779 
erschien, und wenn der nicht prehkundipe Leser diesen Umstand mit den 
Cantorschen Worten „noch viel später“ zusammenstellt, kann er kaum umhin 
zu vermuten, daß die FermAtschen Untersuchungen über Glücksspiele erst 1779 
in die Öffentlichkeit gelangten, also zu einer Zeit, als sie gar keinen Einfluß 
auf die Entwicklung der Weleschöinlichkeitsrechnang haben konnten. Aber in 
Wahrheit ist die Sachlage die folgende. 

Es gab eigentlich zwei Briefe von FERMAT an PAscar, die für die Ge- 
schichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Belang sind. Der erste Brief, 
der höchstwahrscheinlich vor dem 29. Juli 1654 geschrieben wurde, ist verloren 
gegangen, aber das Verfahren, das FERMAT darin für zwei Spieler auseinander- 
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setzte, kennen wir aus dem Antwortschreiben PascarLs vom 24. August 1654; 
dieses Antwortschreiben, das Herr Cantor S. 756 für seinen kurzen Bericht 
über die Fermartsche Methode benutzt hat, wurde schon 1679, also nur 
14 Jahre nach dem Erscheinen des Pascarschen Traité in den Varia opera 
(S. 184—188) veröffentlicht. Der zweite Brief von FerwmAar, in dem die 
Methode auch auf mehr als nur zwei Spieler ausgedehnt wurde, ist, wie Herr 
Cantor $. 756 richtig angibt, vom 25. September 1654 datiert, und dieser 
Brief wurde erst 1779 von BossuT in den Oeuvres de Pascaz zum Abdruck 


gebracht. G. ENESTRÔM. 


2:759. Die Angabe (Z. 7—9): „am 6. Mai hatte FRANCISCUS van 
SCHOOTEN schon zugesagt, vielleicht schon begonnen, die holländisch geschriebene 
Abhandlung [De rationiciis in ludo aleae] ins Lateinische zu übersetzen“ muß 
auf einer Verwechselung beruhen. Der von Herrn CAntor als Beleg zitierte 
Brief vom 6. Mai 1656 ist nicht von SCHOOTEN sondern von HuygEns ge- 
schrieben, und darin wird nicht erwähnt, daß SCHooTEN versprochen hatte, 
selbst die Übersetzung zu verfertigen. Jedenfalls hatte er die Arbeit damals 
noch nicht begonnen, denn am 30. Mai 1656 schreibt er an HuygEns, er wisse 
noch nicht, wann er Zeit dazu finden könne (Oeuvres complètes de CHR. HuyGEns 
1, La Haye 1888, S. 422). G. ENESTROM. 


2:812. Die Redewendung: „Die Parallelen selbst heißen omnes ordina- 
tim applicatae“ ist nicht ganz genau; DESCARTES schrieb seine Géométrie fran- 
zösisch und benutzte den Ausdruck: „appliquees par ordre“. Das Wort „omnes“, 
das zufälligerweise an der von Herrn CAnTor zitierten Stelle der SCHOOTEN- 
schen Übersetzung vor „ordinatim“ steht, hat nichts mit der Benennung zu tun. 

In betreff der Geschichte des Termes Ordinate hat schon TRoPFkE (Ge- 
schichte der Elementargeometrie 2, Leipzig 1903, S. 426) eine ergänzende Notiz 
gebracht, indem er darauf hinweist, daß der Ausdruck rerayusvag xarnyuévou 
des APOLLONIUS schon 1566 von ÜCoMMANDINO durch „ordinatim applicatae“ 
übersetzt wurde. Ich erlaube mir, hier unten einige weitere Beiträge zur Ge- 
schichte des Terms zu bringen. 

Im Mittelalter wurde der Ausdruck rerayusvag #arnyuëvn von den abend- 
ländischen Übersetzern aus dem Arabischen teils durch „linea secundum ordi- 
nem“, teils durch „linea ordinis“ wiedergegeben, und die Bedeutung war 
insofern schwankend, als man zuweilen die Ordinate in unserem Sinne, zu- 
weilen die doppelte Ordinate meinte; diese Zweideutigkeit geht ja übrigens 
auf Arorronıus selbst zurück (vgl. z.B. Kovırd, I Def. 4 und I Prop. 20). 
Der Ausdruck „linea secundum ordinem“ kommt beispielsweise in einer (wahr- 
scheinlich von GHERARDO ÜREMONESE herrührenden) Übersetzung „Liber de 
speculis comburentibus“ vor (siehe BM 10,, 1909/10, $. 222 Z. 30, 223 Z. 1) 
und bedeutet dort die einfache Ordinate. Der Ausdruck „linea ordinis“ mit 
der Bedeutung „doppelte Ordinate“ befindet sich (siehe BM 11,, 1910/11, 
S. 204 Z. 8) in einer lateinischen Übersetzung einer arabischen Schrift über 
die Parabel, welche Übersetzung sicherlich aus dem Mittelalter herrührt, ob- 
gleich die älteste jetzt bekannte Handschrift erst aus dem 16. Jahrhundert 
stammt. Ob auch die Form „ordinata“ schon im Mittelalter vorkommt, weiß 


Kleine Mitteilungen. 241 


ich nicht. Aber schon bevor CoMMANDINO seine APoLLONIUS-Übersetzung ver- 
öffentlichte, benutzte Maurozico diese Form für einfache Ordinate teils in 
einem vom 29. März 1555 datierten Manuskript (siehe Bullett. di bibliogr. d. se. 
matem. 9, 1876, S.107), teils in dem schon 1553 verfaßten, 1575 ge- 
druckten Traktat De lineis horariis (siehe F. Maurozyor Opuscula mathematica, 
Venetiis 1575, S. 270: „in semidiametro autem ellipsis . .. educantur dia- 
metro perpendiculares sive ordinatae gm.hn.ko . ec“). 

Da TroPrKe (a a. O. S. 426) darauf hinweist, daß Cr. WozrF „semi- 
ordinata“ verwendet, mache ich beiläufig darauf aufmerksam, daß B. BRAMER 
schon 1634 diese Form für einfache Ordinate benutzt hat (siehe Apozzonrus 
Cattus 1, Cassel 1634, S. 4), während er „ordinatim applicata“ für doppelte 
Ordinate gebraucht. G. ENESTROM. 


2:812. Nachdem Herr Cantor den Grundgedanken der Koordinaten- 
geometrie, wie er in den jetzigen Lehrbüchern auseinandergesetzt wird, an- 
gegeben hat, bemerkt er (Z. 20— 24): 


Von einer Begrifisbestimmung der analytischen Geometrie von der 
Art, wie sie hier ausgesprochen worden ist, nimmt DESCARTES allerdings 
so wenig seinen Ausgangspunkt, daß sie sich sogar nirgend bei ihm aus- 
drücklich ausgesprochen vorfindet; man muß sie da und dort aus seinem 
Verfahren herauslesen. 


Mit den ersten Zeilen dieser Bemerkung bin ich einverstanden, nicht aber mit 
den Worten: „man muß sie da und dort aus seinem Verfahren herauslesen“, 
denn meiner Ansicht nach hat Herr CantorR in die Geometrie von DESCARTES 
die fragliche Begriffsbestimmung hineingelesen, so daß der Leser durch die 
Cantorsche Darstellung eine unrichtige Vorstellung von dem Grundgedanken 
der analytischen Geometrie bei Descartes bekommt. Allerdings ist die Be- 
griffsbestimmung die billigste, da sie sofort aus einem Lehrbuche der analy- 
tischen Geometrie entnommen werden kann, ohne daß man sich der Mühe 
unterzieht, zu untersuchen, was DEScaRTES selbst gesagt hat. Es ist also eine 
Art der „Ökonomie des Denkens“, die nicht selten in den Cantorschen Vor- 
lesungen vorkommt, aber zu empfehlen ist diese Art meines Erachtens nicht. 

In den folgenden Zeilen werde ich versuchen, auseinanderzusetzen, wie sich 
Descartes selbst die Sache dachte; die dabei eingeschalteten Zitate und Ver- 
weise beziehen sich auf die Pariser Ausgabe der Geometrie vom Jahre 1886, 

Was DEscARTES mit seiner analytischen Geometrie erzielen will, ist teils 
die algebraische Lösung geometrischer Aufgaben, teils die geometrische Kon- 
struktion dieser algebraischen Lösung. Wenn die Aufgabe nur eine Lösung 
oder eine endliche Zahl von Lösungen hat, bekommt man zuletzt eine Glei- 
chung mit einer einzigen Unbekannten, und die Konstruktion hat den Zweck, 
einen Punkt oder eine endliche Zahl von Punkten zu bestimmen. Kommen 
dagegen noch in der Endgleichung zwei oder mehrere Unbekannte vor, so be- 
deutet dies, daß das Problem nicht vollständig bestimmt ist (S. 4: „cela temo- 
igne qu’elle [la question] n’est pas entièrement déterminée“). Am wichtigsten 
ist der Fall, in dem zwei Unbekannte vorkommen, und dann handelt es sich 
darum, die Linie zu ermitteln, auf der alle Punkte liegen, welche der durch 
das Problem aufgestellten Bedingung genügen ($. 9: „il est aussi requis de 
connoitre et de tracer la ligne dans laquelle ils [les points] doivent tous se 
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trouver“). Für diesen Zweck wählt Descartes eine Gerade aus, die er zu- 
weilen Diameter nennt ($S. 31: „toutes les lignes droites appliquées par ordre 
à son diamètre“); er bezieht jeden der gesuchten Punkte auf je einen Punkt 
des Diameters und zwar so, daß jener konstruiert werden kann, wenn dieser 
als bekannt vorausgesetzt wird. Da dieses Beziehen bei DESCARTES wesent- 
lich ist und den Grundgedanken der modernen Koordinatengeometrie ersetzt, 
bringe ich als Belege einige Zitate aus der Géométrie: 

S. 18: „Je choisis une ligne droite comme AB, pour rapporter à ses 

divers points tous ceux de cette ligne courbe EC.“ 

S. 32: „Or de cela seul qu’on sait le rapport qu’ont tous les points 

d’une ligne courbe à tous ceux d’une ligne droite, en la façon que 
j'ai expliquée, il est aisé de trouver aussi le rapport qu’ils ont à 
tous les autres points et lignes données“. 

S. 33: „Le rapport qu'ont tous les points de la courbe CE à ceux de 

la droite GA.“ 

Nun hatte schon ApoLLonius gelehrt, die Punkte eines Kegelschnittes auf 
die Punkte eines Diameters zu beziehen, nämlich durch Strecken (Ordinaten), 
die einen konstanten Winkel mit dem Diameter bilden und deren Länge in 
jedem einzelnen Falle von der Lage des Punktes des Diameters abhängig war; 
auch Descartes bedient sich eines ähnlichen "Verfahrens, und der konstante 
Winkel ist bei ihm in der Regel ein rechter. Aber während APpoLtLonIus keine 
algebraischen Formeln benutzte und darum nicht nötig hatte, die Zahl der nicht 
gegebenen Größen der Relation, wodurch die Länge der Strecken (Ordinaten) 
bestimmt wurde, auf zwei zu beschränken, lag die Sache anders für DESCARTES, 
dessen Zweck ja war, die Konstruktion der Punkte auf Grund einer End- 
gleichung mit zwei Unbekannten auszuführen. Darum mußte DEscARTES 
außer der Ordinate, die die zu berechnende Größe, d. h. die abhängige Ver- 
änderliche repräsentierte, eine andere Strecke haben, die der willkürlichen 
Größe, d. h. der unabhängigen Veränderlichen entsprach, und deren Länge für 
jeden Punkt des Diameters sofort durch Ausmessung gefunden werden konnte. 
Dies gewinnt man ja am leichtesten, wenn man einen Punkt auf dem Diameter 
nimmt und die fragliche Strecke als den Abstand des veränderlichen Punktes 
des Diameters von diesem Punkte bestimmt. Auch Descartes wandte dieses 
Verfahren an ($S. 18: „en cette ligne AB je choisis un point comme A, pour | 
commencer par lui ce calcul“). Für die erste Strecke (die Ordinate) benutzte 
er die Benennung: „appliquee par ordre“ (8. 31: „toutes les lignes droites 
appliquées par ordre à son diamètre“) und die zweite Strecke nannte er zu- 
weilen Segment (8. 31: „les segments de ce diamètre qui sont entre le som- 
met et ces lignes“); seine Zeichen waren y für die Ordinate und æ für das 
Segment. Endlich drückte er alle nicht gegebenen Größen auf Grund der Be- 
dingungen als Funktionen von &, y und Konstanten aus, und bekam dadurch 
die Gleichung der Kurve. 

Allerdings führt das DescArtzssche Verfahren zu demselben Ergebnis, als 
wenn man sich eines rechtwinkligen Koordinatensystems bedient, aber der 
Grundgedanke ist in den zwei Fällen nicht genau derselbe, und DESCARTES 
hebt selbst hervor, daß man für die zwei unbekannten Größen der Endgleichung 
auch andere Strecken nehmen könnte (8. 19: „je dis que je chosis et l’un 
et l’autre, a cause qu’il est libre de les prendre tels qu'on veut“). Beispiels- 
weise könnte man eine zweite Gerade, die mit der Hauptgeraden den Winkel « 
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bildet, als Hilfsgerade nehmen und für x den Abstand des beweglichen Punktes 
des Diameters von der Hilfsgeraden nehmen; in diesem Falle würde z. B. die ein- 
fachste Gleichung des Kreises nicht x? + y? = a?, sondern x? cosec?’« + y? — a? 
sein. Anderseits ist es leicht zu verstehen, warum DESCARTES für y und x gerade 
die Ordinate und das Segment des Diameters wählte; die Ordinate hatte, wie 
schon erwähnt, APoLLONIUS benutzt, und das Segment des Diameters war die 
einfachste Strecke, die man für die zweite Größe haben konnte. 

Auch F. van ScHooTEN schließt sich in seinem Kommentar zur Géométrie 
der Betrachtungsweise DescArTEs®’ an. Wenn er eine Transformation der 
Gleichung einer Kurve vornehmen will, die von unserem Gesichtspunkt aus 
eine Drehung der Koordinatenachsen um den Anfangspunkt bedeutet, formuliert 
er das Problem auf folgende Weise: Eine Kurve ist auf eine Gerade AB be- 
zogen; es wird verlangt, die Gleichung der Kurve zu ermitteln, wenn sie auf 
eine andere Gerade DF bezogen wird (siehe Descartes, Geometria . .. in 
linguam latinam versa, et commentarüs illustrata, opera atque studio 
F. à Souoorex, Lugduni Batavorum 1649, S 192). 

Es ist besonders wichtig, auf den wirklichen Gedankengang DescArTEs’ 
Bezug zu nehmen, wenn man die Vorgeschichte der analytischen Geometrie 
behandeln will Sonst könnte man leicht versucht werden, anzunehmen, daß 
Descartes auf irgendeine Weise von ORESME beeinflußt worden war. 


G. ENESTRöM. 


2:812. Nach Herrn Cantor beginnt das erste Buch der Géométrie von 
DeEscaRTES „mit der Behauptung, jede geometrische Aufgabe laufe darauf 
hinaus, eine Anzahl von Strecken zu kennen“. Es ist mir nicht bekannt, 
welchen Sinn Herr Cantor diesen Worten (Z. 26—27) gibt, aber jedenfalls 
kann ich nicht anerkennen, daß sie eine richtige Übersetzung der ersten Zeilen 
der Geometrie sind. Diese Zeilen lauten: „Tous les problemes de geometrie 
se peuvent facilement réduire à tels termes, qu’il n’est besoin par après que de 
connoître la longueur de quelques lignes droites pour les construire“ und ‚darin 
ist meines Erachtens die Behauptung enthalten, die Lösung jeder geometrischen 
Aufgabe könne auf eine Rechnung mit und Konstruktion von Strecken zurück- 
geführt werden. Diese Deutung scheint auch ScHooTEn als die richtige zu 
betrachten, denn er übersetzt: „Omnia geometriae problemata facile ad hujusmodi 
terminos reduci possunt, ut deinde ad illorum constructionem opus tantum sit 
rectarum quarundam linearum longitudinem cognoscere“. Meiner Ansicht nach 
meint DESCARTES mit seiner Behauptung, daß jeder Ausdruck, der bei der 
algebraischen Lösung einer Aufgabe erhalten wird, geometrisch als eine Strecke 
repräsentiert werden kann. G. ENESTROM. 


2:815. In einer früheren Bemerkung (BM 10,, 1909/10, S. 64) habe 
ich darauf hingewiesen, daß die Behauptung von DESCARTES, die Herr CANTOR 
auf ebene Raumkurven beschränkt, auch für solche Kurven nur ausnahms- 
weise richtig sein kann. Herr P. Srickez hat die Güte gehabt, mich darauf 
aufmerksam zu machen, daß die Ermittelung der eventuellen Ausnahmefälle 
ein sehr einfaches Problem der Infinitesimalgeometrie ist. 

Betrachtet man die beiden aufeinander senkrechten Ebenen, auf die die 
im Raume befindliche Kurve projiziert werden soll, als xy- und x2-Ebenen, 


16* 
x 
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und sind die Gleichungen dieser Projektionen f(x, y) = 0, p(z,2)= 0, so hat 
die Ebene, die durch die Normale der Kurve f(x,y)=0 im Punkte x, y 
senkrecht zur xy-Ebene gelegt wird, die Gleichung 


of Ô 
eu D (a 


er £); 


ebenso ist die Gleichung der De Ebene durch die Normale der 
Kurve @{x, #) = 0 
ras (x, = Ba 
A — 2) = (1-2). 


Also sind die See der ee dieser Ebenen 
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und die Richtungskosinus der Geraden sind also den Größen 


of) 092), army) Opa) Ef y) Op, 2) 
0% 0% NO RO 0% 02 


proportional. Anderseits findet man leicht aus den Gleichungen 
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daß die Richtungskosinus =. SE, = der Tangente der Raumkurve im Punkte 
x, y, 2 den Größen 
ray) 0p(x,2), | Of(x y) cpla,z) | Ôf( y) 0p( 2) 
Sr y MARNE 0% ee Ôy 0% 
proportional sind. Nun ergibt die bekannte Bedingung des Senkrechtstehens 





cos & cos & + cos B cos! + cos y cos y! = 0, 
daß die Tangente senkrecht auf der Schnittgeraden steht, wenn 


0f(æ, y) of y) pre) 0p( à) _ og 
OL RNNEOY 0% 02 ; 





also wenn wenigstens eine dieser vier partiellen Ableitungen verschwindet. 
Indessen zeigt eine einfache geometrische Überlegung, daß die Schnittgerade ., 
dann nicht in der Ebene der Raumkurve liegt, folglich nicht die Normale 
dieser Kurve ist. Die Bedingungsgleichung bedeutet nämlich, daß sich die 
Raumkurve auf eine der beiden Ebenen (oder auch auf beide) in eine Gerade 
projiziert, die überdies einer der darin liegenden Koordinatenachsen parallel 
ist, und dann steht die Schnittgerade senkrecht auf der Ebene der Raumkurve. 
Man kann also ganz einfach sagen, daß die Behauptung von DESCARTES 
auch mit der Cantorschen Beschränkung falsch ist. G. ENESTROM. 


2:852. Hier wird die vereinfachte Tangentenmethode erwähnt, die 
Descartes 1638 in einem Briefe angab, aber wann diese Methode veröffentlicht 
wurde, teilt Herr CANTOR uns nicht mit; ZEUTHEN behauptet (Geschichte der 
Mathematik im XVI. und XVII. Jahrhundert, Leipzig 1903, 8. 326), daß 
die Methode von SCHOOTEN in seinem Kommentar zur Geometrie DESCARTES’ 
benutzt wurde, und diese Behauptung ist nicht unrichtig, aber allzu unvoll- 
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ständig. Die Stelle, die ZEUTHEN meint, kommt nämlich nicht in der ersten 
Auflage (1649) des Schootznschen Kommentars vor, sondern ist in die zweite 
Auflage (Geometria a R. Descartes... cum notis Fı. DE BEAUNE... in 
linguam latinam versa, et commentarüs illustrata, opera atque studio F. 4 
ScHoorEn, Amsterdam 1659, S. 246—247) eingeschaltet worden. Anderseits 
besorgte SCHOOTEN schon 1649 die Veröffentlichung einer nicht von ihm her- 
rührenden Schrift, worin die Methode vorkommt, nämlich die „Notae breves“ 
von Fr. DEBEAUNE (siehe Geometria a R. Descartes . . . cum notis FL. DE 
BEAUNE . . . in linguam latinam versa, et commentariis illustrata, opera atque studio 
F. A Soxoorex, Leyden 1649, S. 147—148). DeBEAunE gibt als Gleichung 


mo 
® 


der Sekante x — » wo v und s zwei Größen sind, wodurch die Lage 


der Sekante bestimmt wird; aus seiner Herleitung der Gleichung geht un- 
mittelbar hervor, daß die Subtangente y—v wird, wenn die Sekante in eine 
Tangente übergeht. Ferner bringt DEBEAUNE die Gleichung der Kurve auf die 
Form 2=f(y), woraus 


VE) oder f)- LE s = 0 


In dem von ihnen behandelten Beispiel ist f (y) ein Polynom zweiten Grades, 
so daß die Gleichung quadratisch wird DEBEAUNE kann darum die Koeffizienten 
derselben mit den Koeffizienten der Gleichung y? — 2ey + e = 0 identifizieren 
und bekommt dadurch v und s als Funktionen von e und Konstanten; endlich 
setzt er nach der Descartzsschen Vorschrift e — y und erhält dadurch 


by Er QUE 
er daß die Subtangente y — TH wird. 

Genau dasselbe Verfahren hat ScHooren 1659 (siehe oben) gelehrt, und 
er erwähnt dabei gar nicht, daß er S. 107—142 desselben Bandes eine Schrift 


zum zweiten Male zum Abdruck gebracht hat, worin das Verfahren (S. 131) 
zu finden ist. G. ENESTRÔM. 


D = 





2:860. Die Worte (Z. 12—14): „und aus dieser Ähnlichkeit folgen 
Beziehungen zwischen x’, y', E,x,y, A, welche, wenn man F (x, y)=F («', y) = 0 
mit berücksichtigt“, bringen meines Erachtens keine klare Vorstellung von der 
Fermarschen Tangentenmethode. In dem ersten Beispiele Fermars (die Zissoide) 
entspricht der folgende Passus den soeben zitierten Worten des Herrn CANToOR: 


EG vocabitur N— E, EO vocabitu À 4% 8 


Aber für die Größen, die FERMAT EG, N, EO, R nennt, hat Herr CanrtorR 
die Zeichen x, x, y, y eingeführt, so daß die zwei Gleichungen lauten: 


yA—yE 
FIRE ? 





x =x—E#Æ, y — 


und die erste dieser Gleichungen erhält man natürlich nicht aus dem Satze 
A MPT = A M'P'T', sondern unmittelbar aus der Definition von E; das 
Wort „Beziehungen“ ist also nicht ganz genau. 
Statt der von mir beanstandeten Worte schlage ich also vor, etwa 
yA— yE 
gen 


Folgendes zu setzen: „und aus dieser Ähnlichkeit folgt y! = Ferner 


ist auf Grund der Definition <= x — E; wenn man diese Werte in die 
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Gleichung F(«', y') einsetzt und auf die Gleichung F (x, y) Bezug nimmt, 
bekommt man“. Die Worte „entstehen lassen“ (Z. 15) sind natürlich dann 


zu streichen. G. ENESTRÖM. 


2 :863. In betreff der Inflexionspunkte erwähnt Herr Cantor die Be- 
hauptung FERMATS, „daß in ihnen der von der Berührungslinie mit der Abszissen- 
achse gebildete Winkel ein Minimum sei, wie man leicht beweisen könne, ut 
facile est demonstrare“. Es wäre vielleicht nicht ganz ohne Interesse hinzu- 
zufügen, daß FERMAT versucht hat einen Beweis seiner Behauptung zu bringen, 
und daß er eine Regel für die Auffindung von Inflexionspunkten gegeben hat, 
die der Gleichung 





d’y 
2 
CEO N —— — 0, also ne GE AIO 5 — 0 
"er "at 
JT ds dx 
entspricht. Wenn man von der fremden Lösung © — 00 absieht, stimmt 
also die FermAtsche Regel mit der in unseren Lehrbüchern der Differential- 
geometrie gelehrten überein. G. ENESTROM. 


2 : 878. In betreff der Angabe über die Quadratur der Zykloide (Z.25— 28): 
»#ROBERVAL hatte ihren durch den dreifachen Erzeugungskreis hergestellten 
Betrag 1634 MERSENNE mitgeteilt. Im folgenden Jahre 1635 fanden FERMAT 
und DESCARTES unabhängig von einander Beweise dieses Satzes“ soll die Unter- 
suchung von C.R. WALLNER in der Biblioth. Mathem. 4,, 1903, 8. 41—42 
verglichen werden. Daraus geht mit großer Wahrscheinlichkeit hervor, daß 
„1636“ oder „1637 statt „1634“ gesetzt werden sollte, und jedenfalls hat 
DEscARTES erst 1638 von RoBERVALS Entdeckung Kenntnis bekommen. Wann 
FERMAT diese Entdeckung durch MERSENNE kennen lernte, dürfte nicht fest- 
gestellt werden können, aber nach der Ansicht P. TANNERYS muß es spätestens 
Februar 1638 gewesen sein (siehe Oeuvres de FErmar À, Paris 1894, $S. 135 
Fußnote 1). Am 1. Juni 1638 teilte RoBervaz selbst FERMAT die Entdeckung 
mit (a.1a. 0.8. 151). | + 

Die Schrift von MERSENNE, die WALLNER à. à. O. S. 41 ein ihm „nicht 
näher bekanntes Schriftstück“ nennt, ist die Reflexiones physico-mathematicae 
(Novarum  observationum physico-mathematicarum Tomus III, Parisiis 1647), 
und die von MoxtucLA angedeutete Stelle befindet sich S. 71. Nach P. TANNERY 
(Oeuvres de Descartes 5, Paris 1903, 8. 428) ist die dort vorkommende 
Angabe „ab anno 1634“ wahrscheinlich Druckfehler statt „ab anno 1643“, so 
daß die Angabe bedeutungslos ist. G. ENESTROM. 


2 : 891. Come ha già avvertito il sig. Enzström (Biblioth. Mathemat. 1,, 
1900, p. 273): non v’e dubbio alcuno che Rıccarno, autore dell’ Hemisphaerium 
dissectum e ToMmaso, menzionato nella lettera dello SLuse all’ HuvGEns erano 
fratelli. Siamo in grado di aggiungere che nacquero ambedue di Riccarpo 
Waire di Hutton (Essex) e di Maria di EpMonpo PLOWDEN, il primo nel 
1590, il secondo nel 1593 (e non nel 1588 come è affermato dagli 


+ 
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editori delle Opere dell’ Huycens); di questo secondo sappiamo ancora che 
mori a Londra il 6 Luglio 1676 (e non nel 1680, come asseriscono i suddetti 
editori): di RıccARDo possiamo soltanto affermare che era ancora vivente 
nel 1653, che a questo tempo si trovava a Roma e vi aveva dal 19 Dicembre 
1652 al 3 Gennaio 1653 osservata una cometa (Bibl. Naz. di Firenze. Mess. 
Galileiani. Cimento. Tomo XIII, car. 8—10). Queste osservazioni furono per 
la prima volta pubblicate dal FapBront (Lettere inedite di. uomini illustri 2, 
Firenze 1775, pag. 261— 263), e ristampate dal DE Zach (Zeitschrift für 
Astronomie 4, Luglio e Agosto 1817, pag. 93). 
Padova. ANTONIO FAvaRo. 


2: 9083. In der Fußnote 3 sollen die Worte „bei MARIE und“ gestrichen 
werden, folglich ist auch „ist die Darstellung“ statt „sind die Darstellungen“ 
zu setzen. Bei Marre kommt nämlich in Wirklichkeit keine Darstellung des 
Wartisschen Verfahrens, um x zu berechnen, vor, die mit den Darstellungen 
Cavzeys und REïtFrs verglichen werden kann. Nachdem MARIE angegeben 
hat, wie WaLLis zu seiner Reihe 

D DES) AGREE, 
3 15 105 
gekommen ist, fügt er hinzu: 


N [Wazus] se propose le probleme de l’interpolation d’un terme 


entre 1 et 2 sous la condition de satisfaire à la loi de formation de la 


suite, loi non formulée du reste et définie seulement par son origine 
concrète. WALLIS y parvient, mais par une analyse trop compliquée 


Br: TU 
pour trouver place 1ci Il trouve que 5 


BIS AG ORT. 
ONCE gie. 
Das ist alles, was bei MARIE steht! G. ENESTRÖM. 


est la limite du rapport 





2:904. Die Worte (Z. 13—14): „von welchen die bei u = — 1 erschei- 
nenden allerdings falsch sind“ sollten gestrichen und gleichzeitig 2.13 ,u — 0, 
1022, 6statt „u —1, 0, 1, 2,2 .:, 8% gesetzt werden. ' Herr CAnTtor 
hat offenbar seine Behauptung aus der von ihm zitierten Darstellung Reırrs 
entnommen, und wenn man nur diese Darstellung liest, wird man geneigt, 
die Behauptung als richtig zu betrachten. Allein wenn man auf WAuLIS 
selbst zurückgeht, kommt man zu einem anderen Ergebnis. Die Tabelle, die . 
Reırr (Geschichte der unendlichen Reihen, Tübingen 1889, $S. 10) wiedergibt, 
steht im Satze 185 der Arithmetica infinitorum (siehe Opera 1, Oxford 1695, 
S. 460) und Waruıs sagt selbst, daß die Tabelle eine Ergänzung der Tabelle 


seines Satzes 132 se. Nun gibt Wazzis ganz bestimmt an, daß diese 


4 amt 


letztere Tabelle die Werte der Größe enthält, die wir durch 1 (1 = „m )3 dx 


0 

bezeichnen würden, und hieraus folgert Reırr offenbar ohne weiteres, daß die 
erste Zeile oo, 1, +, ©, 4), 1% der Tabelle des Satzes 185 die Werte der 
fraglichen Größe für m=— 1, != — 1, 0, 2, 4, 6, 8 gibt; auch die Rubrik: 
..Recipr. Quadrat.“ dieser Zeile und die Rubrik „Recip. Yq Residuorum“ der 
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ersten Vertikalzeile der Tabelle scheinen die Richtigkeit der Reırrschen Auf- 
fassung zu bestätigen. Aber wenn man bemerkt, daß die ergänzte Tabelle, 
worin die Reihe oo, 1, +, ©, 3, 38: vorkommt, schon im Satze 184 steht und 
ausdrücklich als eine Tabelle der figurierten Zahlen bezeichnet wird, so wird 
man dadurch versucht, anzunehmen, daß die Reihe bei Warrıs eine Reihe von 
figurierten Zahlen im verallgemeinerten Sinn, also Binomialkoeffizienten mit be- 


liebigem Index sind. In der Tat kann man ja einen Binomalkoeffizienten mı 


auf die Form (m + dm +1—-1)...(m-+ 1) 
1.d—1)...85.2.1. 





bringen, und setzt man hier m= — 3,1=1, 2, 3, 4, bekommt man eben die 
Reihe 4, 2, 15, 1%, Nach ReIrr soll Wautis dagegen geglaubt haben, die 
1 | 


29 89 489 384° 





an 
Größe, die nach unserer Bezeichnung f (1 am) ? dx ist, bekomme für m=—|1, 
!=2 den Wert +, also 5 

1 


IR — 2 ?)dx = = 


5 
Allein bekanntlich hat Wazzis ausdrücklich hervorgehoben (Arithmetica infini- 
torum Satz 104), daß man durch Integration von æ —? eine überunendliche Größe 


1 
1 
bekommt, die nach seiner Bezeichnung # ist, so daß ‚N (1-2 M)de=1— En 
0 


und ganz gewiß wußte er, daß das rechte Glied nicht = + ist. 

Aber wie soll man dann die Worte: „Recipr. Quadrat.“ und „Recip. y/g 
Residuorum“, wodurch Reırr offenbar irregeleitet worden ist, erklären? Meiner 
Ansicht nach liegt hier ein einfacher Flüchtigkeitsfehler von WALLIs vor. 
Warrıs wußte, daß für positive Exponenten die Benennungen des Satzes 132 
statt derer des Satzes 184 benutzt werden konnten, und ohne besondere Über- 
legung wählte er die entsprechenden Benennungen auch für die Binomial- 
koeffizienten der ersten Zeile. Meine Ansicht, daß Warrıs der Benennung 
dieser Zeile keine besondere Aufmerksamkeit widmete, wird von den Worten, 
die unmittelbar der Tabelle des Satzes 185 vorangehen, bestätigt. Die Worte 
sind: „Si infinita series aequalium mulctetur analoga serie subprimanorum, 
vel subsecundanorum, vel subtertianorum, &c., residua, eorumque quadrata, 
cubi, &c. eam rationem habebunt ad aequalium seriem congruam, quam habet 
unitas ad numeros tabellae sequentis‘“ Hier wird also die Zeile, die die 
reziproken Werte enthält, gar nicht erwähnt 

Z. 13 sagt Herr Cantor, daß Wazris die Werte des Integrals bei A=0, 
2, 4, 6, 8 findet; in Wirklichkeit gibt Waruıs die Werte der Größe, um die 
es sich bei ihm handelt, nicht für fünf, sondern für zehn Werte an, so daß 
bei Herrn Cantor A == — 1, 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 stehen sollte. Allerdings 
werden nicht in der Tabelle des Satzes 185, sondern erst in der Tabelle des 
Satzes 189 alle Werte für À = — 1, 1, 3, 5, 7 gegeben, aber eine ähnliche 
Bemerkung gilt ebensosehr für die Canrorsche Angabe (Z. 13): ju = — 1, 
0,1,2..., 8%. Die Tabelle des Satzes 189 hat Reırr nicht, und die Tabelle 
des Satzes 185 nicht ganz vollständig abgedruckt, so daß ein Verfasser, der 
als überflüssig betrachtet, auf die Quellen selbst zurückzugehen, sehr leicht ver- 
anlaßt wird, die Cantorschen Angaben zu bringen. G. ENESTRÔM. 
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2:917. Die Angabe: „Eine Auflösung des Tangentenproblems für alge- 
braische Curven, deren Gleichungspolynom in Gestalt einer rationalen ganzen 
Funktion gegeben war, scheint DE Suse seit 1652 besessen zu haben. Sie 
besteht im Folgenden“ ist ungenau. Allerdings gibt Suse selbst in einem 
Briefe Huygens an vom 12. Januar 1663 an (Oeuvres complètes de Our. HuysEns 
4, La Haye 1891, S. 292), daß er schon seit mehr als 10 Jahren im Besitze 
einer Tangentenmethode sei, aber dieses Verfahren war unvollkommener (’non 
absque aliquä caleuli molestiä’) als die jetzt unter seinem Namen bekannte 
Methode, die Herr Canror nach den Worten: „Sie besteht im Folgenden“ 
auseinandersetzt. Uber den Zeitpunkt der Erfindung dieser letzteren Methode 
gibt SLUSE in seinem Briefe an HuyGEns vom 18. August 1662 folgende 
Auskunft (a a 0.8. 207): „Nuper methodum tangentium ex notä applicatarum 
ad partes axis qualicumque ratione, quam ante plures annos inveneram, ad faci- 
litatem maximam deduxi, ita ut inspectä solum in terminis analyticis aequatione 
quae curvae proprietatem ostendit, fere absque calculo tangentem ducam.“ Es 
ist also wahrscheinlich, daß die jetzt SLUSE zugeschriebene Tangentenmethode 
erst etwa 1662 erfunden wurde. G. ENESTROM. 


3:68. Der „spätere Zusatz“, von dem Herr Cantor Z. 2 spricht, rührt 
ganz gewiß von Wazzis her; aus einer Angabe $. 72 Z. 17 scheint es, als 
ob Herr Cantor den Zusatz Nwwron selbst zuweisen will Bei der Heraus- 
gabe der „Epistolarum quarundam collectio“ im 3. Bande (1699) seiner Opera 
hat Wazxs hie und da in eckigen Klammern einige Ergänzungen oder Ver- 
besserungen eingeschaltet, die er überdies durch Kursivschriften von dem Texte 
unterscheidet. Eine solche Ergänzung ist der Zusatz (a. a. O. S. 635) „quae 
contigit annis 1665, 1666“ nach „Pestis ingruens“. — Daß die Pest schon 1665 
ausbrach, gibt Warrıs ausdrücklich in der englischen Ausgabe (London 1685, 
S. 330) seiner Algebra an, und darum wäre es vielleicht besser, Z. 2—3 
„auf das Jahr 1665“ statt „auf die Jahre 1665 und 1666“ zu setzen. 


G. ENESTRÔM. 


3:72. Die Angabe (Z. 15—17): „Das allgemeine Abhängigkeitsgesetz 
eines Binomialcoefficienten von dem unmittelbar vorhergehenden fehlt in der 
Abhandlung [De analysi per aequationes numero terminorum infinitas], wie- 
wohl Newron dem Briefe [vom 24. Oktober 1676] zufolge es seit 1666 
kannte“ ist teils irreleitend, teils ungenau und sollte darum entweder gestrichen 
oder modifiziert werden. Der Anfang der Angabe ist buchstäblich richtig, aber 
muß den nicht sachkundigen Leser irreleiten. In Wirklichkeit benutzt 
Newron das Binomialtheorem in seiner Abhandlung nur, wenn der Exponent 
eine ganze positive Zahl ist (vgl. BM 10,, 1909/10, S. 69), und für seinen 
Zweck braucht er nur die Koeffizienten der zwei ersten Glieder zu kennen; es 
ist also selbstverständlich, daß er nicht das allgemeine Abhängigkeitsgesetz an- 
gegeben hat. Die übrigen Reihen, die tatsächlich Binomialreihen sind, erhält 


Newrox durch Wurzelausziehen oder Division; der Exponent ist also immer 


1 


von der Form Be (n eine ganze Zahl), und auch wenn Newrox die fraglichen 
Reihen durch Benutzung des Binomialtheorems hergeleitet hätte — was nicht 
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der Fall ist — würde er keinen wirklichen Anlaß gehabt haben, das allge- 
meine Abhängigkeitsgesetz anzugeben. 

Daß Newron seit 1666 das Gesetz kannte, steht nicht in dem zitierten 
Briefe; die Worte „quae contigit annis 1665, 1666“, die höchstwahrscheinlich 
die Angabe des Herrn CanToR veranlaßt haben, sind ein Zusatz von WALLIS 
1699 (siehe oben die Bemerkung zu 3:68). Newron sagt selbst, daß er 
sich mit dem Binomialtheorum am Beginne seiner mathematischen Studien („sub 
initio studiorum meorum mathematicorum“) beschäftigt hatte, und nachdem er 
über den Gang seiner Untersuchungen berichtet hat, bemerkt er: „eo tempore 
pestis ingruens coegit me hinc fugere et alia cogitare“; aus diesen Worten 
folgerte Warzis (A treatise of algebra, London 1685, 8. 330), daß die Unter- 
suchungen Newroxns über das Binomialtheorem etwa 1664 oder 166» aus- 
geführt worden sind, weil die Pest 1665 ausbrach. Nach einer Angabe von 
Newron selbst ist das Jahr 1665 das richtige (siehe A catalogue of the 
Portsmouth collection, Cambridge 1888, S. XVIII: ‚In the beginning of the year 
1665 I found the method of approximating series and the rule for reducing 
any dignity of any binomial into such a series“). G. ENESTRÔM. 





3:78. Die Erklärung (Z. 4—6 v. u.) des Termes „Transmutation“ bei 
Leissız: „Er [nahm] selbst Zerlegungen in Dreiecke vor und er nannte 
dieses Transmutation“ ist unrichttige Was LEIBNIZ mit Transmutation 
meinte, hat er selbst in seinem Briefe an OLDENBURG vom 27. August 1676 
auf folgende Weise erklärt: 

Transmutationum methodus mihi inter potissima analyseos censenda 
videtur ... ejus vero fundamentum vobis candide libereque scribo.... 
transformationis fundamentum hoc est: ut figura proposita rectis innumeris 
utcunque . .. ductis resolvatur in partes; quae partes aut aliae ipsis aequales, 
alio situ aliave forma reconjunctae, aliam componant figuram priori 
aequipollentem seu ejusdem areae etsi alia longe figura constantem. 


Diese Erklärung allein ist ausschlaggebend, aber noch deutlicher hat LEIBNITZ 
in seiner Historia et origo calculi differentialis hervorgehoben, daß die Trans- 
mutation etwas ganz anderes als Zerlegungen in Dreiecke ist. Nachdem er 
dieses letztere Verfahren auseinandergesetzt hat, fügt er nämlich hinzu (Mathe- 
matische Schriften, herausgegeben von C. I. GERHARDT, 9, Halle 1858, S. 402): 
„Idem etiam assecutus autor [d. h. Lerniz] est methodo transmuta- 
tionum“ und erläutert dann die fragliche Methode. 

Wie Herr CAntor zu seiner unrichtigen Auffassung der Transmutations- 
methode gekommen ist, weiß ich nicht mit Bestimmtheit, aber vielleicht kann 
sein Fehler durch einen Ausspruch von GERHARDT (a. a. O. S. 83) erklärt 
werden. Nachdem GERHARDT über die Dreieckszerlegung bei LEIBnız berichtet 
hat, bemerkt er: „Dies Verfahren nannte LEiBniz die Methode der Trans- 
formation“, und es ist ja nicht undenkbar, daß Herr CanTor „Transmutation“ 
statt „Transformation“ gelesen hat. 

Glücklicherweise hat Herr CanTor selbst dafür Sorge getragen, daß der 
aufmerksame Leser seine Definition des Ausdruckes „Transmutation‘ als un- 
zuverlässig betrachten muß, denn S. 81 gibt er eine ganz andere Erklärnng 
desselben (siehe unten) und $. 181 eine dritte; freilich fehlt im Register $. 922 
unter dem Schlagwort „Transmutation“ der Verweis auf diese dritte Stelle. 

G. ENESTRÖM. 


pr 
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3:81. Die Angabe (Z. 11—14): „Das Dreieckchen war dadurch in eine 
unendliche Summe von Gliedern wechselnden Vorzeichens verwandelt — Trans- 
mutation“ ist nicht durchaus unrichtig, aber wahr ist sie ganz gewiß nicht. 
Bei der „Transmutation‘ bezweckte Leisniz freilich, die zu integrierende Größe durch 
passende Substitution in eine andere zu verwandeln, die in eine unendliche Reihe 
entwickelt werden konnte (vgl. BM 10,, 1909/10, $. 72—73), aber es war in 
erster Linie die Substitution selbst, die er „Transmutation“ nannte. Für ihn 
war anderseits die Zerlegung in Dreiecke, worüber Herr Cantor S. 80—81 
berichtet, eine ganz andere Methode als die „Transmutation“ (siehe oben die 
Bemerkung zu 3 : 78). Allerdings ist es nicht besonders schwierig, nachzu- 
weisen, daß die Zerlegung in Dreiecke, wenn man das geometrische Verfahren 
in analytische Sprache übersetzt, eine spezielle Art von „Transmutation“ ist, 
aber LEIBNIZ selbst scheint nicht auf diesen Gedanken gekommen zu sein. 

G. ENESTRÔM. 


3:147. Was Herr Cantor Z. 19—28 („denn HuyGEns ... genommen 
war“) sagt, kann, wenn es sich um eine nach 1891 erschienene Geschichte der 
Mathematik handelt, als unnötigerweise- unvollständig bezeichnet werden. Im 
vierten Bande der Oeuvres complètes de CHRISTIAAN HUYGENS (La Haye 1891, 
S. 237—240) befindet sich nämlich ein Brief von HuyGEns an SLUSE vom 
25. September 1662, worin sich jener (S. 238) in betreff der Tangente der 
Kurve 2° + y° — næxy — 0 auf folgende Weise äußert: 


Hujus tangentem in dato puncto ego quidem non nisi mediocriter 
prolixo calculo inveni (ex hac nempe aequatione, nam potest alioqui ad 
aliam multo commodiorem res deduci) plurimumque mirabor ‚methodum 
tuam, si absque ullo pene, ac tantum inspectis characteribus istis 
reperire eam doceat. 


Hieraus geht ja sofort hervor, daß Huygens am 25. September 1662 noch 
nicht im Besitze seiner Tangentenmethode war. Nun weiß man ferner aus 
einem zuerst von 0. Le PaIGE 1884 veröffentlichten Briefe SLuses an HuysEns 
vom 12. Januar 1663 (siehe Bullett. di bibliogr. d. sc. matem. 17, 1884, 
S. 607— 609), daß dieser in einem jetzt verlorenen Briefe vom 10. Dezember 
1662 mitgeteilt hatte, er habe jetzt eine mit der Sruseschen verwandte Tan- 
gentenmethode entdeckt. SLuse schreibt nämlich (a. a. 0. 8. 607): 


Gaudeo te ac clarissimum HupprxIıum in tangentium methodum meae 
non absimilem incidisse. 


Die Cantorschen Angaben, daß HuyGexs seine Tangentenmethode nicht 
vor 1652 entdeckt haben dürfte, aber vor 1667 gefunden haben muß, kann 
man also auf folgende Weise präzisieren: “Huygens entdeckte im Herbst 1662 
seine Tangentenmethode“. Wann die 1693 veröffentlichte Abhandlung von 
Huygens geschrieben wurde, ist dadurch nicht entschieden, aber diese Frage 
ist ja von untergeordneter Bedeutung. 

Z. 28 ist die Jahreszahl „1652“ auf Grund einer früheren Bemerkung 
(siehe BM 11,, 1910/11, $. 249) zu modifizieren. G. ENESTROM. 


3 : 158. Der Absatz, der $. 157 mit den Worten: „Gestatten wir uns“ 
beginnt, endete in der ersten Auflage der Vorlesungen mit den Worten: „zu 
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entnehmen und umgekehrt“; Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage fügte 
Herr Cantor nun die folgende Bemerkung hinzu: 


Nur in einer Beziehung, auf welche allerdings einige Forscher ein 
sehr großes Gewicht legen!), kann man von einem Fortschritte reden: in der 
Analysis per aequationes war deutlicher als bei irgend einem Vorgänger, 
Barrow (8.137) nicht ausgeschlossen, den Gegensatz zwischen Quadratur 
und Tangentenproblem, mithin die Übereinstimmung der Quadratur mit dem, 
was das umgekehrte Tangentenproblem zu ermitteln suchte, zu erkennen. 





1) Besonders P. Tannery und ZEUTHEN sind dieser Meinung. 


Da diese Bemerkung keinen Beleg enthält, muß der nicht sachkundige Leser 
schließen, daß die Stelle der Analysis per aequationes, die angeblich den Gegen- 
satz zwischen Quadratur und Tangentenproblem hervorhebt, ohne Schwierigkeit 
aufgefunden werden kann. Allein ich habe die ganze Abhandlung mehr als 
einmal durchgelesen, ohne die fragliche Stelle — oder überhaupt eine Stelle, wo 
das Tangentenproblem behandelt wird — zu entdecken. Freilich verweist Herr 
CantTor auf P. TANNERY und ZEUTHEN, aber da keine Schriften dieser Ver- 
fasser zitiert werden, ist der Verweis wertlos. Bis auf weiteres muß ich darum 
die Behauptung des Herrn CANTOR als unzuverlässig bezeichnen, und ich bin 
geneigt, anzunehmen, daß sie auf einem Mißverständnis beruht. ZEUTHEN hat 
nämlich in seiner Abhandlung Sur le fondement mathématique de linvention 
du calcul infinitésimal (Bullet. de l’acad. d. sc. de Danemark 1895, 
S. 199— 202) bemerkt, daß Newron in der Analysis per aequationes Differen- 
tiation und Integration als entgegengesetzte Operationen erkannt hat, und 
dieser Bemerkung kann ich bis zu einem gewissen Grade beistimmen. Aber 
an der von ZEUTHEN zitierten Stelle der Analysis per aequationes handelt es 
sich gar nicht um das Tangentenproblem, sondern um die Herleitung der 
Ordinate einer Kurve, wenn ihre Fläche gegeben ist; in Wirklichkeit kann 
man aus den Ausführungen Newron’s folgern, nicht daß Differentiation und 
Integration entgegengesetzte Operationen sind, sondern daß die Quadratur 
als eine der inversen Operationen der Differentiation betrachtet werden kann. 
Beiläufig mache ich darauf aufmerksam, daß der Ausspruch: „mithin auch 
die Übereinstimmung der Quadratur mit dem, was das umgekehrte Tangenten- 
problem zu ermitteln suchte“, nicht gut redigiert ist. Das Problem der Qua- 
dratur kann von einem gewissen Gesichtspunkte aus als ein sehr spezieller 
Fall des umgekehrten Tangentenproblems betrachtet werden, aber die zwei 
Probleme „stimmen“ im allgemeinen nicht „überein“. G. ENESTRöM. 


3 : 167. Am Ende der Seite sollten die Worte: „entweder noch gar 
nicht in London oder ... Ferner steht es keineswegs fest, ob TSCHIRNHAUS 
mit Coins bekannt geworden ist“, gestrichen werden. Daß TscHIRNHAUS 
1675 bei seinem Besuche in London mit COLLINS zusammentraf, weiß man 
aus dem bekannten Briefe ÖLDENBURG’S an LEIBNIZ vom 30. September 1675, 
sowie aus einem Brief, den CorLıns ebenfalls am 30. September 1675 an 
OLDENBURG schrieb und aus einem Brief von CoLLıns an J. GREGoRY vom 8. Juli 
1675. Im ersten Briefe (siehe LergnizENs Mathematische Schriften, herausgegeben 
von C. I. Geruarpr 1, Berlin 1849, S. 82) kommt folgender Passus vor, der allein 
für die Frage entscheidend ist: „Quod attinet alicujus arcus circuli rectifica- 
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tionem, impertiri tibi poterit laudatus TscHIRNHAUSIUS methodum a GREGORIO 
nostro inventam quam, cum ille apud nos esset, CoLLINIUS ipsi com- 
municavit.“ Der zitierte Passus wurde bekanntlich schon 1712 im Com- 
mercium epistolicum veröffentlicht (siehe die Ausgabe von Bior und LErorT, 
Paris 1856, S. 98). 

Der Brief von CoLriNs an OLDENBURG vom 30. September 1675 ist 
eigentlich an TscHIrRnHAUs gerichtet, und darin kommt folgende Stelle vor 
(siehe 8. J. Ricaup, Correspondence of scientific men of the seventeenth century 1, 
Oxford 1841, S. 212): „Even those [foundations] of Mr. Newron may become 
of frequent use in arithmetical problems, as even in that of Dr. Davenanr, 
which [I mentioned to M. TscHırxHAus before his going over.“ Aus dem 
dritten von mir erwähnten Briefe ersieht man (siehe Rıcaup, a. a, O. à, 
Oxford 1841, S. 263—264), daß TscHIRNHAUs beabsichtigte, um den 3. Juli London 
zu verlassen und daß er vor seiner Abreise CoLzixs besucht hatte. 

Daß TscxirNHaus wirklich schon im Mai 1675 in London war, hat man 
meines Wissens keinen Anlaß, in Abrede zu stellen, und Herr Cantor gibt 
nicht den geringsten Grund an, warum er die Richtigkeit der Angabe des 
Commercium epistolicum bezweifelt. G. ENESTROM. 


3 : 172. In der ersten Auflage des dritten Bandes der Vorlesungen be- 
merkte Herr Cantor (8. 166) in betreff einer Stelle des Methodus fluxionum 


NEWTONS, wo es sich um Fluxionsgleichungen von der Form = 2 AR A TU 
handelt: 
Unbequem ist ihm .. das Auftreten von Gliedern wie se .NEWTON 


a , a a 
schreibt vor, man solle alsdann das ze durch ein FT oder ein Haba er 


setzen und diesen Ausdruck durch Division in eine Reihe verwandeln; 
an eine Rechtfertigung dieser Willkühr scheint er nicht gedacht zu haben. 
- Doch ist damit noch nicht der Gipfelpunkt willkührlichen Verfahrens erreicht. 


Hinsichtlich dieser Bemerkung hebte H. G. ZEUTHEN hervor (Sur quelques 
critiques faites de nos jours à Nzwron; Bullet. de l’acad. d. sc. de 
Danemark 1895, S. 266—267), daß man in diesem Falle nicht das Wort 
„Willkür“ gebrauchen könne, weil das Verfahren NEwTons für seinen Zweck 
das einzig natürliche war, und etwa dasselbe bemerkte ein Jahr später E. TıschEr 
(Über die Begründung der Infinitesimalrechnung durch NEwron und Lez, 
Leipzig 1896, S. 42). Darum ersetzte Herr Cantor in der zweiten Auflage 
der Vorlesungen den Passus: „an eine Rechtfertigung dieser Willkür scheint 
er nicht gedacht zu haben“, durch folgende Worte: „Er nimmt also eine Ver- 
änderung der Koordinaten, eine Verlegung des Anfangspunktes vor. Das wäre 
an und für sich gewiß gerechtfertigt, nur mußte gesagt werden, daß, wenn 
x in b—x übergehe, gleichzeitig x durch — x zu ersetzen sei.“ Dagegen 
ließ Herr Canror die Worte: „Doch ist damit noch nicht der Gipfelpunkt 
willkürlichen Verfahrens erreicht“, stehen, obgleich diese durch die 
Änderung natürlich sinnlos geworden sind. 

In betreff des Canrorschen Ausspruches: „nur mußte gesagt werden ... 
zu ersetzen sei“, mache ich darauf aufmerksam, daß ein Kenner des Methodus 
fluxionum sich sicherlich nicht wie Ferr CAntorR ausdrücken würde. NEWTON 
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hat nämlich schon bei der Behandlung des „Casus I" 1 — x oder c — x statt æ 
gesetzt, ohne gleichzeitig & durch — & zu ersetzen (siehe Newront Opuscula I, 
S. 69). Wenn man dies nicht angibt, weiß der Leser nicht, ob es sich um 
einen kleinen Redaktionsfehler oder um eine wirkliche Abweichung von dem 


jetzt üblichen Verfahren handelt. G, ENESTRÔM. 


3:173. In der Methodus fluxionum hat NewTon bekanntlich auch totale 
Differentialgleichungen mit mehr als zwei Veränderlichen behandelt. Seine 
Regel ist: wenn drei, vier usw. Veränderliche vorkommen, nimmt man beliebig 
eine, zwei usw. Hilfsgleichungen an, deren jede zwei der Veränderlichen enthält, 
und dann eliminiert man eine, zwei usw. Veränderliche, so daß die End- 
gleichung nur zwei Veränderliche enthält. In betreff dieser Vorschrift bemerkte 
Herr Canror in der ersten Auflage (8.166) des dritten Bandes der Vorlesungen: 


Anders ausgedrückt: NEwTON weiß mit voneinander unabhängigen 
Veränderlichen sich nicht zu helfen und setzt deshalb diese ihm un- 
bequemen Größen durch hinzugenommene Bedingungen in ein Abhängig- 
keitsverhältnis von einander. | 


Indessen beanstandete H, G. ZEUTHEN (Sur quelques critiques faites de nos 
jours à Newrox; Bullet. de l’acad. d. se. de Danemark 1895, S. 263) 
diesen Passus, und vielleicht wurde Herr CAnToR dadurch veranlaßt, ihn zu 
modifizieren; in der zweiten Auflage drückt er sich auf folgende Weise aus: 


Anders ausgedrückt: NEWToN setzt die ihm unbequemen Größen 
durch hinzugenommene Bedingungen in ein Abhängigkeitsverhältnis von 
einander, ein Verfahren, welches geeignet ist zur Integration zu führen, 
aber damit noch keineswegs Berechtigung gewinnt. 


Indessen ist diese Modifikation des Passus gar keine wirkliche Verbes- 
serung. Das Newronsche Verfahren ist nämlich, wie auch ZEUTHEN 1895 
hervorhob, im wesentlichen mit dem noch jetzt gebräuchlichen identisch, nur 
daß Newron keine Zeichen für eine beliebige Funktion hatte. ZEUTHEN hat 
beiläufig bemerkt, daß kein Grund vorliegt, warum nur zwei Veränderliche 
in den Hilfsgleichungen vorkommen sollen, aber diese formell richtige Be- 
merkung ist reel belanglos, was auch ZEUTHEN selbst durch Versetzung der- 
selben in eine Fußnote anerkannt hat. | 

Was Herr Cantor mit den Worten: „aber damit keineswegs Berechtigung 
gewinnt‘ meint, ist mir unbekannt, aber jedenfalls sind die Worte unangebracht, 
Daß Newron den sehr speziellen Fall, in dem die gegebene Gleichung der 
Integrabilitätsbedingung genügt, nicht besonders behandelt hat, ist richtig, aber 
dies hat ja nichts mit der Frage der „Berechtigung“ seines Verfahrens zu tun. 


G. ENESTRÖM. 


3:175. In der ersten Auflage des dritten Bandes der Vorlesungen kommt 
(S. 168) folgender Passus vor [A bedeutet den Anfangspunkt der Abszissen, 
T den Punkt, wo die Tangente die Abszissenachse schneidet]: 


Über die Inflexion hatte Newrox unklare Vorstellungen. Er meint 
an einer Stelle in dem Punkte D sei ein Übergang von einem konvexen 
zu einem konkaven Kurventeile, wenn AT (mithin auch BT oder die 
Subtangente) einen kleinsten Wert besitze. 
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Indessen bemerkte H. G. ZEUTHEN schon 1895 (Sur quelques critiques faites 
de nos jours à Newrow; Bullet de l’acad. d. sc. de Danemark 1895, 
S. 264—265), daß der parenthetische Zusatz „mithin auch BT oder die 
Subtangente“ eine auffällige Unrichtigkeit enthält. Leider scheint diese Be- 
merkung Herrn CANTOR entgangen zu sein, denn in der zweiten Auflage hat 
er den oben zitierten Passus wörtlich abdrucken lassen. Wenn Herr CANTOR 
deutlich angegeben hätte, daß der Zusatz von ihm selbst und nicht von NEewrTon 
herrührt, so wäre die Sache vielleicht von untergeordneter Bedeutung gewesen, 


denn jeder Mathematiker muß wohl wissen, daß die Ausdrücke er — x und en 


nicht gleichzeitig ein Maximum oder Minimum werden; sonst würden ja gleichzeitig 


en «| und a pe] Null werden, also — 1—0. Sehr zu bedauern 


ist indessen, daß Herr OAntor noch in der neuen Auflage eine Angabe gebracht 
hat, wodurch NEewTon ohne jeden Grund als ein schlechter Mathematiker er- 
scheinen muß. 

An der oben zitierten Stelle hat ZEUTHEN auch hervorgehoben, daß NEwTon 
gar nicht „unklare Vorstellungen“ von der Inflexion hatte. In der Tat besagt 
ja die von Herrn CANTOR angegebene Regel, wenn man seinen unrichtigen 
Zusatz streicht, daß die Inflexionspunkte aus der Gleichung 

d Tydx 
len 1 Er 
oder Y d’y 


RE. 
dx 
bestimmt werden sollen. Der einzige Übelstand bei der Anwendung der Regel 
ist also, daß man auch fremde Lösungen bekommen kann, aber wie ZEUTHEN 
bemerkt hat, ist es leicht, diese Lösungen von den richtigen zu unterscheiden. 
Der Absatz, der mit den Worten „Über die Inflexion“ beginnt, sollte also 
auf andere Weise redigiert werden. G. ENESTROM. 








3:180. Was Herr Canror über den Brief von NEwToN an CoLLıns vom 
10. Dezember 1672 sagt, ist zum Teil ungenau. Das Aktenstück, das 1712 
dem Druck übergeben Bunde: war nicht der Brief selbst, sondern nur ein sehr 
kurzer Auszug (kaum + des ganzen Briefes) in lateinischer Übersetzung. In 
dieser Übersetzung fehlen die ersten Zeilen des Originals und nach den Worten: 
„describenda fuerim avocatus“ folgen im Original einige Zeilen über kubische 
Gleichungen sowie sehr lange Ausführungen über optische Instrumente. Der 
Name „Tangentenbrief‘“ paßt darum weniger gut für das Original. Es ist also 
ebenfalls ungenau zu sagen, daß „ÜLDENBURG ein Wort veränderte, wo es 
sich um die Krümmungsverhältnisse handelte“ und das Newron de curvitatibus 
schrieb. In Wirklichkeit schrieb NewTon „about the crookedness“, und ob 
die freie Übersetzung de curvarum flexu von ÜoLLıns oder von OLDENBURG 
herrührt, dürfte kaum entschieden werden können. | 

Warum Herr Cantor Z. 19 und 21 das nichtssagende Wort ,,Ab- 
messungen“ benutzt, ist mir nicht klar. NEwWTON sagt „accordıung to the 
dimensions“ und die beste Übersetzung ist wohl: „den Exponenten gemäß“. 


G. ENESTRÔM. 
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3:182. Herr Cantor behandelt hier, ohne zu einem sicheren Resultate 
zu gelangen, die Frage, auf welche Weise Leısnız die Abhandlung NEwTons 
Analysis per aequationes zur Verfügung bekam; er endet seine Untersuchung 
mit den Worten: „Es ist nicht ersichtlich, wann anders als während des 
zweiten Londoner Aufenthaltes LEIBNIZ den handschriftlichen Aufsatz NEwWToNs 
zur Verfügung gehabt haben sollte“. Indessen gibt es ein Aktenstück, das 
zeigt, daß TscHIRNHAUS höchstwahrscheinlich im September 1675 im Besitze 
einer Abschrift (oder eines Auszuges) der Analysis per aequationes war, und 
dadurch werden die zitierten Worte des Herrn Cantor hinfällig, denn gerade 
im September 1675 waren TSCHIRNHAUS und LEIBNIZ in Paris zusammen. 

Das fragliche Aktenstück ist ein vom 30. September 1675 datierter Brief 
von CoLLIns an OLDENBURG (vgl. oben 9.253), der für TsCHIRNHAUS geschrieben 
war, und ich bringe hier unten zum Abdruck einige Zeilen dieses Briefes: 


whereas he [TscHırnHAus] saith he did not see the same series in Mr. 
Newron’s letter; that is true, but nevertheless his method is as well 
applicable to a sector of a circle as to a zone, arch or segment... 
but if the square root of the 3rd and cube root of the 4th be extracted, 
according to the first theorem in Mr. Newron’s letter . . . 


Aus dem, was CoLLıns hier sagt, scheint mir deutlich hervorzugehen, daß 
„Mr. NewTon’s letter‘ eben die Analysis per aequationes ist, die BARROW be- 
kanntlich am 31. Juli 1669 brieflich an Cozrins sandte, so daß CoLLıns mit 
Recht die Abhandlung „Mr. N£wron’s letter“ nennen konnte. Übrigens gibt 
es meines Wissens keinen anderen vor dem 30. September 1675 geschriebenen 
Brief von NewTon, für welchen die oben zitierten Zeilen passen. 

Daß TscHirvHaus eine Abschrift (oder einen Auszug) des Briefes von 
London nach Paris mitgebracht hatte, scheint mir auch aus dem Zitate hervor- 
zugehen, denn sonst müßte man annehmen, daß TscHIRNHAUS „Mr. Newron’s 
letter“ in London sehr eingehend studiert hatte, was wohl wenig 
glaublich ist. 

Nebenbei bemerke ich, daß die bestimmte Behauptung des Commercium 
epistolicum (siehe die Ausgabe von Bior und LerorT, Paris 1856, 8. 84), 
TscHIRNHAUS habe im Mai 1675 eine Abschrift des Briefes NEWToN’s vom 
10. Dezember 1672 bekommen, auf einer einfachen Verwechselung dieses Briefes 
mit dem Aktenstück, das CoLLIns „Mr. Newron’s letter“ nennt, beruhen kann. .. 


G. ENESTRÔM. 


3:231. Über das erste Auftreten des Trajektorienproblems berichtet 
Herr CAntor am Ende der Seite auf folgende Weise: 


Im August 1697 spricht JoHANN BERNOULLI von der Aufgabe, eine 

Kurve zu finden, welche gegebene Kurven unter gegebenem, unveränder- 
lichem oder nach einem bestimmten Gesetze veränderlichem Winkel schneide. 

Ein Jahr später gibt er der gesuchten Kurve den Namen der Trajectorie, 

und damit ist der Infinitesimalgeometrie ein neues schwieriges Kapitel ein- 
gefügt, an dessen Bearbeitung zahlreiche Kräfte ersten Ranges sich versuchten. 

Aus diesem Berichte muß wohl der Leser folgern, daß die Geschichte des 
Trajektorienproblems mit August 1697 beginnt. Aber in Wirklichkeit wurde 
das Problem schon 1694 von JOHANN BERNOULLI in einem Briefe an LEIBNIz 
gestellt; ein recht langer Auszug aus diesem Briefe befindet sich gerade in dem 
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Absatz, in dem BernovLLı der gesuchten Kurve den Namen Trajektorie gab, 
und auf den Herr Cantor in seiner Fußnote 7 verweist. Allerdings zog 
BernouLzLzt 1694 nur den Fall eines unveränderlichen Winkels in Betracht. 
Das Trajektorienproblem wurde von BERNoULLI und LEIBNIZ in ihrem 
Briefwechsel 1694—1696 oft berührt; schon im Dezember 1694 hatte LEisnırz 
die Differentialgleichung der Orthogonaltrajektorie gefunden. Im Maiheft der 
Acta eruditorum 1697 drang das Problem in die Öffentlichkeit, indem 
JOHANN BERNOoULLI teils dasselbe synthetisch für eine Schar von Zykloiden 
löste, teils die Lösung für eine Schar von logarithmischen Kurven verlangte, 
und den dadurch angeregten Artikel von JaAkoB BERNoULLI erwähnt Herr 


Canror S. 242. G. ENESTRöM. 


3:285. Z. 3—16 dieser Seite behandelt Herr Cantor das bekannte 
„Dcholium“ der Quadratura curvarum, dessen Wortlaut er schon $. 283 in deut- 
scher Übersetzung wiedergegeben hat. Er beginnt mit folgenden Worten: 


Sachlich leuchtet ein, daß in dem Scholium Unrichtiges behauptet ist. 


mon ‘ . - n’— 3n?+2n à 
Das Glied 5 2”! ist nicht der zweite, en. 2°? nicht der 





dritte Differentialquotient von 2”. 


Aber wenn Herr Canror sich die Mühe gegeben hätte, seine eigene Über- 


setzung S. 283 durchzulesen, so würde er gefunden haben, daß NEwToN nicht 
2 _ 
behauptet, an 1 sei der zweite Differentialquotient von 2”, sondern 


2 
wörtlich: „das dritte Glied de 


zweite Differenz sein und ihr ist, wenn sie im Entstehen begriffen ist, die 
zweite Fluxion proportional“. Sachlich kann darum die Behauptung NEWTOoNs 
nicht beanstandet werden, wohl aber formell, weil Newron das Wort „propor- 
tionalis“ in einer Bedeutung benutzt hat, die seine Ausführungen fast unver- 
ständlich macht. Newton sollte darum den ersten Absatz seines: „Scholium‘“ 
mit Ausnahme der Worte: „Quantitatum fluentium fluxiones esse primas, secundas, 
tertias, quartas, aliasque diximus supra“ gestrichen haben, weil das „Scholium“ 
die Sache nicht erklärt, sondern vielmehr verdunkelt. 

Aber was meinte NewTon eigentlich mit seinem „Scholium“? ZEUTHEN, 
der die Behauptungen Newroxns als durchaus richtig betrachtet, erklärt die 
Sache auf folgende Weise (Sur quelques critiques faites de nos jours à NEwzox; 
Bullet. de l’acad. d. se. de Danemark 1895, S. 262): „Ce n’est pas, en 
effet ,l’incrementum secundum“ qu’il a défini rigoureusement à l'endroit qui 
fait l’objet de la critique, mais la „fluxio secunda“, et de celle-ci il dit fort 
justement qu’elle est proportionelle à la quantité „nascens“ qu’il avait égalée à 


I 100272“ Ich muß indessen bekennen, daß ich diese Erklärung nicht 





— MN : ; 5 
4 022”? wird der zweite Zuwachs oder die 





verstehe, und ich habe versucht, auf einem anderen Wege die Erklärung zu 
erzielen. Meiner Ansicht nach betrachtet Newron das rechte Glied der Gleichung 
nn — N 
(2 +o)*= 27 + nozt—1+ SR OUEN pote 
als einen Annäherungswert von (2+ 0)”, so daß z” den ersten Annäherungswert 
repräsentiert und die folgenden Glieder die sukzessiven Korrektionen sind; 
eine solche Korrektion nennt er „incrementum“ oder „differentia“. Nun will 
Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 17 
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er auf den Nutzen der Fluxionen bei der Berechnung dieser Korrektionen 
aufmerksam machen und bemerkt für diesen Zweck, daß die Fluxionen den 
Korrektionen proportional sind, so daß diese leicht berechnet werden können, 
wenn jene bekannt sind. Ist dies wirklich der Sinn des „Scholium“, so muß 
man wohl anerkennen, daß NEwToN nichts Unrichtiges gesagt hat, und es ist 
nur zu bedauern, daß er durch Benutzung des Wortes „proportionalis“ unklar 
geworden ist 
Meines Erachtens sollten also die Zeilen 3—16 gestrichen werden. 
G. ENESTRöM. 


3 : 285. Der Ausspruch (Z. 7—9 v. u.): „Jetzt, wo es uns obliegt, die 
Geschichte des Streites [zwischen Newron und Leısnız] selbst eingehend zu 
erzählen“ ist meines Erachtens nicht gut redigiert. Wenn ein Verfasser sich 
vornimmt, eine Geschichte der Mathematik des 18. Jahrhunderts zu bearbeiten, 
ist er natürlich innerhalb gewisser Grenzen berechtigt, selbst zu entscheiden, 
wie ausführlich ein einzelner Gegenstand, der dabei in Betracht kommen kann, 
behandelt werden soll, aber anderseits ist klar, daß die Ausführlichkeit bis zu 
einem gewissen Grade von der Bedeutung des Gegenstandes abhängig sein soll. : 
Will man zum Beispiel der Geschichte der Periode 1700—1726 etwa 3000 Druck- 
seiten widmen, so könnte man möglicherweise veranlaßt werden, die Geschichte 
des Prioritätsstreites etwa so ausführlich wie Herr CAntorR zu behandeln, aber 
meiner Ansicht nach gar nicht, wenn man nur 230 Druckseiten für die ganze 
Geschichte der fraglichen Periode anweist. Übrigens erlaube ich mir hervor- 
zuheben, daß es überhaupt keine „Obliegenheit‘‘ des Verfassers einer Geschichte 
der Mathematik des 18. Jahrhunderts ist, den Prioritätsstreit zu behandeln, da 
der Streit wesentlich nur biographisches Interesse darbietet. Dagegen gebe ich 
gern zu, daß eine Monographie über diesen Gegenstand ebenso sehr angebracht 
sein kann, wie Monographien über andere spezielle Fragen, die mit der Ge- 
schichte der Mathematik in Beziehung stehen. CG. ENESTRÔM. 





3: 290. Der Passus (Z. 12—15): „Den Engländer hören wir auch aus 
einem anderen Satze des Briefes Wazzis vom 29. August: Fario sei kein 
Engländer, sondern ein Deutscher aus der Schweiz, der allerdings eine gewisse, , 
Zeit in England verweilte, aber gegenwärtig wieder fort sei“ sollte entweder 
gestrichen oder ergänzt werden. Herr CanTor hat früher in demselben Absatze 
von dem übertriebenen englischen Nationalitätsgefühl Wazzis sowie von häß- 
lichen Folgen einer an sich lobenswerten Geistesrichtung gesprochen, und wenn 
der Leser die Worte: „den Engländer hören wir auch“ mit dieser Bemerkung 
zusammenstellt, wird er versucht, den Ausspruch von Wazzis, Faro sei kein 
Engländer, falsch zu deuten. Was Wazzis selbst damit meint, ist aus den 
nachfolgenden Worten: „Nolim ego te a quoquam laesum, praesertim non 
ab Anglis“ ersichtlich, und sein Ausspruch muß darum als ein lobens- 
werter Ausdruck seines Nationalitätsgefühls betrachtet werden. 

G. ENESTRÔM. 


3 : 295. Die Worte (Z. 24—26): „denn eine verletzende Besprechung 
überhaupt gelesen zu haben, vergißt kein Schriftsteller, mag ihm auch der ge- 
naue Inhalt aus dem Gedächtnisse schwinden“ sollten meines Erachtens ge- 


EN in us EEE WEN 


en nn Oo 
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strichen werden. . Daß die Behauptung des Herrn Cantor für einen sehr 
eitlen oder sehr empfindlichen Schriftsteller passen kann, will ich nicht in 
Abrede stellen, aber als allgemeiner Satz ist die Behauptung ganz gewiß falsch. 
Was besonders NewTon betrifft, habe ich nicht bei meinem Studium seiner 
Briefe finden können, daß er empfindlich war; eitel war er vielleicht, aber 
sehr eitel möchte ich ihn dennoch nicht nennen. G. ENESTROM. 


3:310. Herr Canror berichtet hier über einige Angaben des Commer- 
cum epistolicum, die er als „Verdächtigungen“ der Lzısnizschen Entdeckungen 
bezeichnet, und die zweite Folge solcher Angaben bezieht sich auf die Entdeckung 


der Reihe für T Nun hat Herr Cantor früher (8. 76—80) die Entdeckungs- 


geschichte dieser Reihe erzählt, und es zeigte sich dabei, daß LeEıBnız schon vor 
dem 7. November 1674 Huvycgns die Reihe mitgeteilt hatte, während er erst 
1675 von OLDENBURG Kenntnis der Entdeckung GREGoRYS bekam. Aus dieser 
Erzählung muß der nicht sachkundige Leser folgern, daß die Herausgeber des 
Commercium epistolicum keinen wirklichen Grund gehabt haben, Leısnız des 
Diebstahls zu beschuldigen. Auch Herr Cantor selbst scheint dieselbe Auf- 
fassung zu haben, denn sonst hätte er wohl nicht in diesem Falle das Wort 
„Verdächtigungen“ benutzt. Im folgenden werde ich die Frage zum Gegen- 
stand einer näheren Untersuchung machen; die von mir ohne weiteren Verweis 
zitierten Briefe sind im Commercium epistolicum zum Abdruck gebracht. 

Das älteste Aktenstück, woraus die Herausgeber des Commercium episto- 


licum erfahren konnten, daß sich Leisnız mit der Reihe für © beschäftigt 


hatte, ist ein Brief LerBnizens an ÖLDENBURG vom 15. Juli 1674 (vgl. BM 
10,, 1909/10, S. 69— 70), aber hierin sagt Leisnız nur, daß der Kreisumfang 
durch. eine unendliche Reihe von rationalen Zahlen ausgedrückt werden kann, 
und etwa dasselbe wiederholte er in seinem Briefe an OLDENBURG vom 
16. Oktober 1674. In dem Antwortschreiben vom 8. Dezember 1674 deutete 
dieser an, die Engländer hätten schon ähnliches gefunden; dann folgte LEIBNizens 
Brief vom 30. März 1675, aus dem ich schon früher die wichtigste Stelle 
wörtlich zum Abdruck gebracht habe (siehe BM 10,, 1909/10, 8.’ 70), 
und woraus hervorgeht, daß LEIBNIZ versprach, seine Reihe zu über- 
senden, wenn OLDENBURG ihm Auskunft über das Verfahren von ÜoLLIns, um 
gewisse endliche Zahlenreihen zu summieren, geben wollte. Die Bedingung 
erfüllte OLDENBURG soweit möglich durch sein Schreiben vom 12. April 1675 
(siehe ©. I GerHaror, Der Briefwechsel von G. W. Lerznız mit Mathematikern 1, 
Berlin 1899, S. 120—121), aber dieses Schreiben enthielt zugleich die Reihe 


2 t° t: t ar 
an Tre 0 


und da diese Reihe für { = 1, r=1 in die Leisnizsche Reihe für = übergeht, 


war es natürlich unnütz, daß LEIBNIZz sein Versprechen erfüllte. Allein statt 
ganz einfach hierauf hinzuweisen, antwortete LerBniz am 20. Mai 1675 auf 
folgende Weise: 
Cum nunc praeter ordinarias curas mechanicis imprimis negotiis 
distrahar, non potui examinare series quas misistis, ac cum meis com- 


1 
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parare. Ubi fecero, perscribam tibi sententiam meam. Nam aliquot jam 

anni sunt quod inveni meas via quadam sic satis singulari. 

Muß man nicht sofort anerkennen, daß diese Antwort LerBNizens für die 
Herausgeber des Commercium epistolicum ein wirklicher Grund war, um zu 
bezweifeln, daß Leısnız vor dem snpire der, OLDEngurgschen Mitteilung 


vom 12. April 1675 die Reihe für 7 T kannte? 


LEIBNIZ weist auf seine anderen has hin, aber das Konstatieren der 


Tatsache, daß die zwei Reihen 
2 > 
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für 4 = 1, r= 1 identisch werden, erfordert ja kaum eine Minute, und Lergniz 
hatte Zeit dazu, einen ziemlich langen Brief (der sicherlich wenigstens eine 
Stunde erfordert Peel an OLDENBURG zu schreiben! Übrigens hatte ja Leısxız 
versprochen, seine Reihe zu übersenden, und auch wenn er nicht ganz mit 
der Erfüllung der Bedingung befriedigt in konnte, war dies kein hinreichender 
Grund, das Versprechen ohne weiteres als gar nicht existierend zn betrachten. 

Aber die Herausgeber des Commercium epistolicum hatten noch einen 


anderen Grund, die Behauptung Lergnizens in betreff der Reihe für T in Ver- 


dacht zu haben. Als Leisenız am 16. Oktober 1674 an OLDENBURG über die 


Entdeckung seiner Reihe für 7 schrieb, fügte er hinzu: „eadem methodo etiam 


arcus cujuslibet, cujus sinus datur geometrice exhiberi per ejusmodi seriem 
valor potest‘; nach seiner eigenen Aussage war er also schon 1674 im Besitze 
einer Reihe für arc sin æ Allein als ihm GEorG MoHr im Jahre 1676 die 
zwei Reihen 





AB a re 7 se 9 
arc smE—=L+eX er HS gt + ne etc. 

. 1% 1 or 1 * 9 
inz=2— 52 FLE — 5640 D + es 2 etc. 


mitteilte, nannte er in seinem Briefe an OLDENBURG vom 12. Mai 1676, 
diese Reihen ,valde ingeniosae“, äußerte den Wunsch, die Herleitung der 
zweiten Reihe zu bekommen, und versprach, als Ersatz seine „ab his longe 
diversa circa hanc rem meditata“ an OLDENBURG zu senden. Muß man nicht 
hieraus folgern, daß Leibniz im Jahre 1674 nicht die obige Reihe für 
arc sin æ gefunden hat? Und wenn diese Folgerung richtig ist, welches war die 
allgemeine Reihe für arc sin x, die LEIBNIZ nach seiner eigenen Aussage besaß? 
Meines Wissens hat LEIBNIZ erst in einem Zusatze zu seinem Compendium 
quadraturae arithmeticae (Mathematische Schriften, herausgegeben von C.I. GER- 
HARDT, 9, Halle 1858, S. 112) eine Reihe für are sin « gegeben, und teils 
ist diese Reihe genau die ihm durch MoHr übersandte, teils rührt das Com- 
pendium nach GERHARDT (a. a. O. S. 86) vermutlich erst aus dem Jahre 
1678 oder 1679 her. 

Nun kann man fragen: wie wollten die M dr des Commercium 


epistolicum erklären, daß Leısnız 1674 wissen konnte, — sei durch eine un- 
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endliche Reihe von rationalen Zahlen darstellbar? Die Antwort auf diese Frage 
ist leicht. Es war bekannt, daß LEerBniz bei seinem ersten Besuche in London 
1673 mit Pezz und OLDENBURG über mathematische und mechanische Gegen- 
stände gesprochen hatte. Es war auch bekannt, daß GrEcorY schon 1671 
seine Arkustangensreihe an CoLLins, der ja in London wohnte und sowohl mit 
Pezz als mit OLDENBURG verkehrte, gesandt hatte. Es war also gar nicht 
unwahrscheinlich, daß PELL oder OLDENBURG etwas von der Entdeckung 
GREGORYS kannte und im Vorübergehen Leısnız mitgeteilt hatte, es handle 
sich um eine unendliche Reihe von rationalen Zahlen. 


Ich wage es also zu behaupten, daß die Angaben der Herausgeber des 
Commercium epistolicum in betreff der Entdeckung der Reihe für T nicht als 


eine „Verdächtigung‘“ bezeichnet werden können, sondern daß LerBniz selbst 
durch sein eigentümliches Benehmen die Beschuldigung des Diebstahls veranlaßt 
hat. Meines Wissens gibt es nur einen wirklichen Beleg dafür, daß Leısnız 
seine Reihe vor dem Empfang des OLpengursschen Briefes vom 12. April 1675 
entdeckt hatte, nämlich den Brief von Huycens vom 7. November 1674 
(Oeuvres de Hurcens T, La Haye 1897, S. 393—395), und dieser Brief war 
ja den Herausgebern des Commercium epistolicum unbekannt. Wäre dieser Brief 
nicht vorhanden, so würde die Frage meiner Ansicht nach bis auf weiteres 
unentschieden bleiben müssen. G. ENESTRÔM. 


3:312. Herr Cantor erwähnt nach EpLesron den Umstand, daß eine 
Stelle der Zwischenerzählung des Commercium epistolicum wörtlich mit dem 
Beginn des Newronschen Aufsatzes: „Ex epistola cujusdam ad amicum“ über- 
einstimmt und folgert hieraus, „daß Newron Mitarbeiter am Commercium 
epistolicum war“. Aber diese Schlußfolgerung ist meines Erachtens durchaus 
unbegründet. Die fragliche Stelle lautet (siehe die Ausgabe von Bıor und 
Lerorr, Paris 1856, 8. 157): 

Anno .... 1683 ad finem vergente, D. Newronus Propositiones 
principales earum quae in Philosophiae principiis mathematicis habentur 
Londinum misit, eaedemque cum societate regia mox communicatae sunt; 
annoque 1686 liber ille ad societatem missus est ut imprimeretur, proxi- 
moque anno lucem vidit. 

Allein diese Stelle beweist ja nur, daß der Verfasser der Zwischen- 
erzählung den Aufsatz Newrons oder eine Abschrift desselben zur Verfügung 
hatte. Wäre die Canrorsche Schlußweise richtig, so würde man zu höchst 
merkwürdigen Ergebnissen in betreff der Mitarbeit an wissenschaftlichen Werken 


gelangen können. Der lange Absatz: „Wer war . . . . ungelöstes Rätsel 
bleiben“ sollte darum meiner Ansicht nach durch einfache Erwähnung des von 
EDLESTON bemerkten Umstandes ersetzt werden. G. ENESTROM. 


3 : 314. Daß man vor 1745 „nur vermutete“, JOHANN BERNOULLI sei 


. der Verfasser des in das Flugblatt von 1713 aufgenommenen Briefes, ist wohl 


zu wenig gesagt. Was Herr CAantor selbst S. 315 mitteilt, dürfte genügen, 
um zu beweisen, daß der Verfasser des Briefes lange Zeit vor 1745 als all- 
gemein bekannt betrachtet werden konnte, und weitere Belege hierfür sind 
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leicht zu bieten. Beispielsweise sagt WoLrF in der dritten Auflage des An- 
hanges (,„Kurtzer Unterricht von en vornehmsten mathematischen Schrifften‘“, 
S. 60) der Anfangsgründe aller mathematischen Wissenschaften (Halle 1725) 
in betreff des Flugblattes von 1713: 


so gefiel ihm [Leısnız] besser, daß unter dessen nur ohne Nahmen des 
Ortes und des Autoris bekandt gemacht ward, daß er in Wien wäre 
und das Commercium epistolicum noch nicht gesehen hätte, und dabey 
des Herrn BernousLı Gründe aus einem an ihn abgelassenen 
Schreiben angeführet worden, warum man ihm die Erfindung nicht 
streitig machen könte. 


Vielleicht steht dieser Passus schon in der zweiten Auflage (1717) der An- 
fangsgründe. | 'G. ENESTRÔM. 


3 : 316. Es gibt in den Vorlesungen eine sehr große Zahl von auf- 
fälligen Angaben, aber es dürfte wenige Angaben geben, die den sachkundigen 
Leser so verblüffen, wie die Behauptung (Z. 21): „Das ist allerdings nicht ge- 
schehen“ mit dem Zusatz (Z. 21—23): „Newron hielt vielmehr (!)... die 
Richtigkeit der Darstellung (!) in den Principien aufrecht.“ Es handelt sich 
um den bekannten, schon 1710 von JoHANN BERNOoULLI (siehe seinen Brief an 
LerBniz vom 12. August 1710; Leıznızens Mathematische Schriften, herausg. 
von C.I. Geruaror 3:2, Halle 1856, S. 854) entdeckten Fehler des 10. Satzes 
des 2. Buches der Originalausgabe (1687) der Philosophiae naturalis principia 
mathematica, und Herr Cantor erwähnt erst den Vorwurf mangelnden Ver- 
ständnisses der höheren Differentiation, den NıkoLAUS I. BERNOULLI auf Grund 
der Lösung des Problems gegen NEWTON richtete; dann fährt Herr CANTOR auf 
folgende Weise fort: 


Später wiederholte JOHANN BERNOULLI in einem Aufsatze in den 
A. E. von 1713 den Vorwurf mit der Bemerkung, NIcoLAUS BERNOULLT, 
der erst jüngst in England gewesen sei, habe Newron auf den Fehler 
aufmerksam gemacht, und NEwTox beabsichtige, wie er höre, in der 
grade im Druck befindlichen zweiten Auflage der Principien die Stelle 
mittelst eines Cartons zu ändern. Das ist allerdings nicht geschehen. 
NewTon hielt vielmehr in Briefen an K&ILL, insbesondere in einem 
solchen vom 20. April 1714, die Richtigkeit der Darstellung in den 
Principien aufrecht, bei der es sich gar nicht um Fluxionen, sondern nur 
um Entwicklung in eine convergente Reihe handle. 


In der Fußnote 2 verweist Herr CantTor auf I, 556 der Opera von JOHANN 
BERNOULLI und dort befindet sich die Bemerkung: 


quam [d. h. die Änderung des 10. Satzes des 2. Buches der Prin- 
cipia] vir incomparabilis [Newton]... ante absolutam impressionem 
novae editionis, opportune monitus, singulari scheda libro suo inserere 
non fuit (!) dedignatus. 


JoHANN BERNOULLI behauptet also nicht nur, daß NEWTON eine Änderung in 
Aussicht nahm, sondern auch, daß die Änderung wirklich ausgeführt worden 

war, d. h. gerade das ae der Canrorschen Angabe. Daß eine Änderung 
Note war, geht aus dem zitierten Bande der Opera von JOHANN BERNOULLI 
hervor, denn dort befindet sich S. 481—501 ein „Excerptum ex celeberrimi 
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Newronı Philosophiae naturglis principüs mathematicis“, worin eben der 10. Satz 
des 2. Buches teils „ex editione prima“, teils „ex editione ultima“ zum Abdruck 
gebracht wird, und woraus man sofort ersieht, daß wesentliche Änderungen 
vorgenommen worden sind. Anderseits ergibt sich aus den beigefügten Seiten- 
zahlen „252, 253 usw.“, daß der Auszug nicht aus der zweiten'), sondern 
aus der dritten Auflage herrührt, so daß man aus dem „Excerptum“ keine 
sichere Folgerung ziehen kann. Dagegen ist die Änderungsfrage in dem Brief- 
wechsel zwischen JOHANN BERNOULLI und LEIBNIZ oft berührt worden und ich 
zitiere hier unten einige Aussprüche JOHANN BERNOULLIS in betreff des frag- 
lichen Satzes der Principia (siehe LeısxızEns Mathematische Schriften, herausg. 
von C. I. Geruarpr 3:2, Halle 1856, S. 921, 925, 937). 


[Brief vom 9. September 1713.] „erroris correcturam postea, sin- 
gulari scheda, suo libro nondum edito inseruit (!) Newronus.“ 

[Brief vom 6. Dezember 1713.| „quem notavi errorem NEWTOoNI 
circa determinationem medii, cujus resistentia data curva describatur, 
correxit(!) in nova editione, antequam publicaretur, per interpolationem 
alicujus schedae . . . . priorem [d. h. die soeben erwähnte] correctionem 
ita inseruit (!).“ | 

[Brief vom 6. Februar 1715.] „Non addit [Keırıus] quod hie error, 
quantumque facilis, mansisset (!) incorrectus in nova editione Prineipi- 
orum phil. si Newronus de eo non fuisset opportune monitus.“ 


Überall behauptet also Jomann BernousLı bestimmt, daß die Änderung 
wirklich ausgeführt wurde. 

Ziehen wir ferner den Briefwechsel zwischen NEwToN und Cotes zu Rate, 
so finden wir dort folgende Stellen (Enrzston, Correspondence of Isaac 
Newron and Corzs, London 1850, $. 142, 145, 146). 


[Newron an Cores 14. Oktober 1712.] „There is an error in the 

tenth proposition of the second book, prob. III, which will require the 

. reprinting of about a sheet & an half. I was told of it since I wrote 
to you, & am correcting it. I will pay the charge of reprinting it, 
& send it to you as soon as I can make it ready.“ 

[Newton an Cotes 6. Januar 1713.] „I send you enclosed the 
tenth proposition of the second book corrected. It will require the re- 
printing of a sheet & a quarter from pag. 230 to pag. 240.“ 

[Corzs an Newron 13. Januar 1713]. „I have considered your 
alteration of prop. X, lib. II and am well satisfied with it.“ 


Ich habe "bisher ausschließlich auf die Arbeiten Bezug genommen, die Herr 
CAantor selbst wiederholt benutzt hat, und aus den Zitaten geht mit einer 
an Wahrheit streifenden Wahrscheinlichkeit hervor, daß Newrox wirklich den 
Fehler berichtigt hat. Dagegen habe ich nirgend einen Beleg für die CanrToR- 
sche Behauptung „Das ist allerdings nicht geschehen“ auffinden können. 

Zu mehrerer Sicherheit kann man natürlich die zwei ersten Auflagen der 
Principia vergleichen, aber eigentlich genügt es, die zweite Auflage einzu- 
sehen, denn daraus findet man: 1. daß die zwei Seiten 231 und 252 auf 
einem Karton gedruckt sind (in meinem Exemplar entdeckt man sofort, daß 


1) Bekanntlich tragen die zwei Amsterdamer Abdrucke der zweiten Auflage 
auf dem Titelblatte die Worte: „editio ultima“, so daß der Ausdruck: „ex editione 
ultima‘‘ zweideutig ist. 


264 G. Eneströn. 


dieses Blatt nicht mit dem Blatt Gg (8. 225—226) zusammenhängt, sondern 
statt eines ausgeschnittenen Blattes eingeklebt worden ist); 2. daß der Text 
S. 231—240 der zweiten Auflage mit dem Text „ex editione ultima“ des 
oben zitierten „Excerptum“ übereinstimmt. 

Aber dies ist noch nicht alles, denn der Zusatz: „NEwTon hielt vielmehr 
die Darstellung der Richtigkeit in den Principien aufrecht“ ist für den sach- 
kundigen Leser kaum weniger überraschend als die Angabe: „Das ist aller- 
dings nicht geschehen.“ Bekanntlich enthielt der Vorwurf JoHAnN BERNOULLIS 
zwei Behauptungen, nämlich teils daß die Lösung des 10. Satzes des 2. Buches 
der Principia fehlerhaft war (das hatte JoHann BERNOULLI schon 1710 ge- 
funden), teils daß der Fehler auf mangelndem Verständnisse der höheren 
Differentiation beruhte (das glaubte Nıkoraus Bernoustı 1711 oder 1712 ent- 
deckt zu haben). Die Richtigkeit der ersten Behauptung erkannte NEwToN 
an, aber die Richtigkeit der zweiten Behauptung verneinte er, und LAGRANGE 
hat 1797 in seiner Théorie des fonctions analytiques (8. 244—251) nach- 
gewiesen, daß Newron Recht hatte. Für diesen Zweck drückte LAGRANGE erst 
die Newroxsche Herleitung analytisch aus und erhielt dadurch die Formel 
© — LER Nach Einsetzung der richtigen Werte für d, « und y bekam er 
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ist. Die Formel nr ist folglich unrichtig, und als Grund der Unrich- 





keit gab LAGRANGE an, daß bei der Newronschen Herleitung gewisse unendlich 
kleine Größen dritter Ordnung vernachlässigt werden, obgleich das Resultat da- 
durch beeinflußt wird. Die Erklärung des Fehlers präzisierte EDLESTON 
(a. a. O. $. 171) dahin, daß Newron unrichtig die zwei Strecken F@ und fg, 
deren Differenz eine unendlich kleine Größe dritter Ordnung ist, als gleich 


groß betrachtete. Überdies wies LAGRANGE darauf hin, daß die Schlußformel 





y ES 
Ta substituiert, 


daß aber dieser Umstand nicht, wie NIkoLAus und JoHann BERNOULLI glaubten, 
etwas mit der Newronschen Herleitung zu tun hat, sondern auf einem Zufall 
beruht. 

Es dürfte jetzt klar sein, warum die Cantorsche Angabe: „NEwTon hielt 
vielmehr die Richtigkeit der Darstellung in den Principien aufrecht“ den sach- 
kundigen Leser ganz besonders überraschen muß. Das Wahre dieser Angabe 


besteht darin, daß NEWTON qe wie JOHANN BERNOULLI behauptete, in den 
2 3 

Prineipia ee und a = see un Fe verwechselt hatte, und auf Grund 
dieser Tatsache konnte Newron den Vorwurf mangelnden Verständnisses der 
höheren Differentiation zurückweisen. Über die „Darstellung in den Prin- 
cipien“ äußerte sich Newrox nicht, und in Wirklichkeit hatte er ja schon 1713 
den Fehler der ersten Auflage durch Neudruck von 10 Seiten entfernt. 

Ich habe oben die Angabe des Herrn Cantor als verblüffend bezeichnet, 


Nun gibt es ja verblüffende Angaben, die eigentlich recht harmlos sind, z. B. 


1! 
allerdings richtig wird, wenn man y" und y" statt Fr und 
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wenn man behauptete, Newrox habe ursprünglich die Principia spanisch 
geschrieben und erst später eine lateinische Übersetzung angefertigt. Aber die 
Angabe, um die es sich hier handelt, ist von einer ganz anderen Natur. Aller- 
dings deutet Herr Cantor nachträglich (Z. 25—26) an, daß Newron in den 
Principia keinen wirklichen Fehler begangen hätte, aber auch in diesem 
Falle bekommt man keinen hohen Gedanken von den mathematischen Kenntnissen 
Newrons, der ja nach der Canrorschen Darstellung erst beabsichtigte, die 
gedruckte Stelle mittelst eines Kartons zu ändern. Dies deutet wohl darauf hin, 
daß NEwToN anfangs eine unrichtige Vorstellung von der Bedeutung des Vor- 
wurfes gehabt haben würde. Noch schlimmer wird natürlich die Sache, wenn 
der Leser weiß, daß in der ersten Auflage der Principia wirklich ein Fehler 
vorkam. In diesem Falle müssen durch die Cantorsche Darstellung entweder 
die mathematischen Kenntnisse oder die wissenschaftliche Aufrichtigkeit NEw- 
TONS in einem sehr ungünstigen Lichte erscheinen. In Wahrheit ist NEwTon 
durchaus korrekt verfahren. Sobald er auf den Fehler aufmerksam gemacht 
wurde, erkannte er die Richtigkeit der Bemerkung an, redigierte einen ver- 
besserten Text und ließ denselben durch Cotes zum Abdruck bringen, wobei 
fünf früher gedruckte Blätter (S. 231—240) makuliert wurden. 
G. ENESTRÔM. 


3:316. Die Worte (Z. 25—27): „Von dem Fehler in der Quadratura 
curvarum, der wirklich ein Fehler ist (S. 285), schwieg NewTox wohlweislich“, 
sollten gestrichen werden, da kein wirklicher Fehler vorkommt (vgl. oben die 


Bemerkung zu 3 : 285). G. ENESTRÔM. 


3:318. Es wäre meines Erachtens eine wirkliche Verbesserung, den 
Passus (Z. 1-5): „Wie wenig ernst das gemeint war, oder wie wetterwendisch 
die Stimmung wechselte, zeigt das früher ($. 309) Erzählte, daß man am 
17. Juni, genau vier Wochen nach der Sitzung vom 20. Mai, Exemplare des 
Commercium eyistolicum zugunsten der Gesellschaftskasse dem Buchhandel über- 
ließ“ ohne weiteres zu streichen. Denn die „Royal society“ hatte ja durch 
den Titel hervorgehoben, daß sie das Commercium epistolicum wegen der 
Aktenstücke hatte drucken lassen, und wenn Exemplare dem Buchhandel 
überlassen wurden, bedeutete dies nur, daß die „Royal society“ am 17. Juni 
keinen Anlaß hatte, die Verbreitung der Aktenstücke zu verhindern. Aber 
dieser Umstand hat ja nur insofern etwas mit dem Urteil des Prüfungs- 
ausschusses zu tun, als er zeigt, daß die Gesellschaft nicht am 17. Juni 1714 
das Urteil durchaus mißbilligte, obgleich sie davon Abstand nahm, es als einen 


förmlichen Gesellschaftsbeschluß anzuerkennen. G. ENESTROM. 


3 : 319. In betreff der Angabe, daß der zweite Newronsche Brief gegen 
das Ende des Jahres 1676 LerBniz in London vorgelegen hat, behauptet Herr 
Cantor, daß sie „wie grundlos auch ohne jede mögliche Stütze“ ist. Allein 
das Aktenstück von NewTon, über das Herr CanTor weiter unten $S. 322—323 
berichtet, enthält den folgenden Passus (siehe Den Briefwechsel von G. W. 
Leısnız mit Mathematikern, herausgeg. von ©. I. Geruaror 1, Berlin 1899, 
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S.272): „he |LEisnız]| instances in a paragraph concerning my ignorance . . . 
that he saw this paragraph in the hands of Mr. Corzıns when he was in 
London the second time, that is, in october 1676. It is in my letter of the 
24th of octob 1676, and therefore he then saw that letter“. Der Ausspruch 
Lærgnizens, auf den Newron hier hinweist, ist der folgende (a. a. O. 8. 264): 
„a mon second voyage [d'Angleterre] M. Corzıns me fit voir une partie de 
son commerce, et jy remarquay que M. NEwTON avoua aussi son ignorance 
sur plusieurs choses, et dit entre autres qu’il n’avoit rien trouvé sur la dimension 
des curvilignes celebres que la dimension de la cissoide“. Wenn man nun 
weiter bemerkt, daß der Brief Newrons vom 24. Oktober 1676 folgende Stelle 
enthält (a. a. O. 8. 211): „in simplicioribus vulgoque celebratis figuris vix 
aliquid relatu dignum reperi, quod evasit aliorum conatus, nisi forte longitudo 
cissoidis ejusmodi censeatur“, und daß ein ähnlicher Ausspruch, soweit bekannt 
ist, in keinem älteren Briefe von Newrox vorkommt, so folgt hieraus, daß 
Leienız nach seiner eigenen Aussage bei seinem zweiten Aufenthalt in 
London wenigstens einige Zeilen des Briefes vom 24. Oktober 1676 gesehen 
haben muß. Und dennoch nennt Herr Canror die oben zitierte Angabe „wie 
grundlos auch ohne jede mögliche Stütze“!! | 

Nun kann man ja bemerken, daß die Aussage von LEïrBniZ aus dem 
Jahre 1715 herrührt und darum einen Gedächtnisfehler enthalten kann. Die 
Bemerkung ist natürlich an sich nicht unrichtig, aber hat man in diesem Falle 
irgendeinen bestimmten Grund einen Gedächtnisfehler anzunehmen? Meines 
Wissens gibt es keinen soldhen Grund. Herr Cantor fragt freilich (Z. 15—17): 
„Hätte OLDENBURG ihm [Leienız]|, wenn er bei Eintreffen des Newronschen 
Briefes noch in London gewesen wäre, denselben nicht ausgehändigt?“. Die Frage 
kann sehr leicht beantwortet werden. Erstens hatte Newron am 26. Oktober 
1676 einen Brief an OLDENBURG geschrieben, worin er diesen ersuchte, einige 
Änderungen einzuführen (siehe Epresron, Correspondence of Isaac Nkwron 
and Corzs, London 1850, 8. 257—258), und dieser Umstand allein konnte 
ein Grund sein, warum CoLLins nicht sofort den Newronschen Brief vom 
24. Oktober 1676 aushändigen wollte. Aber es gibt einen noch wichtigeren 
Grund, nämlich daß Corzıns nicht das Original des hochwichtigen Briefes sich 
und OLDENBURG entziehen wollte, und bekanntlich hat dieser selbst notiert, 
daß der Brief erst am 4. November 1676, also nach der Abreise LErBNiIzens 
abgeschrieben wurde. à 

Es ist sehr eigentümlich, daß auch nicht G. A. GiBson, der 1896 eine 
in vielen Punkten verdienstvolle Übersicht des Prioritätsstreites brachte (siehe 
Proceedings of the Edinburgh mathematical society 14, 1896, 
S. 148—174), den Grund, warum LæïBniz den Newronschen Brief sehr wohl 
bei CoLrins einsehen, aber nicht sofort bekommen konnte, ausfindig gemacht 
hat. GiBson sagt (a. a. 0. 8.160): „That he [LerBniz| should have seen at 
Corzins’s a letter addressed to himself, under cover to OLDENBURG, and not 
have taken possession of it seems quite incredible (!)* und weiter unten 
wiederholt er dieselbe Bemerkung $. 168 („However improbable it is that 
LErBniz then saw the letter“) und 8. 173 („that Lergniz saw NEWTon’s 
second letter on his second visit to London . . can have been at best only 
a guess“). Aber was GiBson als „lediglich eine Mutmaßung“ bezeichnet, ist 
nur eine direkte Schlußfolgerung aus einer Behauptung LEtrBNizens in seinem 
Briefe an ConTI vom 6. Dezember 1715! 


I 
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Der ganze Absatz „Letztere Meinung . . . nicht ausgehändigt“ sollte 
darum meines Erachtens gestrichen werden. G. ENESTRÔM. 


3 :319. Der ganze Absatz (Z. 26—32): „Auch auf den Fehler... 
bedienen“ sollte gestrichen werden (vgl. oben die Bemerkung zu 3 : 285). 
Jedenfalls sollte angegeben worden sein, daß Newrox selbst auf die von ihm 
erwähnte Änderung (Einschalten des Wortes „et“ zwischen „erit“ und „ejus“) 
keinen Wert legte. Ohne Zweifel hatte Newrox recht, denn allerdings würden 
durch die Änderung die Wörter „incrementum“ und „differentia“ die Bedeutung 
Differential in unseren Sinne bekommen, aber teils ist nicht einzusehen, warum die 
Wörter nicht in diesem Falle als gleichbedeutend mit „Korrektion“ benutzt 
werden könnten, teils wird durch die Änderung die Unklarheit, die auf der 
Benutzung des Wortes „proportionalis“ beruht, N entfernt, dern vielmehr 
vergrößert. Von Interesse ist der fragliche Passus der et libri“ eigent- 
lich nur, weil darin angegeben wird, daß Newron das „Scholium“ erst nach- 
träglich 1704 der Quadratura curavrum hinzufügte. G. ENESTRÔM. 





3 : 319— 320. Hier befindet sich folgender Passus: „Nur ein einziger hat 
es gewagt, im Jahre 1722 den ein Jahr vorher verstorbenen KEILL als den 
Verfasser des „Account“ zu nennen, und dieser einzige war Newron selbst.“ 
In einer Fußnote wird auf „Commerce. epist. pag. X“ verwiesen, und wenn man 
diesen Verweis benutzt, findet man folgende Bemerkung von F. Lerorr: 
„dans l’annotatio qui termine la publication du Commercium ÆEpistolicum, il 
[Newron]| attribue indirectement à Krıın le Recensio; “Et Keırrius hoc nota- 
verat anno 1711 (pag. 37, 238).” Cette page 37 (33 de notre édition) se 
rapporte au Recensio“ Die Annotatio selbst ist in der Ausgabe 1856 des 
Commercium epistolicum abgedruckt, und die von LEFORT erwähnte Stelle lautet 
nach dem Abdruck (8. 186): 


Methodus fluxionum utique non consistit in forma symbolorum. 
Et Keıtius hoc notaverat anno 1711 (pag. 31, 180). 


Hier beziehen sich offenbar die Verweise pag. 31, 180 auf die Ausgabe 1856, 
und S. 180 befinden sich wirklich einige Zeilen über die Newroxsche Be- 
zeichnungsweise, welche Stelle einem Schreiben KeırLıs vom 24. Mai 1711 
gehört. Dagegen wird S. 31 der Ausgabe 1856 ein anderes Schreiben KEILLS 
(aus dem Jahre 1708) erwähnt, und da Lerorr $. X angibt, daß der Verweis 
der Annotatio-sich auf S. 33 der Auflage 1856 bezieht, nehme ich an, daß 
diese Angabe richtig ist; ich habe nämlich nicht zur Hand die Ausgabe 1722 
des Commercium epistolieum Aber S. 33 der Auflage 1856 wird KEILL an der 
Stelle, die von den Newroxschen Zeichen handelt, gar nicht genannt, also noch 
weniger sein Schreiben vom Jahre 1711, und es fragt sich nun, welche Folge- 
rung man aus dem zitierten Ausspruch NewTons ziehen kann. Meiner Ansicht 
nach muß diese Folgerung sein: Wenn der Verweis richtig ist, scheint NEWTON 
zu behaupten, daß eine Stelle, die in der „Becensio“ vorkommt, schon 1711 
von KeïzL redigiert wurde, obgleich das englische Original (‚Account‘) der 
„BRecensio“ erst 1715 und die „Recensio‘“ selbst erst 1722 veröffentlicht wurde. 
Aber Herr Cantor schließt: Also hat Newron behauptet, daß Krırn das ganze 
Original der „Recensio“ verfaßt hat!! Es dürfte unnötig sein, diese Schluß- 
weise näher zu charakterisieren. 
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Ich benutze diese Gelegenheit, um zu betonen, daß es meines Erachtens 
verkehrt ist, aus einem einzigen Verweise eine bestimmte Folgerung zu ziehen, 
die sofort hinfällig wird, wenn es sich herausstellt, daß ein einfacher Druck- 
fehler vorliegt Nimmt man in diesem Falle an, daß 237 statt 37 zu lesen 
ist, so beziehen sich ja die beiden Verweise auf das Schreiben von 1711, 
und die Stelle hat also gar nichts mit dem „Account“ zu tun! 

G. ENESTRÖM. 





3:320—321. Der ganze Passus (8. 320 Z. 8 v. u — 8. 321 Z. 14): 
„und sonst wäre gewiß ... Unkenntlichkeit zu tilgen“ sollte gestrichen werden. 
In der ersten Auflage der Vorlesungen konnte der entsprechende Passus am 
Platze sein, aber seitdem es sich als wahrscheinlich herausgestellt hat, daß 
Leisnız seine Antwort auf den zweiten NewTronschen Brief zwar am Empfangs- 
tage angefangen, aber nicht besonders weit fertiggestellt hatte, ist der Passus 
wertlos geworden. G. ENESTRÔM. 


3: 321. Die Angabe (Z. 25—27): „Von London aus muß er [Conti] 
ihm [Leısnız] abermals geschrieben und dabei, wie es kaum anders möglich 
war, den Prioritätsstreit berührt haben“ ist seit 1899 als veraltet zu betrachten. 
C. I. GERHARDT hat nämlich (Der Briefwechsel von G. W. Leısnız mit Mathe- 
matikern 1, Berlin 1899, S. 258—262) nach dem in Hannover aufbewahrten 
Original einen langen Brief von Coxtı an LeıIsnız veröffentlicht, auf den 
Leisnız am 6. Dezember 1715 erwiderte, und dieser Brief, der weder Datum 
noch Ort hat, ist offenbar der von Herrn CANTOR gemeinte. Am Ende des 


Briefes sagt ConTI: „je parts demain pour l’Angleterre‘‘ — der Brief ist also 
nicht in London, sondern in Paris geschrieben — und der Prioritätsstreit wird 
im Briefe nicht berührt. G. ENESTRÔM. 


3:323. Nachdem Herr Cantor $S. 322 die Bemerkung von NEwTron, die 
Leisnizsche Differentialrechnung sei die gleiche, die Barrow 1670 veröffent- 
lichte, erwähnt hat, fügt er hinzu (Z. 1—8): „Es ist merkwürdig genug und 
ein Beleg dafür, wie blind die Leidenschaft den Menschen macht, daß NewToNn 
das Zweischneidige dieses Vorwurfes nicht erkannte und LEIBNIZ gewisser- 
maßen die Antwort in den Mund legte. Wenn Leisnizens Tangentenmethode 
die gleiche war wie die BARRows, wenn sie zugleich mit der Newrons über- 
einstimmte, so war auch kein Unterschied zwischen den Methoden NEWTONS 
und BARRows, und ersterer war der anerkannte Schüler des letzteren!“ Aber 
daß Newron in dem Anhang zu der Schrift von J. Rapnson: The history of 
fluxions die Schlußfolgerung, die LEIBNIZ aus der Bemerkung von NEWTON zog 
ausführlich widerlegt hat, davon sagt Herr Cantor kein Wort, sondern 
fertigt den Anhang damit ab, „besonders Erwähnenswertes“ stehe nicht darin! 
Ich erlaube mir darum, hier unten einen kurzen Auszug aus der Antwort von 
Newron zum Abdruck zu bringen (siehe C. I. GerHarpr, Der Briefwechsel von 
G. W. Leısnız mit Mathematikern, 1, Berlin 1899, S. 293): 

Dr. Barrow printed his differential method of tangents in the year 
1670.... In my letter of the 10% of Decemb. 1672, I sent the like 
method to Mr. Corzrıns and added, that I mentioned it to Dr. BArRow 
when he was printing his lectures; and that...it was but a branch 
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or corollary of a general method, which without any troublesome cal- 
culation extended not only to tangents, buth also to other abstruser 
sorts of problems concerning the crookedhess, area’s, lengths, centers of 
gravity of curves etc. and did all this, even without freeing equations 
from surds.... Dr. Barrkow... saw my tract of Analysis in the year 
1669, and was pleased with it. And before his lectures came abroad, I 
had deduced the method of tangents of GREGORY and SLusıus from my 
general method. | 


In Wirklichkeit ist also die von Leısnız beanstandete Bemerkung New- 
TONS gar nicht „zweischneidig“, denn dieser geht davon aus, daß die Tangenten- 
methode BARRowS eine sehr einfache Folgerung seiner allgemeinen Methode war; 
überdies betrachtete Newron als allgemein bekannt, daß er seine Methode vor 
1670, unabhängig von Barrow, entdeckt hatte. 

Der von mir oben zitierte Passus der Vorlesungen sollte also auf ganz 
andere Weise redigiert werden. G. ENESTRöM. 





3:326. Z. 14—18 sagt Herr CAntor: „eine Veränderung des Commer- 
cium epistolicum selbst, Zusätze innerhalb des 1712 Gedruckten, ohne daß sie 
als solche gekennzeichnet wurden, das waren ebensoviele Fälschungen, welche 
auf den, der sie beging, einen nicht zu tilgenden Makel werfen“ und am Ende 
der Seite spricht er von „Fälschungen gleichkommenden Änderungen“ des 
Textes des Buches. Allein meiner Ansicht nach ist es in diesem Falle durch- 
aus sinnlos, das Wort „Fälschungen“ zu benutzen. Auf dem Titelblatte der 
Originalausgabe vom Jahre 1712 stand: „Commercium epistolicum D. JoHANNIS 
Corzıns et aliorum de analysi promota: jussu societatis regiae in lucem 
editum‘‘ und dadurch war der wesentliche Inhalt der Schrift deutlich an- 
gegeben; mit dem übrigen Inhalt hatte die „Royal Society‘ nichts anderes zu 
tun gehabt, als daß sie die ganzen Druckkosten bezahlte. Im Jahre 1722 
erschien eine neue Auflage mit dem Titel „Commercium epistolicum D. Jo- 
HANNIS ÜOLLIns et aliorum, de analysi promota, jussu societatis regiae in 
lucem editum ... iterum impressum“ und was 1712 auf den Befehl der 
„Royal Society“ gedruckt wurde, ist hier wieder abgedruckt worden. Nun 
kommen aber in der Originalausgabe außer dem offiziellen Inhalt zahlreiche 
Fußnoten vor, und in betreff dieser Fußnoten wurden bei der Drucklegung der 
neuen Auflage gewisse Änderungen oder Zusätze vorgenommen. Für einen 
Historiker wäre es natürlich schön gewesen, wenn die Herausgeber dieser Auf- 
lage alle Änderungen oder Zusätze besonders angegeben hätten, aber in diesem 
Falle das Wort „Fälschungen“ zu benutzen, finde ich, wie gesagt, durchaus 
sinnlos. Als auffallendstes Beispiel der angeblichen „Fälschungen“ hebt Herr 
Canror 8. 327 die Fußnote in betreff der „Historiola“ (siehe BM 11,, 1910/11, 
S. 83) hervor. Aber wenn die Angabe dieser Fußnote richtig gewesen wäre, 
so würde ja der Umstand, daß sie nicht in der ersten Auflage steht, belanglos 
sein. In Wirklichkeit enthielt die Fußnote eine kleine Ungenauigkeit, und 
aus diesem Grunde müßte man sie bemängeln, auch wenn sie ganz einfach 
aus der ersten Auflage abgedruckt gewesen wäre. G. ENESTRöM. 


3 : 394. Nachdem Herr Canror angegeben hat, daß Newrox in Cam- 
bridge Vorlesungen über allgemeine Arithmetik hielt, fügt er hinzu (Z. 21—22): 
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„WiLLIAM WHıIston scheint dieselben im Jahre 1685 noch selbst gehört zu 
haben.“ Aber wenn man die von Herrn CAnTor zitierte Quelle (W. W. R. Bat, 
A history of the study of mathematics al Cambridge, Cambridge 1889, $. 83) 
zu Rate zieht, findet man dort die Notiz: „WHISToN . . . entered in 1685 at 
Clare, and mentions in his biography that he attended Newron’s lectures“. 
Bar sagt also weder, daß Wuıston im Jahre 1685 die Vorlesungen NEwWToNs 
hörte, noch daß die Vorlesungen Newrows, die WuistTon hörte, die allgemeine 
Arithmetik behandelten. Bekanntlich (vgl. z. B. W. W. R. Barz, Account of the 
history of mathematics, 4*® ed., London 1908, $. 330) begannen diese Vor- 
lesungen 1673 und endeten schon 1683, also bevor WuistTon Student wurde. 
Ich gebe hier nach Epzresron (Correspondence of Isaac Nzewron. and Corzs, 
London 1850, S. XCII—XCV) die Vorlesungen der verschiedenen Jahre an; die 
Seitenzahlen in den Klammern beziehen sich auf die Originalausgabe (1707) 
der Arithmetica unwersalis. 

1673 (8. 1— 21). 1674 (8. 21-38) 1675 (S. 39—65). 1676 
(8. 65— 81). 1677 (8. 81 —100). 1678 (8.100—111). 1679 (S. 111— 120). 
1680 (8. 120—134). 1681 (8. 134—172). 1682 (S. 172—215). 1683 
(S 216—251). G. ENESTRÔM. 


3: 395. Die Worte (Z. 21—24): „oder ob er sein Wissen der nicht 
ganz reinen, wenn auch überaus reichen Quelle von Waruis’ englischer Algebra 
von 1685 entnahm, die er zur Zeit, als Wuisron die Vorlesung hörte, gerade 
studieren mochte“, sollten gestrichen werden. Bekanntlich wurde die Vorlesung 
während der Jahre 1673—1683 gehalten (siehe die Bemerkung zu 3 : 394), 
und Wartis’ englische Algebra hat, wie Herr CAntoR richtig angibt, das 
Druckjahr 1685. Allerdings war das Manuskript der Algebra schon 1676 
druckfertig und wurde dann im April 1677 von Wazzis nach London gesandt 
(siehe Rıcaunp, Correspondence of scientific men of the seventeenth century 2, 
Oxford 1841, 8. 606— 607), aber ganz gewiß hat NewTon, der ja in Cam- 
bridge wohnhaft war, das Manuskript zur Zeit, als er seine Vorlesung über 
„Arithmetica universalis“ hielt, nicht gesehen. Abgesehen von der tatsäch- 
lichen Unrichtigkeit sind die Worte: „zur Zeit, als Wnıston die Vorlesung 
hörte“ auffällig, denn S. 394 hat Herr CAntorR nur bemerkt, daß WHIsToN 
die Vorlesung gehört zu haben scheint. | 

Die Angabe (Z. 15—18), daß das grundsätzliche Verschweigen von Vor- 
gängern bei Newton die Prüfung, was in der Arithmetica universalis neu war, 
ungemein (!) erschwert, ist ebenfalls auffällig. Wer sich vornimmt, in zwei 
starken Bänden die Geschichte der Mathematik von den ältesten Zeiten bis zum 
Jahre 1668 zu behandeln und dann in einem dritten Bande die historische 
Darstellung weiterzuführen, sollte wohl für diesen Zweck so eingehende Stu- 
dien in betreff der Geschichte der elementaren Algebra und ihrer Anwendungen 
gemacht haben, daß er in den meisten Fällen sofort entscheiden könnte, was 
in der Arithmetica universalis wirklich neu war. Anderseits weiß jeder Kenner 
der Geschichte der Mathematik, wie selten die älteren (und wohl auch die 
neueren?) Mathematiker sich der Mühe unterziehen, ihre Quellen regelmäßig 
zu zitieren, so daß es in allen Fällen für den nicht Sachkundigen un- 
gemein schwierig ist, zu entscheiden, was in einer mathematischen Arbeit als 
neu anzusehen sein muß. G. ENESTROM. 
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3:400. Die Behauptung (Z. 7—9 v. u.): „Daß Newrox die Stelle 
. nicht schrieb, ohne von FERMATS Arbeiten Kenntnis zu haben, dürfte unab- 
weisbar sein“, beruht natürlich in erster Linie auf der unrichtigen Mutmaßung 
des Herrn Cantor, daß die Vorlesungen über die „Arithmetica universalis“ 
1685 gehalten wurden. In Wirklichkeit wurde die Vorlesung, um die es sich 
hier handelt, 1673 oder 1674 gehalten (siehe EnLeston, Correspondence of 
Isaac Newron and Corzs, London 1850, 8. XCII), während die Varia opera 
von FERMAT erst 1679 erschienen. Allerdings wurde ein kurzer Artikel von 
FerMaAT über Wegschaffen von Irrationalitäten schon 1667 veröffentlicht (siehe 
Oeuvres de Frrwar, publ. par P. Tannery et Can. Henry 2, Paris 1894, 
S. 282—283), aber dieser Artikel enthielt keine Lösung des Problems. 

Als Gründe, warum es „unabweisbar“ sein dürfte, daß NEewron von 
FErMmATS Arbeiten Kenntnis hatte, nennt Herr ÜAnTorR teils das Verfahren, 
teils die Benennung „Asymmetrie“. Allein Herr Cantor hat selbst darauf 
hingewiesen, daß die Benennung schon bei Vière vorkommt, und überdies war 
der Term ,asymmetria für Irrationalität noch in der zweiten Hälfte des 
17. Jahrhunderts sehr gewöhnlich (siehe z. B. C. Renazprni, Ars analytica mathe- 
matum 1, Florentiae 1665, S. 255), so daß in diesem Falle die Benennung 
keine Beweiskraft besitzt. Kaum mehr bedeutet der Umstand, daß NEewrTon 
1673 oder 1674 dasselbe Verfahren als FERMAT benutzte. Schon bei seinen 
ersten mathematischen Studien hatte NEwToN den großen Nutzen, den man 
durch passende Substitutionen erzielen kann, deutlich erkannt, und auch die 
sogenannte „Transmutationsmethode“ LErBNizens vom Jahre 1676 beruht auf 
demselben Verfahren. Nur wenn es bewiesen wird, daß Newron schon 1674 
von dem 1679 veröffentlichten Artikel FermAats Kenntnis hatte, oder daß 
Newron nach 1679 sein Vorlesungsheft über „Arithmetica universalis“ ergänzt 
hat, kann die Ansicht des Herrn CAnTor in betreff des Einflusses FERMATS auf 
NEWToN irgendeinen Grad von Wahrscheinlichkeit bekommen, und einen solchen 
Beweis zu bringen, hat Herr CAnTor nicht einmal versucht. (G Exeström. 


3 :457. Was Herr Cantor (Z. 5—10) über die Geschichte des Aus- 
druckes „transzendente Funktion“ sagt, ist nicht ganz genau. Erstens benutzte 
JOHANN BERNOULLI diesen Ausdruck schon 1724 (Methodus commoda et natu- 
ralis reducendi quadraturas transcendentes cujusvis gradus ad longitudines 
curvarum algebraicarum; Acta erud. 1724, $. 365; Opera omnia 2, 8. 591). 
Zweitens bezog- er nicht den Ausdruck nur auf Integrale algebraischer Funk- 
tionen; die fraglichen Integrale nannte er nämlich transzendente Funktionen 
ersten Grades, während die Integrale dieser Funktionen transzendente Funk- 
tionen zweiten Grades genannt wurden, usw. 

Die Bemerkung (Z. 11—14): „1706... erscheint [bei JoHAnn BERNOULLI] 
das Zeichen A, welches aber . .. einen Differentialquotienten bedeutet“, ist 
nicht unrichtig, aber kaum gut redigiert. Bei JoHANN BERNOULLI bedeutet 
nämlich Ax nicht den Differentialquotienten von x, sondern den Differential- 
quotienten einer gewissen Funktion von &. G. ENESTRÔM. 


3:468. Statt der Worte (Z. 26—28): „wenn wir auch nicht wissen 
durch wessen Vermittelung“ sollte: „und zwar durch Vermittelung von Conti“ 
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gesetzt werden. Als Beleg bringe ich hier unten einen Auszug aus dem 
Briefe Leisnızens an ConTI vom 14. April 1716 (vgl. Der Briefwechsel von 
G. W. Lersnız mit Mathematikern, herausgeg. von C. I. GERHARDT I, Berlin 
1899, 8. 295). 

En attendant qu'ils trouvent le moyen de parvenir à la solution 
générale, ils pourront essayer ce qu’ils peuvent en fixant les idées sur 
un cas particulier, qu'on leur propose dans le papier ci-joint .... 

Super recta AG tanquam axe ex puncto À constructis curvis quot- 
cunque, qualis est ABD, ejus naturae ut radius osculi ex singulis sin- 
gularum curvarum punctis B eductus BO secetur ab axe AG in C in 
data semper constante ratione, ut nempe sit BO:BC—1:n. Con- 
struendae jam sunt trajectoriae qualis est E NF, priores curvas ABD 
secantes ad angulos reetos. G. ENESTROM. 


3:473. Wie JoHann BERNOULLI in dem von Herrn Canror (Z. 11—12) 
zitierten Briefe ausdrücklich erwähnt, beschäftigte sich auch NıkoLAus I BER- 
NoULLI gleichzeitig mit der Differentialgleichung 2?d?x = 2xd2?. Aus einem 
Briefe von diesem an Leısnız vom 24. Oktober 1716 (ZLzrenizens Mathema- 
tische Schriften, herausg. von ©. I GERHARDT 3:2, Halle 1856, S. 993) geht 
hervor, daß Nıkoraus Bernouzzr als Integral die Gleichung 2° = axz + abc 
gefunden hatte, so daß es kaum nötig ist, „die heutige Integralrechnung“ zu 
Rate zu ziehen, um zu konstatieren, daß JoHANN BERNOULLI das Integral der 
fraglichen Differentialrechnung gekannt haben muß. G. ENESTRÔM. 


3:691. Z. 4—6 zitiert Herr Canror aus einem Briefe von Nıkoraus I. 
BErNnouULLı an EuLER vom 29. November 1743 den folgenden Passus: „Die 
Unterscheidung zwischen einem absoluten Unendlichen und einem bestimmten 
Unendlichen gebe ich nicht zu“ Da dieser Passus schwer verständlich ist, 
wenn man nicht weiß, was der Brief EuLers vom 14. Mai 1743 enthielt, 
erlaube ich mir, aus diesem Briefe einige Zeilen hier zum Abdruck zu bringen 
(siehe L. EuLER, Opera postuma 1, Petropoli 1862, 8. 538): 


Quod primum de seriebus divergentibus scribis, earum summas 
dari omnino non posse, quoniam licet in infinitum continuentur, tamen 
exhauriri nequeant, . . . hoc dubium mihi quidem eximi posse videtur, si 
ad distinctionem inter numerum infinitum determinatum atque infinitum 
absolutum attendatur. Quamvis enim statui non possit 

— - L'Hhc ta LT COS 
quia hic numerus terminorum etsi infinitus, tamen tamquam definitus 
spectatur, atque adeo series revera terminari censetur; tamen sine errore 
mihi quidem statui posse videtur 
1 2 3 
— —=1-+r-+2°”+xr°-+ete. 


1—t 





. . . . LL LU L . ” 
in infinitum, hoc est seriei nusquam ullo termino constituto. Sic falsum 


foret 
0=1-3+5-7+9I—-....+29+1), 


ut 
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at omni finitionis idea etiam cogitatione sublata, sine errore affirmari 
potest esse 0 = 1 — 3 + 5 — 7 + 9 — in infinitum. In hac autem opi- 
nione eo magis confirmor, quod nullus mihi adhuc obtigerit casus, in quo 
ejusmodi serierum summatio me in errorem deduxisset. 


Eurer scheint selbst durch die Bemerkungen von BERNOULLI eingesehen 
zu haben, daß der Unterschied zwischen „infinitum determinatum“ und ,,infini- 
tum absolutum“ schwerlich festgehalten werden kann, denn in seinem Antwort- 
schreiben vom 4. Februar 1744 (Opera postuma 1, S. 538—541) sagt er nichts 
hierüber, sondern stellt seine bekannte Definition: „summa seriei est valor quan- 
titatis finitae, ex cujus evolutione series resultat" auf. Auch nicht in der Ab- 
handlung De seriebus divergentibus (Novi comm. acad. sc. Petrop. 9, 


[175455], 1760, $. 205— 237) erwähnt EuLer ausdrücklich zwei Arten un- 


endlicher Größen, obgleich man aus dem $ 5 (8. 207— 208) ersieht, daß er 
seinen ursprünglichen Gedankengang nicht ganz aufgegeben hat. 
G. ENESTRÔM. 





3 : 718. Wie Herr Cantor richtig angibt, behauptet Eurer im 15. Ka- 
pitel des 1. Buches der Zntroductio in analysin infinitorum, es sei offenbar 
(„manifestum est“) daß wenn 

1} 

A=e2n4i—Bpa(1—7y2 (41-02... 
die À, B,C,D,... aus den a, BB, y, d,... so zusammengesetzt sind, daß A 
die Summe dieser Zahlen einzeln genommen, BD die Summe der Produkte aus 
zwei Zahlen (ungleiche und gleiche) u. s. w. ist. In betreff des Ausdruckes 
„manifestum est“ bemerkt Herr Cantor: „EULER dachte sich mutmaßlich die 
Herleitung mittels auf einander folgender Divisionen durch die einzelnen Nenner- 
faktoren“ und fügt die Herleitung des Eurerschen Satzes auf diese Weise 
hinzu, Indessen hat Euer selbst die Herleitung in seiner Abhandlung 
Observationes analyticae variae de combinationibus (Comm. acad. sc. Petrop. 13 
[1741/43], 1751, S. 64—93) gebracht, und diese Abhandlung wurde nach den 
Protokollen der Petersburger Akademie am 6. April 1741 vorgelegt. EULER 


seht von den Identitäten 


1 : 
L'or reitet it... 


=1+4:+B?+02°+D#-+... 


1— œ8 
Ep = LH Bat are, ... 
D = LH pe HP + PE ph + 


NN CUP UNS le" Te Sel natale rle" rue dE nine d'à 


aus; wenn man nun das Produkt sowohl der linken wie der rechten Glieder 
bildet und dann in betreff des zweiten Produktes die Multiplikationen ausführt, 
findet man sofort, daß der EuLersche Satz richtig ist. G. ENESTRÔM. 





3: 731—732. Die Angabe (8. 731 Z. 1 v.u. und 8. 732 Z. 1—2): 
„Die an dieser Stelle zuerst auftretende Reihenentwicklung von = wurde in 


späterer Zeit vielfach bestätigt“ kann kaum als richtig betrachtet werden. Es 
handelt sich um die Abhandlung Subsidium calculi sinuum, die 1760 in den 
Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 18 


974 G. ENESTRÔM. 


Novi comm. acad. sc. Petrop. 5 (ad annum 1754 et 1755) erschien. Aber 
schon im 4. Kapitel des zweiten Teiles der Institutiones calculi differentialis, 
die im Manuskript schon vier Jahre vor der zitierten Abhandlung fertig waren 
und im Druck fünf Jahre vor derselben erschienen, hatte EuULER auf eine 
andere, freilich wenig befriedigende Weise die Reihe 


1 m. am LA US 
= qu+-snu+ sin 20 + sin 8 + 2 sin du + &e. 


hergeleitet, und wenn man = x — 9 setzt, bekommt man hieraus sofort 


Pen et dE EN PR ne 
3 — sin p 3 Sin 29 + „sin 5 a Sin 4p +... 


Übrigens bemerke ich, daß die Reihe der Institutiones calculi differentialis schon 
in einem Brief von EuULER an GoLDBACH vom 4. Juli 1744 steht (siehe Corre- 
spondance mathématique publ. par P. H. Fuss 1, St. Petersbourg 1843, 8. 279). 


G. ENESTRÖM. 


3:787. Der kurze Bericht über die Abhandlung De superficiebus ad 
aequationes locales revocatis, variisque earum affectionibus (Comm. acad. se. 
Petrop. 6 [1732/3], 1738, 8. 36—67) von J. HERMANN endet auf folgende 
Weise: „Er [Hermann] gibt auch die Gleichung verschiedener krummer Ober- 
flächen, von Kurven doppelter Krümmung aber nur die kürzesten auf einer 
gegebenen Oberfläche zwischen zwei gegebenen Punkten zu ziehende Linien.“ 
Hier möchte ich statt „verschiedener krummer Flächen“ eine genauere An- 
gabe bringen, z. B. etwa: „einiger Flächen zweiten Grades sowie der Fläche 
4. Grades, die Warzis Cono-Cuneus genannt hat“. Anderseits sollten die 
folgenden Worte „von Kurven . . . Linien“ entweder gestrichen oder auf eine 
Weise formuliert werden, die belehrend sein kann. Es handelt sich im 
114. Kapitel von der Geschichte der analytischen Geometrie und wer die frag- 
lichen Worte liest, kann nicht umhin anzunehmen, daß HERMANN die Gleichung 
einiger geodätischer Linien unter der Form f,(x, y, 2)=0, f(x, Y, 4) = 0 ge- 
geben hat. Dies ist indessen nicht der Fall HERMANN hat nämlich nur ver- 
sucht, das allgemeine Problem zu lösen, und der betreffende Teil seiner Ab- 
handlung sollte also eigentlich nicht hier, sondern im 117. Kapitel (z. B. S. 853) 
erwähnt werden. G. ENESTRÔM. 





3:789. Die Form der Angabe (Z. 7—8): „Damit ist die Gerade 
WNKR gegeben nebst ihrem Durchschnittspunkte Z mit der CB“ ist ein 
wenig auffallend, denn die Gerade WNKR ist ja eben der ursprünglich 
gegebene Träger RKN. Viel besser wäre wohl, nach dem Wort „schneidet“ ' 
(Z. 7) den Passus zu streichen und dann zu setzen: „und eine dritte Gerade 
durch B, C, welche den Träger RKN in Z schneidet“. Auch die Bemerkung 
(Z. 13— 15): „das Verhältnis ihrer Seiten zu einander ist mithin bekannt und 
kann durch Dee a 

CK y GK 
digiert, denn jedes der zwei Dreiecke hat ja noch eine dritte Seite auBer den 
erwähnten; ich schlage darum folgende Verbesserung vor: „das Verhältnis 

LE DG 
DET 
k unveränderliche Größen sind“, G. ENESTRÔM. 


und = dargestellt werden“ ist nicht ganz gut re- 


... bekannt und darum kann z gesetzt werden, wo g und 





: 
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3 : 871. Aus den Worten: ,MacLAURIN hat sich dabei... geometrischer 
Methoden bedient... Sei EAE' eine solche gleichseitige Hyperbel“ wird der 
Leser versucht, anzunehmen, daß das Folgende wenigstens im wesentlichen ein 
Bericht über das Verfahren MacrAurıns ist. In Wirklichkeit rührt aber das 
meiste des Textes der Seite 871 nicht von MACLAURIN, sondern von FELIX 
MÜLLER her. Allerdings zitiert Herr Cantor in der Fußnote die MULTERschen 
Studien über Mac [nicht „Max“, wie es in den beiden Auflagen der Vorlesungen 
steht!] Zavrın’s geometrische Darstellung elliptischer Integrale, aber aus diesem 
Zitat kann man natürlich nicht ersehen, daß die von Herrn CANTOR angeführten 
Beweise der geometrischen Sätze nicht auf MACLAURIN, sondern auf MÜLLER 
zurückgehen. Dieser sagt selbst in seinen Studien (8. 6): „Wir... werden 
im Folgenden, wo wir den einen oder den andern [Satz] anwenden müssen, 
denselben analytisch beweisen, falls er nicht in den gebräuchlichsten Lehr- 
büchern über Kegelschnitte zu finden ist. Nun umfassen die Studien 30 Druck- 
seiten, und es kann darum gebilligt werden, daß MÜLLER eine dieser Seiten 
dazu verwendet, wichtige Hilfssätze zu beweisen. Aber in den Vorlesungen 
nimmt die Darstellung weniger als zwei Druckseiten in Anspruch, und dann 
ist es kaum angebracht, etwa eine Seite den MüLLERschen Beweisen zuzuweisen. 

Allein auch die Art und Weise, wie Herr CANTOR über diese Beweise be- 
richtet, ist recht eigentümlich. Bei MÜLLER werden verschiedene Transforma- 
tionen MACLAURINS ausführlich auseinandergesetzt, und für diesen Zweck benutzt 
MÜLLER gewisse Größen, die er m, n, u, v, t, o nennt. Herr CANTOR be- 
schränkt sich auf die Transformationen, in denen die vier Größen m, n, u, v 
vorkommen, aber dennoch gibt er nach MÜLLER einige Sätze und Formeln an, 
die für und o gelten und welche Formeln also in dem Cantorschen Berichte 
nicht zur Anwendung kommen können. Auch wenn man davon absieht, daß 
es sich hier um MAcLAURIN und nicht.um FeLıx MüLLER handeln sollte, muß 
die Darstellung als schlecht redigiert bezeichnet werden. G. ENESTRÔM. 


Vermischte historische Notizen. 


Bemerkung zu dem Aufsatze „Über Jacobis Auffassung des realen 
Integrals als einer mehrdeutigen Funktion“ Herr A. PRINGSHEIM war 
so gütig, mich darauf hinzuweisen, daß meine (Biblioth. Mathem. 11., 1911, 
S. 138) gemachte Angabe: „die Behauptung, es sei nicht möglich, die Mehr- 
deutigkeit eines Integrals hervortreten zu lassen, so lange man die Variable 
auf die realen Werte beschränkt, sei bisher noch niemals angefochten worden“ 
nicht den Tatsachen entspricht. Es hat nämlich Herr M. Pascx in seiner 
Einleitung in die Differential- und Integralrechnung \Leipzig 1882, S. 124ff.) 
die Unendlichvieldeutigkeit des trigonometrischen Integrals 


° 


dx 
V1? 


nach genau derselben Methode abgeleitet wie JAcoBI in seiner nicht publizierten 
und folglich bis zum Erscheinen des GUNDELFInGERschen Aufsatzes (Biblioth. 
Mathem. 9,, 1908/09, $. 211— 226) unbekannt gebliebenen Vorlesung von 
1835/36, und hat auch im Vorwort (8. IV) die prinzipielle Bedeutung dieser 


14? 





1 
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Methode mit folgenden Worten betont: „indem jene [nämlich die trigonome- 
trischen] Funktionen aus dem Kreisbogenintegral erzeugt wurden, bot sich zu- 
gleich Gelegenheit, den Begriff des Integrationsweges zu erweitern und die 
Periodizität ohne Zuziehung von komplexen Variabeln zu erklären.“ 

Leider war diese Stelle des Werkes von Herrn Pısch meinem Gedächtnis 
entschwunden; da, wie es scheint, auch andere Mathematiker im gleichen Falle 
waren, so bleibt mir doch die Genugtuung, durch meinen Aufsatz die Auf- 
merksamkeit von neuem auf diese bedeutungsvolle Pasca-J'Acogische Methode 
hingelenkt zu haben. 

Gießen. L. SCHLESINGER. 


Anfragen. 


151. Über die Erfindung des Algorithmus der Newtonschen 
Fluxionsrechnung. In dem „Synoptical view of Nzwron’s life“, das EDLESTON 
am Anfange (8. XXI—XL) der Correspondence of Isaac Newron and. Corzs 
(London 1850) eingefügt hat, wird (8. XXI) behauptet, daß Nzwron am. 
20. Mai 1665 einen Aufsatz über Fluxionen geschrieben hat, worin diese durch 
punktierte Buchstaben bezeichnet worden sind. Als Beleg verweist EDLESTON 
(S. XLI) auf „Rıcaup’s Appendix, p. 23 compared with RapHsons History of 
fluxions, p.116“. Hier bedeutet „Rısaup’s Appendix“ wahrscheinlich den Anhang 
der Schrift Historical essay on the first publication of I. Newrons Principia 
(Oxford 1838), die mir nicht zugänglich ist. Indessen kann ich nicht umhin, 
die Behauptung bis auf weiteres als verdächtig zu betrachten, denn weder in dem 
langen Bericht über die Entdeckung der Fluxionsrechnung, den Newron 1716 
verfaßte und die dann am Ende der History of fluxions von RAPHSoN zum 
Abdruck gebracht wurde, noch in der kurzen Notiz über denselben Gegenstand, 
die Newron vielleicht ein paar Jahre früher redigierte (siehe A catalogue of 
the Portsmouth collection of books and papers, written by or belonging to Isaac 
Nzwron, Cambridge 1888, S. XVIII) habe ich etwas über das Vorkommen 
von Fluxionszeichen in einem Aufsatze vom Mai 1665 entdecken können. Aus 
den fraglichen Aktenstücken ersieht man nur, daß Newrox im Mai 1665 die 
Sruszsche Tangentenmethode gefunden hatte. | 4 

Aber auch wenn die von EDpLESToN zitierte Schrift seine Behauptung 
bestätigt, sollte untersucht werden, ob die Bestätigung wirklich als definitiv 
betrachtet werden kann. Bekanntlich verzeichnet der oben zitierte Catalogue of 
the Portsmouth collection (siehe 8.2) verschiedene handschriftliche Aufsätze von 
Newron über die Fluxionsrechnung, und durch eine genaue Untersuchung dieser 
Aufsätze könnte vielleicht die Behauptung von Eprpston definitiv entweder 
bestätigt oder als unrichtig nachgewiesen werden. G. ENESTROM. 





Rezensionen. 


ID 
=] 
=] 


Rezensionen. 


Codex Leidensis 399,1. Eucripis elementa ex interpretatione AL-HADSCH- 
DSCHADSCHII cum commentariis AL-NARIZIL. Arabice et latine ediderunt 
notisque instruxerunt R. OÖ. BEstHorn et J. L. Heıgerg. Partis II Fase. I, II; 
Partis III Fasc. I. Hauniae, in libraria Gyldendaliana, 1900—1910. 79, 
148 und 81 S. 8°. 


In der Zeitschrift für Mathematik und Physik (38, 1893, hist. 
Abt: S. 192—195; 44, 1899, hist. Abt. $. 60—62) habe ich den ersten und 
zweiten Faszikel des ersten Teils dieses arabischen Eucrıns besprochen, die das 
erste Buch der Elemente umfaßten. Vor zehn Jahren (1900) erschien der 
erste Faszikel des zweiten Teils, das zweite Buch enthaltend, 1905 der zweite 
Faszikel des zweiten Teils mit dem dritten und 1910 der erste Faszikel des 
dritten Teils mit dem vierten Buche Euxzips. Wir haben nun noch das fünfte 
und sechste Buch zu erwarten, denn bekanntlich umfaßt das Leidener 
Manuskript 399,1 der arabischen Übersetzung bloß die sechst ersten Bücher 
des Werkes. 

Von den hier zu besprechenden drei Büchern bietet das erste (zweite 
Euxzips) das größte historische Interesse dar, indem hier zu den zehn ersten 
Sätzen andere Beweise Hrrons gegeben sind, und zwar jeweilen nach der 
Methode der Analysis, wie auch der Synthesis; dieselben sind mehr algebraisch 
gehalten als diejenigen EukLıns, HERON vermeidet die EukLivische Darstellung 
durch Quadrate, Rechtecke und Gnomone Auch sind zu den ersten fünf 
Sätzen Zahlenbeispiele, wahrscheinlich von NArkrızi, gegeben, wie es verschiedene 
spätere arabische Kommentatoren getan haben. (Vgl. besonders meinen Artikel 
Über den Kommentar des Mux. 8. ABDELBAQI zum zehmten Buche des EUKLIDES, 
Biblioth. Mathem. 7,, 1906/7, S. 234—251). 

Als Kommentar zum elften Satze des zweiten Buches (goldener Schnitt) 
gibt Heron die in den heutigen Lehrbüchern meist gebräuchliche Konstruktion. 
worauf schon Currzz in seiner Ausgabe der GERHARDschen Übersetzung des 
Kommentars des NaırIzi aufmerksam gemacht hat (Evezıpıs Opera omnia, 
Supplementum, 8. 108). Der Beweis wird aber nicht auf die heutige Art 
geführt, sondern mit Hilfe des pythagoräischen Lehrsatzes und des zweiten und 
vierten Satzes des zweiten Buches. 

Der letzte (14.) Satz des zweiten Buches ist in dieser Ausgabe insofern 
etwas vereinfacht, als nur verlangt wird, ein Quadrat zu zeichnen, das einem 
gegebenen Dreieck gleich sei, und nicht einer beliebigen geradlinigen Figur. 
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Über das dritte Buch ist im allgemeinen nicht viel zu bemerken. Von 
griechischen Kommentatoren tritt nur noch HERoN auf, nur einmal (32. Satz) 
wird Sımrricıus zitiert, jedenfalls von Naırızi. Aus einigen Stellen dieses 
Buches können wir den Schluß ziehen, daß Naırızi öfters der Heronschen 
Anordnung der Sätze folgt; so sind in der arabischen Ausgabe die Sätze fünf 
(„Wenn sich zwei Kreise schneiden, so haben sie nicht das gleiche Zentrum“) 
und sechs („Wenn sich zwei Kreise berühren, so haben sie nicht das gleiche 
Zentrum“‘) der griechischen Ausgabe HEIBERGS umgestellt, denn Heron bemerkt 
in seinem Kommentar: „Die Berührung haben wir vor das Schneiden gesetzt, 
weil die Berührung früher ist (eintritt) als das Schneiden.“ So zieht ferner 
Naïrizi nach Hrron die beiden Sätze elf und zwölf über die innere und äußere 
Berührung zweier Kreise in einen zusammen, so daß also das dritte Buch in 
vorliegender Ausgabe nur 36 statt 37 Sätze zählt. Dieselbe Anordnung befolgt 
übrigens auch NaSïr ED-DIN, Ohne aber von dem Kommentar HERONS etwas 
zu sagen. 

Im vierten Buche sind die im Anfang der griechischen Ausgabe stehenden 
sieben Definitionen von HERON etwas abweichend gefaßt und geordnet worden, 
die siebente fehlt ganz. NASIR ED-DIn zieht diese Definitionen noch kürzer 
zusammen, und wir können ihm in der Tat hierin nicht ganz Unrecht geben; 
denn erstens ist EukLıp gerade in diesem Punkte, wie bekanntlich auch noch 
in andern, etwas zu weitschweifig, und zweitens beabsichtigte NASIR ED-Din, 
wie er in seiner Ausgabe selbst bemerkt, nicht eine genaue Wiedergabe des 
griechischen EuKkLips in arabischer Sprache zu veröffentlichen, sondern eine für 
besondere Zwecke verfaßte Bearbeitung der Elemente. Er ließ also, wie jeden- 
falls teilweise schon seine Vorgänger, Definitionen, Lehrsätze usw., die für das 
Verständnis des Folgenden nicht absolut notwendig waren, weg (besonders im 
achten, zehnten und zwölften Buche), fügte aber dafür oft Zusätze bei, die 
nicht im griechischen Texte standen. Man kann also wirklich, wie schon 
HEIBERG in seinen Studien über EukLıp ganz richtig bemerkt hab auf die 
arabischen Übersetzungen (bzw. Bearbeitungen) für die Textkritik der EukLipischen 
Elemente nicht abstellen.!) 

Im vierten Buche gibt Naırizı zu verschiedenen Lehrsätzen (sechsten bis 
elften) auch einen analytischen Beweis nach dem Vorgang HERoNS im zweiten 
Buche; nach dem Wortlaut des Textes müssen wir wirklich annehmen, daß ,, 
sich diese analytischen Beweise im Kommentar HERONS nicht TORRES 
haben. 

Zum arabischen Text und seiner Übersetzung durch die Herren BESTHORN 
und HEIBERG haben wir noch einige wenige Bemerkungen hinzuzufügen. 


Pars II, Fasc. I, p. 37: Diese Analysis bietet keine „miras ambages“ 
dar, wie Herr HEIBERG in der Note bemerkt, sie stützt sich auf Satz 3 und 4 
des zweiten Buches und heißt in moderner Darstellung: 


A G B 
ee ————— | 


1) Bei diesem Anlaß sei es uns noch gestattet, einen Fehler Hrıseres in seinen 
Literargesch. Studien über EUKLID zu korrigieren: Er sagt in seiner vergleichenden 
Tabelle (8. 19), das erste Buch Evuxuivs habe bei Nasix Ep-pix 47 Sätze, das zweite 15; 
in den Ausgaben (Roma 1594) mit 13 und 12 Büchern hat aber das erste Buch 48, 
das zweite 14 Sätze, wie bei Campanus und wie bei Auausr. 
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Es ist nach IL 4: AB? — AG? + GB? + 24AG.GB 








ie GB° — GB? 
also AB? + GB? = 24AG:@B + 2GB? + AG° 
aber nach IL, 3 ist 24AG-GB+2GB?=2AB-GB 
also: 2AG-@GB+2GB?+4AG?= 2AB.GB + AG? 
oder: AB? + GB° = 2AB : GB + AG? q.e. d. 


P. IL F. II, p. 4, Z. 8 v. u. rekonstruiert Herr BEsrHoRN ein unleserliches 
arabisches Wort mit waind, es muß wohl heißen: wa‘aks = und umgekehrt. 

Ibid. p. 80 ist die erste Zeile doppelt gedruckt. 

Ibid. p.112 (113): Zu dem, was der Kommentator (Au-NAıkrizi) zu dem Zusatz 
Herons hinzufügt, bemerken die Herausgeber: Textus Awarıtı (CURTZE p. 136) 
valde corruptus est, nec Arabs satis clare exposuit, quod vult. — Ich glaube, 
daß im arabischen Text nur ein kleiner Fehler stecke, durch dessen Ver- 
besserung der Sinn wesentlich klarer würde; es muß wahrscheinlich (p. 112, 
Z. 5 v. u) statt lakäna heißen: lä käna; nach den strengen Regeln der 
arabischen Grammatik sollte allerdings in einem negativen Nachsatz nach einem 
mit law beginnenden hypothetischen Satze ma oder lama stehen. Darn hieße 
die ganze Stelle in Übersetzung so: Es sagt der Kommentator: Er (HERoN) 
teilt den Bogen AG in zwei gleiche Teile, damit dann klar sei, daß die Sehne 
des Bogens AB gleich der Sehne des Bogens BG sei; denn, wenn er die 
Linie AG in zwei gleiche Teile geteilt hätte, so hätte er freilich den Satz 29 
nicht nötig gehabt, der zeigt, wie man einen gegebenen Bogen in zwei gleiche 
Teile teile, aber es wäre ihm nicht klar geworden, daß die Sehne des Bogens 
AB gleich der Sehne des Bogens BG sei, wenn er nicht den Bogen ABG in 
zwei gleiche Teile geteilt hätte; also mußte er notwendig den von ihm be- 
wiesenen Satz (ein Kreissegment sei gegeben, man soll den Kreis, zu dem es 
gehört, vervollständigen) nach diesem Satz (29) setzen. p 

P. II, F.I. Der arabische Satz p. 6, 2.7 v.u.: qäla Irun had& asch- 
schakl ‘alä mä gälahu ar-rijädi ist hier lateinisch wiedergegeben mit: Hrro 
dixit: haec propositio, ut dixit geometra, ita recte se habet. So könnte man 
meinen, der eingeschobene Satz „ut dixit geometra“ wolle sagen, die Worte 
haec propositio ita recte se habet“ seien ein Zitat aus dem Geometer 
(Eukuides); p. 75, Z. 14 ist der ganz gleiche Satz übersetzt mit: Hero dixit: 
haec propositio cum iis, quae docet Geometra, consentit; dies ist besser, aber 
genauer noch, wenn auch weniger gut lateinisch, ist die Übersetzung GERHARDS 
(Currze, 139 u. 142): de prima figura dixit Yrınus, quod ipsa est secundum 
quod Euczipes dixit. Es ist damit wohl gemeint, daß der Satz von EUKLIDES 
so und nicht anders bewiesen worden sei, er (der Kommentator) könne auch 
keinen anderen Beweis dafür geben. 

Ibid. p. 45 u. 51 übersetzt Herr HeiBerG tarıq al-hall mit ratio solvendi; 
das ist ja wohl wörtlich ganz richtig, aber hier bedeutet tarıq al-hall genau 
dasselbe wie an anderen Orten (z. B. P.II. F. I, p. 30 etc.) tarıq at-tahlil = 
analytische Methode; in der Tat übersetzte auch Herr HEIBERG tarıq al-hall 
in den früheren Faszikeln ganz richtig mit via analytica, so P. IL F. I, p. 21 
u. 51. P. IH. F.I, p. 36, 42 u. 54 steht sogar nur al-hall ohne tarig, aber 
auch dieses bedeutet „analytische Methode“, nicht einfach bloß solutio, wie die 
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zwei ersten der zuletzt genannten Fälle deutlich zeigen, wenn der Verfasser 
nach „adtinet“ fortfährt: supponimus, quadratum circum circulum constructum 
esse; also was in der Aufgabe verlangt wird, wird schon als ausgeführt an- 
genommen. 

Ibid. p. 74 (75) muß es natürlich im Kommentar von Heron statt 
„Zwölfeck“ heißen „Fünfzehneck“, dann wird die Sache verständlicher, und 
die erste Fußnote (p. 75) muß dann etwas anders abgefaßt sein. Man ver- 
gleiche über diesen Gegenstand (warum die Konstruktion des Fünfzehnecks von 
EvkLıpes behandelt worden sei) außer den in der genannten Note zitierten 
Stellen auch Narrıno, Az BATrANI opus astronomicum, II, XXI— XXL. 

Wir wollen hoffen, daß die gesundheitlichen Verhältnisse der beiden ge- 
lehrten Herausgeber es ihnen ermöglichen werden, dieses schöne Unternehmen 
glücklich zu Ende zu führen. 


Zürich. H. SUTER. 
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Hermann Staigmüller (1857—1908). [97 


Stuttgart, Mathem.-naturw. Verein, Mitteil. 10, , 
1908, 65. 


Free 


Neuerschienene Schriften. 


Jules Tannery (1848 -—1910). [98 


Bullet. d. sc. mathém. 34,, 1910, 193 — 197. (G. 
DARBOUX, E, PICARD, P,PAINLEVÉ.) — L’enseigne- 
ment mathém. 13, 1911, 55— 58. (A. CHATELET). 


f) Aktuelle Fragen. 


Valentin, G., Über den gegenwärtigen 
Stand der Vorarbeiten für die allge- 
meine mathematische Bibliographie. [99 

Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 153 - 157. 


Couturat, L., Internaciona matematical 
lexiko en ido, germana, angla, franca 
e italiana. Jena, Fischer 1910. [100 
89, IL+ 36 S. — [1.50 Mk] — [Rezension:] 
New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 17,, 
1911, 321. (J.B.Suaw). — Deutsche Literaturz. 
32, 1911, 118—119. (F. Mürzer.) — Wiado- 
mosei matem. 14, 1910, 246. 


Stamm, E., Czem jest i czem bedzie 

matematyka ? [101 

Wiadomosci matem, 14, 1910, 181—196. — Was 

ist die Mathematik und was soll die Mathematik 
sein ? 


| 
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Stäckel, P., Geltung und Wirksamkeit 
der Mathematik. Festrede bei dem 
feierlichen Akte des Rektoratswechsels 
an der großherzoglichen technischen 
Hochschule Fridericiana zu Karlsruhe 


am 19. November 1910 gehalten. 
Karlsruhe 1910. [102 
8%, 18 S. — [Wieder abgedruckt:] Deutsche 


Mathem.-Verein., Jahresber. 20, 1911, 117—128. 


Lorey, W., Die mathematischen Wissenschaften 
und die Frauen (1909). [Rezension:] Deutsche 
Literaturz. 32, 1911, 1022—1023. (E. LAmpr.) [103 


[Deutsche Mathematiker-Versammlung in 
Königsberg 1910.] [104 


New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 17, 
1911, 172—176. 


[Italienische Mathematiker-Versammlung 
in Neapel 1910.] [105 
New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 17,, 


1911, 268—269. — L’enseignement mathém. 13, 
1911, 56. 


286 


Wissenschaftliche Chronik. 


Wissenschaftliche Chronik. 


Ernennungen. 


— L. Ausry zum Dozenten der Mathe- 
matik an der Universität in Alger. 

— Privatdozent C. Benenicxs in Upsala 
zum Professor der Physik an der Univer- 
sität in Stockholm. 

— Observator Ö. Berestranp in Upsala 
zum Professor der Astronomie an der 
Universität daselbst. 

— „Preceptor‘“ G. D. BırkHorr in Prince- 
ton zum Professor der Mathematik an der 
Universität daselbst. 

— Professor E. Borez in Paris zum Sub- 
direktor der „Ecole normale supérieure 
daselbst. 

— Professor P. Bourroux in Nancy zum 
Professor der Mathematik an der Univer- 
sität in Poitiers. 

— Professor S. Carrus in Besançon zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität in Alger. 

— Dr. M. Crrorca in Palermo zum Pro- 
fessor der Analysis an der Universität in 
Catania. 

— Dr. A. Craeys in Gent zum Professor 
der Mathematik an der Universität da- 
selbst. 

— Dr. F. F. Decker in Syracuse zum 
Professor der Mathematik an der Univer- 
sität daselbst. 

— Privatdozent M. Ders in Münster zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität in Kiel. 

— A. DemovuLın in Gent zum Professor 
der höheren Analysis an der Universität 
daselbst. 

— Professor H. Durac in Alger zum 
Professor der Mathematik an der Universi- 
tät in Lyon. 


— Dr. M. FrscHner in Poitiers zum 
Professor der rationellen Mechanik an der 
Universität daselbst. 


— Privatdozent P. Gast iu Darmstadt 
zum Professor der Geodäsie an der Tech- 
nischen Hochschule in Aachen. 


— Direktor Fr. Gonnessrar in Alger zum 
Professor der Astronomie an der Uni- 
versität daselbst. 

— Privatdozent Fr. Harrocs in München 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität daselbst. 

— Dozent P. J. HEapwoop zum Pro- 
fessor der Mathematik an der Universität 
in Durham. 

— Professor E. Husson in Caen zum 
Professor der höheren Analysis an der 
Universität in Nancy. 

— Privatdozent Fr. Juxc in Wien zum 
Professor der analytischen Mechanik an 
der Technischen Hochschule daselbst. 


— Dr. J. J. Laur in Heidelberg zum 
Professor der Physik an der Universität 
in La Plata. 

— Dr. H. Lesesque in Poitiers zum Do- 
zenten der Mathematik an der Universität 
in Paris. 

— Professor B. Levr in Cagliari zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität in Parma. 

— Privatdozent St. Meyer in Wien zum 
Professor der Physik an der Universität 
daselbst. 

— W. S. Pemgerron in Columbia zum 
Professor der Mathematik am „Wheaton 
college“, Wheaton, Il. 

— „Lecturer‘‘H.J. PrıestLeyin Manchester 
zum Professor der Mathematik und Physik 
an der neuen Universität von Queensland. 
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— Professor L. ScHLesinger in Klausen- 


burg zum Professor der Mathematik an | 


der Universität in Gießen. 

— Professor R. Scuumans in Aachen zum 
Professor der höheren Geodäsie an der 
Technischen Hochschule in Wien. 

— Privatdozent E. von ScHWEIDLER in 
Wien zum Professor der Physik an der 
Universität in Innsbruck. 

— R. R. Sauuwax in Minneapolis zum 
Professor der Mathematik an der Univer- 
sität von Minnesota daselbst. 

— Prizatdozent W. Sıerrınskı in Lem- 
berg zum Professor der Mathematik an 
der Universität daselbst. 

— I W. Surrx in Fargo, N.-Dak. zum 
Professor der Mathematik am „College of 
agriculture‘ daselbst. 


— J. B. Sure in Charlotteville zum Pro- | 
fessor der Mathematik am „Hampden- | 


Sydney college“, Va. 

— Dr. H. Virtar zum Dozenten der 
Mathematik an der Universität in Caen. 
— Dr. A. Vırersı in Pavıa zum Professor 
der Geodäsie an der Universität daselbst. 
— Privatdozent M. Wixkezmanx in Karls- 
ruhe zum Professor der Mathematik an 
der Universität in Jena. 


Todesfälle. 


— Epmunp AvtenrıerHn, Professor der 
technischen Mechanik an der Technischen 
Hochschule in Stuttgart, geboren in Tü- 


bingen den 21. Februar 1842, gestorben | 


im Dezember (?) 1910. 

— Frank Kerron Barcey, „Instructor in 
physics‘ an der Universität von Ohio in 
Columbus. gestorben im Juli 1909. 

— Epuarp Hacensaca-Brscnorr, früher 
Professor der Physik an der Universität 
in Basel, geboren in Basel den 20. Februar 
1833, gestorben den 23. Dezember 1910. 

— Worpemar Heymann, Professor an der 
Gewerbeakademie in Chemnitz, geboren 
in Chemnitz den 17. Februar 1855, ge- 
storben den 20. November 1910. 

— MicHseEL JurLıen, Verfasser der ,,Pro- 
blèmes de mécanique rationnelle‘, gestorben 
in Cairo den 1. Januar 1911, 84 Jahre alt 

— Karr Korpe, früher Professor der Geo- 
däsie an der technischen Hochschule in 





Braunschweig, geboren in Soest den 
9. Januar 1844, gestorben in Köln im 
Dezember 1910. 

— Gustave Leveau, Astronom an der 
Sternwarte in Paris, geboren in Paris den 
4. März 1841, gestorben den 10. Januar1911. 

— ÜHARLES Méray, Professor der Mathe- 
matik an der Universität in Dijon, ge- 
boren in Chalons s. S., den 12. November 
1835, gestorben den 2. Februar 1911. 

— AMÉDÉE Parar, Professor der ratio- 
nellen Mechanik an der Universität in 
Toulouse, geboren in Mülhausen den 
28. Oktober 1861, gestorben in Toulouse 
den 16. Februar 1911. 

— Bruno Perer, Professor der Astronomie 
an der Universität in Leipzig, geboren zu 
Weida den 11. Dezember 1853, gestorben 
den 21. Februar 1911. 

— Coxsraxr Rozé, Professor der Mathe- 
matik an der „Ecole de physique et 
chemie“ in Paris, geboren in Paris den 
26. Dezember 1840, gestorben 1911. 

— Cooper D. Scamivr, Professor der 
Mathematik an der Universität von Ten- 
nessee, gestorben in Knoxville (Tenn.) den 
9. Dezember 1910, 51 Jahre alt. 

— Eusenıo SemmorA, Professor der Ex- 
perimentalphysik an der Universität in 
Neapel, gestorben den 21. Januar 1911. 


Vorlesungen über Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften. 


— An der Universität in Berlin hat Pro- 
fessor W. Förster für das Sommersemester 
1911 eine zweistündige Vorlesung über 
Geschicht: der mittelalterlichen Astrono- 
mie angekündigt. 

— An der Universität in Heidelberg hat 
Professor Ramsauer für das Sommer- 
semester 1911 mathematische und histo- 
rische Erläuterungen zur Experimental- 
physik angekündigt. 

— An der Universität in Straßburg hat 
Professor M. Simox für das Sommer- 
semester 1911 eine zweistündige Vor- 
lesung über Geschichte der Mathematik 
in der Renaissanee angekündigt. 

— Die Vorlesungen über Geschichte der * 
Mathematik, die seit einigen Jahren von 
den Herren Amopeo und Favaro an den 
Universitäten in Neapel und Padua regel- 
mäßig gehalten wurden, haben bis auf 
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weiteres aufgehört, weil nach dem Be- 
schluß des ,Consiglio superiore della 
istruzione pubblica in Italia‘ für das 


akademische Jahr 1910—1911 keine üffent-. 


lichen Universitätsvorlesungen über Ge- 
schichte der Wissenschaften vorkommen 
werden. 


Preisaufgaben gelehrter Gesellschaften, 


— Académie de Belgique à Bruxelles. 

Concours de l’année 1912. Exposer et 
compléter les recherches faites sur le 
calcul des variations depuis 1850. 


— Accademia delle scienze dell istituto di 
Bologna. Tema a concorso per l’anno 
1912. Esporre, con metodo storico-critico, 
lo sviluppo organico della teoria delle 
funzioni ellitiche ed i vari punti di vista 
sotto ai quali questa teoria & stata con- 
siderata dalla fine del secolo XVIII fino 
ai nostri giorni. Indicare l’influenza che 
hanno avuto, su altri rami dell’ analisi, 
le vedute presentatesi successivamente 
nella nominata teoria. 


hollandaise des sciences à 
Concours de l’annde 1911. 
à déterminer les nombres 


— Société 
Haarlem. 
On demande 
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premiers p, qui satisfont à la congruence 
g!—1—1—=0 (mod. p°), où g et à sont 
des nombres entiers donnés et a>1. 

— Academia de ciencias exactas de 
Madrid. Concurso del año 1912. Estudio 
geométrico de la polaridad en las figuras 
planas y radiales de orden superior al 
segundo. 

— Académie des sciences de Paris. Con- 
cours de l’année 1913. Perfectionner en 
quelque point important la théorie arith- 
métique des formes non quadratiques. 


Vermischtes. 


— Le prix Binoux a été décerné en 1910 
à M. E. Lepox, pour l'ensemble de ses 
travaux relatifs à l’historie des sciences 
et particulièrement à l’histoire de l’astro- 
nomie. | 
— In einer Sitzung des Senats der Uni- 
versität in Calcutta hat Maharadja MaA- 
NINDRA ÜHAnprA Nunpr von Cossimbazar 
eine Summe von 20 000 Rs. (etwa 27 000 Mk.) 
zur Verfügung gestellt, damit wichtige 
Schriften der alten indischen Mathematiker 
und Astronomen nebst englischen Über- 
setzungen herausgegeben werden können. 
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Some notes on Hindu mathematical methods. 
By G. R. KayeE in Simla. 


1. The position of Mathematics. 


Ancient Hindu works generally claim to be either directly revealed 
or founded upon inviolable tradition and consequently they were accepted 
by the orthodox as infallible. But mathematics is itself the ‘infallible 
science’ and the usual Hindu attitude must have been somewhat modified 
by the fact that the rules enunciated were always open to verification or 
correction by the unorthodox and in many cases even by the unlearned. 
ArvasHara was bitterly opposed and vilified by the orthodox Brahmans 
for introdueing innovations in astronomy simply because his suggestions 
were not in accordance with “the Veda!) and the book Smriti composed 
by Mannu”, and his best teaching was never wholly accepted in India. 
Indeed reverence for tradition interfered with new developments and, to a 
considerable extent, with the form of presentation of the subject, and also 
probably with the methods of teaching. Possibly also it explains the fact 
that certain incorrect rules and faulty demonstrations have persisted 
until quite recent times. However, it had in its influence on this parti- 
cular subject certain limitations and it naturally could not wholly prevent 
obvious improvements and the introduction of new rules. Rules and 
theorems introduced from foreign countries could, however, never be 
acknowledged as coming from such unhallowed sources.?) They would 
either be absorbed without remark or vaguely referred to ‘ancient authors’. 

In India mathematics was always ancillary to religious ritual which 
embraced certain aspects of astronomy and astrology, and to commereial 
affairs; and it is doubtful whether the science of pure mathematics was 
ever cultivated for itself in this country. The rules were taught more 
or less as rules of thumb which it was necessary to know in order to 
make calculations pertaining to the proper carrying out of certain reli- 


1) Azserunrs India ed. E. C. Sacxau 2, p. 112. 

2) Lisrr naively suggests that the Hindus would have rejected with disdain any 
foreign material; but Lrsrr knew very little of the Hindu people (Histoire des 
sciences mathematiques en Italie, 1 p. 120). 

Bibliotheca Mathematica. III. Folge XI. 19 
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gious or semi-religious ceremonies or to serve for commercial purposes. 
The subject of mathematics was never considered as essential for a proper 
education and very rarely forms part of the curriculum of the Sanskrit 
schools in India to-day. Occasionally Jyotish is taught and there is a 
constant but limited demand for some crude astronomy and astrology but 
beyond that there seems to be no demand for mathematical teaching in 
the system of higher indigenous education. 

Of definite references to the subject in the early literature of the 
Hindus there is none. Üertainly in the Lalitavistara the Bodhisattva is 
made to use numbers of considerable magnitude and Sanatkumära includes 
Räsi, which has been translated as ‘the science of numbers’, amongst 
a host of other subjects with which he professes to be acquainted!); but 
mathematics as a subject of study is pratically ignored in the sacred 
writings and even in the indigenous schools of to-day. We do not forget 
the Sulvasütras which contain certain mathematical rules; neither do we 
forget that there is a so-called indigenous system?) of arithmetie still in 
vogue in India but in both these cases nothing beyond a few practical 
rules or the elements of reckoning are touched upon and the Hindu 
mathematicians themselves ignore both. 

In the twelfth century of our era, however, there was an attempt 
made to found a school in which at least some mathematics should be 
taught. An inscription”) found in a ruined temple at Patna, a deserted 
village of Khandesh in the Bombay Presidency, refers to the mathe- 
matician Buaskara and, after certain rather extravagant compliments, 
states that his grandson “Cxancapzva, chief astrologer to king SINGHANA, 
who spread the doctrine promulgated by the illustrious BHASKARACARYA, 
has founded a college, that in this college the Siddhanta-Siromani and 
the other works composed by Brasxara, as well as the works of the 
members of his family, shall be necessarily expounded.” 

It should be noted that the college was founded to teach not astro- 
nomy or mathematics but the works of BnäAskarA and his family. This 
is a characteristic touch. 


2. Exposition. 
About actual teaching and learning we have no direct information 
but we infer that the mathematical rules were committed to memory 
without much reference to the theory of the subject and that a good 





1) The Khandogya - Upanishad VIT, 1—2 (The sacred books of the east 1, 
p. 109). 

2) Perhaps this was the system Avıcknna learnt from the oil merchant (Lisrr, 
1.0.1, 9.878) 3) Epigraphia Indica, vol. 1, 345. 
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deal of the calculation was done "mentally’ or in a semi ‘mental’ way. 
This is indicated by the wording of the rules and also by the practice 
of astrologers and others of the present day who follow indigenous 
methods. A statement of the problem was briefly set down and the 
caleulations made with the aid of a board covered with sand (nothing of 
the nature of an abacus but more like a slate) and the details of each 
step as soon as completed were rubbed out and only the result preserved. 
The eustom no doubt varied with the period and place but beyond what 
is here indicated we have no information. A good deal has been written 
about the use of the abacus in India but the latest researches on this 
point tend to show that it is of comparatively recent introduction.) 

The mathematical works consist of collections of rules to be learned 
by heart with the addition, in some cases, of examples. Definitions?), 
proofs and demonstrations are generally absent. Following the fashion 
of other Hindu works the rules are written in verse, possibly as an aid 
to memory, but more probably as a matter of custom. It has been stated 
that the earlier religious works were passed down from one generation 
to another by word of mouth for a long period before committing them 
to writing became fashionable; but this point of view need hardly_be 
considered with respect to mathematics for, with the exception, perhaps, 
of the Sulvasatras, no mathematical works earlier than about the fifth 
century of our era are known. 

Naturally the custom of writing their mathematical rules in verse 
affected somewhat the form of exposition and it has been stated that 
certain ambiguities in the rules and some lack of mathematical preciseness 
and other unmathematical characteristics are the result of this custom; 
and that the prevalence of this custom forms a suitable and sufficient 
apology for such faults. This, however, is not a sound critieism for most 
of the faults that occur are not due to versification, which, for example, 
cannot affect the order of propositions; and the mathematicians employed 
prose when they thought fit. Possibly, however, this custom of writing 
in verse had an important effect, which will be explained in due course, 
upon the use and development of the arithmetical and algebraic notations 
employed. 


3. Order. 


At first inspection the formal mathematical works ‘of the Hindus 
appear to be devoid of all logical sequence and a closer examination 


1) Kaxe, Journ. of the asiatic soc. of Bengal 1908, p. 293. 
2) Two or three definitions are given in Arvaznara’s Ganita. Later works 
give none. 
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shows that although some sort of order is followed it is seldom strietly 
a mathematical one. This is particularly noticeable in Aryaznarı’s Ganita 
and in the works of Branmacupra. Indeed we find in most of the Hindu 
works isolated theorems announced without any indication of the necessary 
preparatory processes by which they were achieved; we find theorems 
placed before others upon which they are based; etc. etc. 

M. Oxasres, many years ago!), rearranged Branmacurra’s geometrical 
section, numbered 21 to 42 in the original work, as follows: 24, 22, 21, 
27, 35, 33, 34, 21, 28, 26, 23, 25, 29, 30, 31, 32, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42. 

Branmacupra writes?): “He who distinetly and severally knows addi- 
tion and the rest of the twenty operations and the eight determinations 
including measurement by shadow is a mathematician”. 


CHnaturvepa states that the twenty operations are: 





A. 1. Addition 9—14. Six rules for reduction of 
2. Subtraction fractions 
3. Multiplication 15. Rule of three terms 
4. Division 10. 04 PORTE 2, 
5. Square 17. 106 Bey ern 
6. Square-root 183% 0. „Oo Tue 
7. Cube 19725 Releren ts 
8. Cube-root 20. Barter. 

The eight determinations he gives as: 

B. 1. Mixture 5. Stacks 
2. Progression 6. Saw 
3. Plane geometry | 7. Mounds 
4. Excavations 8. Shadows. 


Branmacupra gives ($ 66) two other topics viz: 1. Derivation of 
semi-chords. 2. Indeterminate equations; and CxHarurvepa puts into the 
second class the following eleven topics: 


C. 1. Indeterminates of the first | 6. Dissimilar operation 


degree 7. Simple equations 
2. Symbols 8. Equations with several unknowns 
3. Positive and negative quan- | 9. Quadratics 

titles 10. ax + by + cxy = d 
4. Surds 11. Indeterminates of the second 
5. Concurrence degree. 





1) Aperçu historique sur l'origine des méthodes en geometrie, p. 424. 
2) Correrookr, Algebra with arithmetic and mensuration from the Sanscrit, p. 277. 


s 
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BuäAskara also speaks!') of the ‘thirty operations’ which, perhaps, cor- 
respond to the lists A and 5 with the addition of trigonometry and 
indeterminate equations. Again he speaks?) of the ‘eight operations” 
(of arithmetic) where he refers to the first eight of list A. 

GanESA in commenting on the section dealing with indeterminates 
in the Lilävati’) asks why the subject was admitted into a treatise of 
arithmetie (ganita)*) and points out that a passage of Arvasmara expressly 
distinguishes it from both arithmetic and algebra. But the terms ‘arith- 
metic’, “algebra’ and ‘geometry” do not exactly correspond to any of the 
Sanskrit terms employed by the Hindu mathematicians. “The science of 
computation (ganita)” they say “is pronounced two-fold, denominated 
distinct (vyacta) and indistinet (avyacta)”; and where as ganita includes 
what we term “arithmetic” and ‘mensuration”, vija or ‘the elements’°) 
corresponds pretty closely to our idea of algebra and may be taken to 
be defined by list C above. Of pure geometry according to the Greek 
standard the Hindu works do not treat. 


4, Proof. 


Demonstrations and proofs were more or less ignored by the early 
Hindu mathematicians. None is given in the earlier works and the first 
formal attempts at rigorous proof occur in the commentaries of the 
sixteenth century A. D. The works of Aryasnara, BRAHMAGUPTA, SRIDHARA 
and Maxavira contain no ‘proofs’ but BHäskAarA gives some ‘demonstra- 
tions’, specimens of which will be exhibited in due course. 

Neither was it invariably the custom to give illustrative examples. 
ARYABHATA gives none and Branumacupra only in connection with equations 
and surds. The latter gives also detailed workings of a good number of 
examples but Srivmara and Mamävira. exhibit no workings. The 
Bakhshäli manuscript consists of examples with solutions and so-called 
proofs which, however, are no more than examples of simple verification. 
Buäskara’s Lilävati and Vrja ganita are the most complete in this respect 
and hence, possibly, their popularity in comparison with other works. 

Some of these illustrative examples may be likened to those of 
Dıorsantus and amount to demonstrations for, although only numerical 
in form they often exhibit the principles of the problem in a fairly 
general form. The earliest and most notable of such “demonstrations’ 
is one in which Bnäskarı (12t* century A. D.) finds the hypotenuse 


1) Vija Ganita $ 1. 2) Lilavati $ 12. 3) 8 248. 
4) The Lilävati, out of 277 paragraphs, devotes 113 to geometry. 
5) CoLEBROORE translates vija by ‘analysis’. 
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of a right-angled triangle whose sides are respectively fifteen and 
twenty.!) 

“Here” he says “the hypotenuse (Fig. 1) is put x ... the side and 
upright in each of the triangles situated on either side of the perpendi- 
cular let fall in the proposed triangle are similar to the former. Hence 
the proportion: if when x is hypotenuse this be the side then 
the hypotenuse being 15 what is (the side). Thus the side 

0 À is found and is the segment contiguous to the original side 

...225/x. Again etc. ... the upright is 400/z. The sum of the 
segments is equal to the hypotenuse and from so framing the equation 
the value of the hypotenuse is deduced, the square-root of the sum of , 
the squares of the side and upright, viz. 25 etc?).” | 

Now RancanatHa (17% century) censures the Sringara-tilaka for 
denying any proof of the rule besides experience This is significant and 
it is not an isolated example of denying the possibility of proof of a 
well known theorem. It is also worthy of note that BuAskara’s demon- 
stration is based upon proportion but no strict theory of geometrical 
proportion is propounded by him or by any other Hindu mathematician. 
They were, however, fairly well acquainted with its application to simple 
cases and most of them illustrate it by a section on the ‘shadow of a 
gnomon’. BmaskArA says in this section®): “In like manner is all this, 
which has been before declared, pervaded by the rule of three (trairäsıka) 
with its variations as is the universe by the Deity.” Here and elsewhere 
he looks upon proportion from the arithmetical standpoint and it is 
doubtful whether he had any conception regarding its application to 


16 20 


incommensurable quantities. 

Another case in which a lack of acquaintance with a particular proof 
is intimated where we might have expected a fairly complete knowledge 
of the subject oceurs in the commentary of GancAnHara (c. 1420 A. D.) | 
Referring to the rule“) for finding the sum s of the first n natural 
numbers and ‘the sum of the sums’, i. e. 2,5 he gives a demonstration 
of the first but says “the only proof of the rule for the sum of sums is 
acceptation”. This implies that he knew of no proof for the formula 


25 = (n + 2)= = (Zn? + Zn) aithough Aryazmıra, Branmacupra, 
SRIDHARA, MauAvira, BHAskara and others all dealt with the subject pretty 
fully and most of them give formulae for Zn? and even Zn. 


1) Vija ganita $ 146. Canror (Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 1°, 
p. 655) quotes this but in a form which imputes to Bnasxara a greater generality 
than is due. À 

2) See Eucrınp X, 33 Lemma. 3) Lilavatı $ 245. 4) Lilävati $ 115. 
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There is another demonstration by Bnaskara!) that also gives some 
hint of the mathematical attitude of the Hindus. The problem is to find 
a diagonal of a quadrilateral when the four sides and the other diagonal 
are given. He states a correct rule to the effect 


(Fig. 2) that BD®— (BE + FD + FE? and illus- ) 

trates it by an example where AB=68, BC — 75, 

CD = 40, DA = 51, AC — 117. He states, without 

showing any detailed working that FD — 24, BE F 

— 60, CF = 32, CE — 45 and therefore FE — 13 

and finally that BD — 84? + 13? — 7225 — 85. ? c 
Fig. 2. 


A detailed examination of this example shows 
that Buäskara worked by steps, preserving only the results, as des- 
cribed above, and that the rule was intended to be only arithmetical 
in its application. It has little or no theoretical interest and it 
is doubtful whether BraskArı could have expressed the result in terms 
of the data. It will be noticed that Baäskara’s example‘ is a cyclic 
quadrilateral and could be solved in a much simpler manner and that 
one term of the data is redundant. Branmacupra had already dealt with 
cyclie quadrilaterals fairly completely but BuAskarAı inveighs against him 
for giving rules that do not apply generally. Not only did BrAskArı 
not understand that Brarmacurra’s rules applied only to cyclic quadri- 
laterals but, apparently, he did not know that the examples he himself 
used were cyclic and particular cases too. He actually quotes?) one of 
Branmasupra’s rules but says “the objection to this mode of finding the 
diagonals is its operoseness as I shall show by proposing a shorter 
method . .. why an operose method was practised by former writers we 
know not.” The shorter method he proposes is to build up a quadrila- 
terial by two pairs of similar right-angled triangles and then to find the 
diagonals! This is based upon a rule of Branmacupra’s ($ 38) and produces 
only cyclic quadrilaterals with diagonals at right angles! The aim of 
these rules is to construct a rational-cyclic-quadrilaterial. It is doubtful 
whether Branmacupra understood the idea and it is certain that Braskara 
did not. 

Süuryapasa (16% century A. D.) gives many ‘proofs but some of 
them appear to be merely examples of ‘fudging” and it is a wonder that 
they have been perpetuated. However, this occurrence of faulty rules, 
demonstrations, etc. is one of the most interesting features in the history 
of Hindu mathematics and indicates, to some extent, that our material 
is genuine. 





1) Lilävati $$ 181— 182. 2) Lalavati $ 190. 
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Here is Süryanasa’s ‘demonstration’ regarding the pentagon!): — 
“Draw a line between the extremeties of two sides at pleasure and two 
figures are thus formed one of which is a trapezium and the other a 
triangle and the line drawn is common to both. Assume that chord 
arbitrarily. Its arrow, found as directed, will be the perpendicular. Thus 
in the same triangle two rectangular triangles are formed in which half 
the base is the side, the perpendicular is the upright and the square-root 
of the sum of the squares is the hypotenuse and is the side of the 
pentagon.” 


Again regarding the area of the triangle he states”) that 


s(- a)(s —B\(s — c) = 2? 





where p is the perpendicular on the base b and says “This is a square 
quantity, for a square (y?) multiplied by a square (2) gives a square. 
The square-root being extracted the product of the perpendicular by half 
the base is the result, and that is the area of the triangle. Therefore 
the {rue area is thus found. In a quadrilateral the product of the mul- 
tiplication does not give a square quantity but an irrational one. Its 
approximate root is the area of the figure, not, however, the true one.” 


Ganesa, who flourished (c. 1545) a little later than Suryapasa is on 
the whole much more dependable although, like his predecessors, he is 
weak with respect to fundamentals. To find the volume of a sphere he 
proceeds as follows’): ““Suppose the sphere divided into as many little 
pyramids, or long needles with an acute tip and square base, as is the 
number by which the surface is measured, and in length equal to half 
the diameter of the sphere: the base of each pyramid is a unit of the 
scale by which the dimensions of the surface are reckoned, and the altitude 
being a semi-diameter, one-third of the product of their multiplication is 
the content . . . therefore a sixth part of the diameter is the content of 
one such pyramidical portion; and that multiplied by the surface gives 
the solid content of the sphere.” 


V. Examples. 


There is one notable feature with regard to nearly all examples given 
to illustrate inverse operations. In these cases the examples that have 
been utilised for the direct operation are again employed for the inverse. 
This is the general practice as will be seen by referring to the examples 





1) COLEBROOKE, 1. c. p. 93. 2) COLEBROOKE, 1. c. p. 72. 
3) ÜOLEBROORE, 1. c. p. 89. 
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in division, square-root, cube-root, &c. given by ManäAvira, Sripnara and 
Buäskara. The first named goes to an extreme in the following: “What 
is the cube-root of the numbers 1 to 9 all cubed?” 

This practice may simply indicate a desire to show that the processes 
in question are inverse processes but it is, very probably, an indication 
of the difficulties these inverse processes entailed in connection with a 
non-place-value arithmetical notation. 

The practice of utilising known examples is also seen in their geo- 
metrical illustrations. The cyclic quadrilateral whose sides are 25, 39, 60, 
52 is the stock example used by ÜHATURVEDA, SRiDHARA, BHäskara, and 
Gane$a and as a variation they give the same disguised with sides 125, 
195, 300, 260. These quadrilaterals are, in their turn, built up of stock 
right-angled triangles. CHarurvena confined himself to the triangles 3, 4 
5 and 5, 12, 13 but Bunasxara employed also the 8, 15, 17 and the 12 
35, 37 triangles. All these were given in the Sulvasütras but as pointed 
out elsewhere the Hindu mathematicians either ignored or were ignorant 
of these ancient rules. 

Many of the examples given are inadequate and indeed in some cases 
show a lack of comprehension of the rules or theorems they pretend to 
illustrate. For example in connection with the rule for the area of a 
cyclie quadrilateral S= y/(s— a) (s— b) (s—c) (s—d), Crarurvena gives 
an isosceles trapezium with sides 4, 13, 14, 13 and another with sides 
25, 39, 25, 25 and his most general case is the stock quadrilateral 25, 
52, 60, 39. Again to illustrate the rule x — yac-+ bd giving the dia- 
gonal of a eyelie quadrilateral with equal diagonals he gives a square, 
and so on. The classic example, however, of this lack of comprehension 
of the rules dealt with is where Bnasxkara condemns BranmAacupra and 
others for their treatment of the cyclic-quadrilateral. “How can a person”, 
he says!), “neither specifying one of the perpendiculars, nor either of the 
“diagonals, ask the rest? Such a questioner is a blundering devil and 
“still more so is he who answers the question”. 

We find many similar instances of misunderstanding. Even Branma- 
GUPTA sometimes gives inappropriate illustrations and also criticises his 


predecessors unjustly. To find integral solutions of the equation axy — bx 
Bar + =, y = PAC is indicated. BraHMA- 
auptA solves the particular case y — 3x — 4y — 90 by putting n — 17 
and obtains + = 10, y — 20. But he thinks this rather stupid and pro- 
ceeds: “With the exception of a selected unknown put arbitrary values 


for the rest .... Thus the solution is effected without an equation of 





— y- d the formula x — 


1) Lulavati $ 171. 
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the second degree. What occasion is there for it?” In the equation 
xy — 8x — 4y = 90 he thereupon gives y the arbitrary value 20 and 
obtains a solution. One wonders whether he tried any other arbitrary 
values, e. g. y= 3, &e.! 

That the illustrations often lack that generality that we consider 
essential is exemplified in numerous cases and there is some indication 
that the Hindu mathematicians even avoided perfectly general illustrations. 
Possibly one cause of this may have been the prevalent objection against 
surd and even fractional results and another cause may have been the 
desire for easy methods of verification. 


VI. Conclusion. 


The remarks of the Hindu mathematicians themselves on method 
and matters relating thereto are rather meagre but still of considerable 
interest. “It is apparent to men of clear understanding”, says BHAskArA'), 
“that the rule of three terms constitutes arıthmetic and sagacity algebra.” 
Again?) “If they are to be discovered by the mere exercise of sagacity 
what occasion is there for algebra?” To this doubt the Zext replies — 
“because sagacity alone is the chief elemental analysis but colours 
(?symbols) are its associates and therefore ancient teachers°), enlightening 
mathematics as the sun irradiates the lotus, have largely displayed their 
own sagacıty, associating with it various symbols and that has now 
obtained the name algebra” And again it is said‘) “The conditions, 
a clear intellect, assumption®) of unknown quantities, equation and the 
rule of three are means of operation in all analysis.” After an example‘), 
quoted from an ‘ancient author’, which BxaskarA treats in a manner that 
would not satisfy the modern schoolmaster he excuses his weak treatment 


of the problem by the following remark: “In the like suppositions, when 


the operation, owing to restrietion, disappoints, the answer must by the 
intelligent be elicited by the exercise of ingenuity”! 

The Hindus have never been good critics of their own methods and 
we must not neglect the opinions of contemporaneous foreigners when 
they are available. Fortunately we can cite the views of ALBERUNT, a fair 
mathematician and an honest critic, who visited India between the periods 
of Branmacupra and BuäAskara. The views of ALBERUNI are not particu- 
larly favourable to the Hindus as regards their mathematical powers but 





1) Vija ganita $ 223. 2) ib. $ 174. 

3) Obviously these ‘ancient teachers’ were not Indians. 

4) Vija ganita $ 170. 

5) The method of “assumption’ is dealt with in a note on the Regula duorum 
falsorum. 6) Vija ganita $ 170. | 
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this does not detract, as some Hindus seem to think it does, from the 
value of his criticism. He writes!) as follows: “You mostly find that even 
the so-called scientific theorems of the Hindus are in a state of utter 
confusion, devoid of any logical order .... since they cannot raise them- 
selves to the methods of strietly scientific deduction.” And again he 
says: “I began to show them the elements on which this science rests, - 
to point out to them some rules of logical deduction and the scientific 
method of all mathematies and then they flocked together around me 
from all parts.” 

The illustrations we have given tend to confirm AzLBERUNrS view and 
we conclude that the Hindu mathematicians had no interest in what is 
termed mathematical method. They gave no definitions; preserved little 
logical order; they did not care whether the rules they used were properly 
established or not and were generally indifferent to fundamental principles. 
They never exalted mathematics as a subject of study and indeed their 
attitude to learning generally may be described as decidedly unmathematical. 


1) Azserunrs India ed. E. C. Sacuau 1, p. 25. 
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On Michel Rolles book “Methode pour resoudre les 
egalitez” and the history of “Rolles theorem. 


By FLORIAN Cagort in Colorado Springs. 


The main purpose of this article!) is to give an account of the 
historically important parts in Rorzzr’s Démonstration d'une Methode pour 
resoudre les Egalitez de tous les degrez; swivie de deux autres Methodes, 
dont la première donne les moyens de resoudre ces mêmes égalitez par la 
Geometrie, et la seconde, pour resoudre plusieurs questions de DioPHANTE qui 
wont pas encore esté resoluës. A Paris, Chez Jean COusson, ruë Saint 
Jacques, à l’Image de Saint Jean Baptiste. M. DC. XCI Avec Permission. 

The title of this rare book is given by MontucrA?), but inaccurately, 
and he gives no information regarding the contents of the book. Marre*) 
makes no mention of it, while Cantor?) and Enesrrôu*) refer to it, without 
having had the opportunity to examine it; nor do J. Boyer and S. Rınpı, 
who prepared a joint note on “Rozrre’s theorem”®), even mention the book. 

The book can be found in the “Bibliothèque Nationale”, the “Biblio- 
theque de L’Arsenal” and the “Bibliothèque de l’Institut de France”, in 
Paris. The present writer has used a transcription made for him from 
the copy in the “Bibliothèque Nationale”. Rorres Demonstration is a 
duodecimo publication of 128 pages, devoted to the three subjects indi- 
cated in the title page. 


I. 


The first subject is Demonstration d’une methode pour resoudre les egalitez 
de tous les degrez. This part gives a demonstration of Rorrr’s famous “method 


1) In the preparation of this article I gratefully acknowledge the help I have 
received from Mr. Arserr R. Erzınswoon, a Rhodes scholar at Oxford, who has con- 
sulted for me publications in the Bodleian Library and the British Museum. 

2) Histoire des mathématiques 2, Paris, An VII, p. 167. 

3) Histoire des sciences mathematiques et physiques 7, 1885, page 69. 

4) Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 3°, 1901, p. 123. 
5) Biblioth. Mathem. 7,, 1906—1907, p. 302. 
6) L’Intermediaire des mathématiciens 2, 1895, p. 96—98. 
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of cascades” in the theory of equations, which was first published without 
demonstration in Rorze’s Traité d’algebre. It is of special interest to us as 
containing the theorem which now goes by the name of “Rorur’s theorem” 
— the theorem according to which f'(x) — 0 has at least one real root 
lying between two successive real roots of f(x) — 0. In recent time a 
few writers have expressed doubts as to whether this theorem is really 
due to Rorze. Thus, A. Lorwr!) calls it the „sogenannten Rorreschen 
Satz“, as does also A. Prınasuem?), while A. v. Braunmtnrn?) said right 
out that the theorem is wrongly attributed to Rorze. Braunmüxz based 
his assertion upon the fact that Rorır’s Algebre (1690) does not contain 
the theorem, but contains merely what we recognize as an easy deduction 
from it, to the effect that between two successive real roots of f'(x) = 0 
there cannot be more than one real root of f(x) = 0. For convenience 
of reference we shall call the latter theorem “Rorer’s corollary”, in dis- 
tinetion to “Rorre’s theorem”. It was G@. Eneström‘) who made the con- 
jecture that Rozze’s book, the Demonstration, contained “Rozre’s theorem”; 
our examination of the text shows that such is actually the case. 

The reasons for the writing of the Demonstration are set forth in 
the Journal des scavans’) as follows: “La metode des Cascades que 
Mr. Rorre a donnés dans son traité d’Algebre, a fait assez de bruit parmi 
les Mathematiciens, pour obliger son auteur à répondre aux principales 
objections qu'on y a faites. Elles se réduissent à deux. La premiere, 
que Mr. Rozze n'ayant point donné de démonstration, on est toujours en 
droit de douter de l’infallibilité de sa metode. La seconde, qu’elle engage 
à un calcul plus long que l’ancienne qui se fait par extraction. Mr. Rozze 
répond d’abord à cette derniere objection, que si l’on convient que la 
metode des cascades est seule suffisante pour extraire toutes les racines 
des toutes les égalitez determinées, quelque nombre de termes qu’elles 
ayent, et que la seconde ne suffit que pour les égalitez de deux termes 
seulement, et ne découvre qu’une seule racine, on ne doit pas trouver 
étrange que la metode des cascades oblige à un plus grand calcul, puis 
que son objet est beaucoup plus vaste.” 

We shall outline Rorres demonstration of his theory of cascades 
and shall use his own words whenever his statements are sufficiently 
compact for quotation. Finally we shall add certain memoranda bearing 
on the later history of “Rozze’s theorem”. 


1) Ostwarn’s Klassiker Nr. 127, p. 251. 

2) Biblioth. Mathem. 1,, 1900, p. 454. 

3) Biblioth. Mathem. 4,, 1903, p. 399. 

4) Biblioth. Mathem. 7,, 1906 —1907, p. 302. 
5) Journal des sçavans, Mars 3, 1692, p. 77. 
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In the Demonstration RoLız assumes that the reader is familiar with 
the contents of his Algebre. From the latter work we quote Rozre’s 
conception of roots of equations. “On suppose aussi que dans chaque 
égalité il y a autant de racines que de dimensions, et s’il y en a moins, 
celles qui manquent s’appelleront Racines defaillantes.’') Thus, complex 
roots, as well as all but one root of each multiple root, fall under the 
head of “racines défaillantes”. The limits of a root Rorın calls its 
“hypotheses”. “Si l’on substituë deux nombres au lieu de l’inconnué, 
chacun separément, et si l’un de ces nombres donne un resultat positif, 
et l’autre un resultat negatif, il y a toûjours une racine qui surpasse le 
plus petit des nombres, et qui est surpassé par le plus grand. Ces deux 
nombres s’appelleront ÆHypotheses”?) His distinction between multiple 
roots and complex roots is brought out in the following sentences: “S’il 
arrive que les hypotheses donnent # au lieu de donner + ou —, alors 
chacune de ces hypotheses sera une des racines de la cascade où se fait 
la substitution, et il faudra compter dans cette cascade une racine défail- 
lante de la premiere espece, pour chacune de ces hypotheses qui produi- 
ront cet effet.”?) “Si la substitution des hypotheses ne donne ny 6, ny 
le + ou le — que l’on demande, . . . alors on comptera deux racines 
defaillantes. . . . Lorsque les racines manquent de cette maniere, elles 
s’appelleront Défaillantes de la seconde espece.”*) The roots which are not 
“racines defaillantes” are called “racines effectives”) Notice that Rozre’s 0 
stands for 0.°) 

Before applying to an equation his method of cascades Rorzz effects 
a tranformation of equations, a “preparation des égalitez”’7), so that the 
coefficient of the highest power becomes unity and all the coefficients 
become integral numbers and with alternately plus and minus signs. To 
render all these signs + and — he takes the largest negative coefficient 
— 9, divides g by the coefficient of the highest power of the unknown, 
then adds 1 to the quotient and enough more to get a positive integer h 
This is an upper limit for all the real roots. He then puts 2 = h — x 
and obtains the equation whose signs alternate. That this process always 
actually yields the desired result is not proved by Roıız either in his 
Algebre or in his Démonstration. After an equation has been subjected 
to the above transformation it has all its real roots + and is called 


“preparee”. 





1) Algebre, p. 124. 2) Algebre, p. 103. 3) Algebre, p. 129, 

4) Algebre, p. 130, 131. 5) Algebre, p. 124. 

6) On this strange use of theta (6) for our 0, see a note by G. Enesrrôm in 
L’interm&diaire des mathématiciens 2, 1895, p. 283. 

7) Algebre, p. 118. 
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Proceeding now to Rozrxs book, the Demonstration, published the 
year after the appearance of his Algebre, we outline his proof of his 
method of cascades. It will be interesting to observe that the argument 
is strietly algebraic. It was conjectured by H. G. Zeuraex that Rorze’s 
proof was geometric'), but as a matter of fact it shuns geometry. Kırın 
says, “Er ist einer von den wenigen alten Mathematikern, die sich nicht 
mit der Anschaulichkeit der Theoreme genügen ließen, sondern streng 
logische Definitionen und Beweise verlangten.””) Rorrr’s emphasis upon 
rigor is also referred to in a notice of one of Rorze’s articles which 
appeared in 1708?) as follows: “On ne s’appercoit que trop souvent en 
fait de Mathematique, que ce qui n'est pas démontré à toute rigueur, 
n’est point du tout prouvé, et qu'il n’y a aucune certitude, si elle n’est 
entiere.” Rozze distributes the proof of his method of cascades over 
15 articles and 22 corollaries. Assuming, to begin with, that all roots 
are “effectives, differentes, et positives”, he reaches results which he uses 
later “pour faire des Démonstrations qui conviennent à toutes les forma- 
tions d’egalitez, et à toutes leurs racines.”*) 

After explaining the rule of signs in multiplication and cognate sub- 
jects, he shows (in Art. VI) that in an equation with the roots 3, 7, 12, 
20 etc. and the factors z — 3, z — 7, 2 — 12, z — 20, etc., if z < 8, all 
factors are —; 1f 3<z<T, all factors are —, except one factor; if 
7 << 12, all factors are —, except two; and so on. Giving to z suc- 
cessively the values here indicated, the resulting successive products of 
all the factors have signs alternately + and —, or — and +. “Il est encore 
évident que si toutes les hypoteses, excepté la premiere et la derniere, 
ne sont pas moyennes entre les racines, comme on vient de le. dire, 
Ventresuite reguliere des signes sera rompu&.”?) “Il est clair aussi que 
les racines sont des nombres moyens entre les hypoteses, et par conse- 
quent les racines estant substituées dans l’égalité qui renferme les hypoteses, 
leur substitution doit donner des resultats alternativement positifs et 
negatifs, ou negatifs et positifs. En voicy un exemple. 

y — 6:y — 21:y — 30: Rac. de l’ég. 

y — 0:y — 12 -y — 26: Rac. de la Cascade”) 
He points out that the roots 6, 21, 30 of the given equation are hypo- 
teses of the roots of the given cascade, yielding successively products 





1) Geschichte der Mathematik im 16. und 17. Jahrhundert, Deutsche Ausg. von 
R. Meyer, Leipzig 1903, p. 329. 

2) F. Krem, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, 
Leipzig 1902, p. 114. 

3) Histoire de l’academie roy. d. sciences de Paris, année 1708, p. 71. 

4) Demonstration, Art. I. 5) EL c., Art. VI, Cor. Il. 6) Le, Art: VL Cor. II. 
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whose signs are alternating. “Ainsi les racines sont hypoteses des hypo- 
theses mömes.”!) This last quotation and the one which follows are the 
first references to what we now call “Rorır’s theorem”, restricted as yet 
to the case of equations all of whose roots are real and positive. “C’est 
pourquoy on pourra conclure que la Cascade ‘immediate renferme les 
hypoteses des racines de l'égalité dont elle est Cascade; pourveu que l’on 
ait prouvé auparavant que ces racines étant substituées dans cette Cascade, 
donnent des resultats alternativement positifs et negatifs, ou negatifs et 
positifs?) He points out next that between every two successive distinct 
roots one has the choice of an infinite number of hypoteses, “qui donne- 
ront l’entresuite reguliere des signes, lorsque cette regularité est possible; 
Mais comme elle n’est pas toujours possible, il faut que les hypoteses que 
donne la Methode, ayant encore une détermination par laquelle on puisse 
conclure les impossibilitez.”?) This reference to equations whose roots 
are not all “effectives, differentes, et positives” is followed by the passage: 
“Si l’on prouve que la Methode donne necessairement les hypoteses de 
toutes les racines; il s’ensuit qu'il y a des racines defaillantes, lorsqu'elle 
ne donne point ces hypoteses. Mais pour établir ces veritez, il faut 
encore d’autres Principes.”*) 

He gives next the following definition: “Si je dis qu'une égalité est 
multipliée par une progression, il faut entendre que le premier terme de 
l'égalité est multiplié par le premier terme de la progression; Que le 
second terme de l'égalité est multiplié par le second terme de la pro- 
gression, et ainsi de suite. Et la somme de ces produites estant supposée 
égale à #, on dira que cette égalité est produite par une progression”) 

Nowhere in the Démonstration does Rorır give a formal definition 
of a “Cascade”. But it is repeatedly implied in what he says that, if im 
an equation f(x) = 0, f(x) is “multiplied by a progression”, the result 
when equated to zero, is a Cascade, namely the “cascade immédiate”. * 
According to this, the general expression for the proximate cascade may 
be of the same degree as the equation from which it has been derived. 
“Si Ton ne prend pas # pour un des termes de la progression, et si 
ce 0 n'est pas placé sous le dernier terme, ou sous le premier terme 
de l'égalité, la Cascade immediate seroit d’un degré aussi élevé que 
l'égalité même: ainsi la Methode supposeroit ce qui est en question. 
Mais prenant 9 pour une des extrémités de la progression, et mar- 
quant d’ailleurs cette progression en termes generaux, la lettre qui 
sert à cette expression generale se trouve au premier degré seulement 





1) Démonstration, Art. VI, Cor. II. 2) L °c. Art. VI, Gore 
SYLECHSATLIV IMICOTVE 4) 1.76, Art, vl, Cor. VL 5) 1,0, NE 
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dans chaque terme de la Cascade, et aprés l’effacement ordinaire elle 
s’evanoüit. D’ou il suit que cette progression ne fait point d’autre effet 
sur les hypoteses que celle-cy, 0-1-2 ete.”!) In Art. XIV, Rorre “multi- 
plies 2 —p2 + q—0 by the progression 4-1: — 2” and obtains a “cascade” 
of the second degree, but this and other examples are given merely to 
show the superiority in practice of “multiplying” an equation a + bz 
+ cz? +... — 0 “by the arithmetical progression 0, 1, 2, 3, .. ” and then 
dividing the result by z The advantage of this last process is that the 
proximate cascade is of a degree one lower than that of the equation 
from which it is derived. This process yields the cascades which he 
uses in his Algebre, and upon which the proof of his method of cascades 
really rests. In his Algebre he refers to several processes by which his 
cascades may be derived?), but the rule he actually uses is as follows: 
“On multipliera tous les termes de l'égalité chacun par son propre 
exposant, on divisera la somme de tous les produits par l’inconnuë, et 
l'on supposera que le quotient est égal à 0.7*) 

In Art. VIII, Rorce “multiplies” the product of z— «a and z — b, 
namely ab — (a + b) z + #7, “by the progression y, y + v, y + 2v”, and 
shows that the result, aby — (ay + by + av + bv)z + (y + 2v)z°, contains 
the factor b — a, when z — b. More generally“), b — a is still a factor, if 
instead of ab — (a + b) z + z°, we take this trinomial multiplied by mz”. 

If the regular product (arranged according to ascending powers of 2) 
of the trinomial ab — (a+b)z-+ 2? and the polynomial f + gz + hz? 
+ v2 +... be “multiplied by the progression 0, 1, 2, 3,...”, the result 
is the same as if the partial product {ab — (a + b) z + z*}f had been 
“multiplied by the progression 0, 1, 2”; the partial product {ab — (a+ b)z 
+ 2°}gz had been “multiplied by the progression 1, 2, 3”; and so on. 
When z— b, the expression obtained, upon “multiplying by each of these 
progressions” has b— a as a factor) 

I f+g92+h? +r2+.--=(2—c)(2—d)(z-—e):--:, then what 
has been shown for z2=b, with respect to a, holds for any letter (here 
tacitly assumed by Rozrze to be positive) with respect to any of the 
remaining such letters. Hence the result of “multiplying by the pro- 
gression 0, 1, 2, 3, --.” is an expression having the factors a — b, a — c, 
a — d, etc., when z = a‘) | 

Accordingly, if the roots of the given equation (are positive and) 
satisfy the relations a > b>c> ... etc., then the left member of the 


1) Demonstration, Art. XII. 2) Algebre, p. 126. 3) Algebre, p. 125. 
4) Demonstration, Art. VIIL, Cor. 5) l. c., Art. IX and its Cor. I and II. 
GE ©, Art IX, .Cor.: IV. 
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proximate cascade is plus when z=a, minus, when z=b, and so on. In 
other words, the roots of the given equation are hypoteses of the roots of 
the proximate cascade. This is “Rorrr’s theorem”, proved here for equa- 
tions whose roots are all positive; “ses racines sont les hypoteses des 
racines de la Cascade immediate.”!) 

From this it follows at once that the roots of the proximate cascade 
are hypoteses of the positive roots of the given equation. This theorem is 
the foundation of Rorzr’s method of cascades. “La progression donnant une 
Cascade divisible par l’inconnuë, on voit de-là que Ö est une des racines; et 
il est clair d’ailleurs que 0 est la petite hypotese, selon nos suppositions.”?) 

Then follows the important statement: “Puisque chaque racine doit 
avoir deux hypoteses, et que chaque hypotese doit servir à deux racines, 
il est facile de scavoir combien il y a de racines défaillantes dans chaque 
égalité proposée. Car l’entresuite des signes que l’on attend des hypoteses 
ne sçauroit estre rompuë, si les racines sont toujours effectives, et diffe- 
rentes; et les hypotheses ne peurent la rompre qu’en donnant 6, ou un 
signe contraire à celuy que l’on demanderoit pour la conserver. Il est 
encore évident que les racines défaillantes d’une Cascade, doivent servir 
à marquer les defaillantes de l'égalité: Mais comme ce Corrollaire est 
important, il est à propos d'en donner icy une explication plus abondante.”*) 

In Art. X, Rorre proves that in a (complete) equation with alter- 
nating signs all the real roots are positive. 

Then follows in Art. XI, the important generalization to complex 
roots: “Si les racines sont en partie effectives, et en partie defaillantes 
de la seconde espece; ces défaillances n’empêchent point les hypoteses de 
donner des signes convenables aux effectives. Car l'égalité proposée peut 
toüjours être concu& comme si elle estoit formée par la multiplication de 
deux égalités plus simples, l’une toute effective, et l’autre toute defaillante; 
et par l’article IX la Cascade renfermera les hypoteses qui conviennent :: 
aux racines effectives. Et on peut voir comment les défaillantes ne 
trouvent point l’entresuite qui convient aux effectives . . ? The conclus- 
ions in this passage follow from the consideration that the polynomial 
f+gz+h# +..., given in Art. IX, may have complex roots This 
passage also carries with it the validity of “Rorre’s theorem” for equat- 
ions having some of its roots complex. 

By a reducho ad absurdum in the application of “Rozres theorem” 
it is shown in Art. XII, that an equation has at least as many complex 
roots as has its proximate cascade. 





1) Demonstration, Art. IX, Cor. VI. 2) L c., Art. IX, Cor. VH. 
8) °c, Art IX Doro 
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When a real root of a proximate cascade is substituted into the left 
member of the given equation, “il arrivera toûjours que ces resultats 
seront les plus grands, ou les plus petits qu’on puisse trouver dans 
chaque égalité, selon que l’entresuite reguliere des signes est rompuë ou 
conservée; et on peut en faire voir la démonstration par des égalitez fort 
simples. Si l’on prend pour premier exemple 22 — 62 + 17 — 06, dont 
l’hypotese donné + 8; et si l’on pretend qu'un autre nombre puisse donner 
un plus petit resultat comme le resultat + 2. Qu’on öte du dernier terme 
un nombre tel quon voudra, pourveu qu'il soit moyen entre les deux 
resultats; et il arrivera qu’en substituant l’hypotese veritable et l’hypotese 
pretenduë dans l'égalité ainsi changée, l’une doit rompre l’entresuite, et 
l’autre doit la rétablir: d’où ıl sera aisé de conclure une absurdité, et faire 
voir que cette absurdité n’a esté concluë qu’en supposant quil pouvoit y 
avoir un résultat moindre que + 8.”!) Observe that in this proof of the 
theorem on maxima and minima no geometrical ideas are brought into 
play. The quotation shows also that at times Rozces writings are obscure. 
He is fond of new terminologies and peculiar modes of expression. 

That the method of cascades continued to engage the attention of 
Roıız even after the publication of the Démonstration is evident from 
the Æxtrait d'une lettre, sur la theorie des cascades algébriques which appear- 
ed in 1697) It says there: “Les trois manières dont Mr. Rorre s'est 
servi dans son traité d’Algebre (pages 126 et 127) pour la generation 
des Cascades, lui ont fourni trois démonstrations qui suffiroient chacune 
séparément, pour s’assürer de la méthode qu’il a donnée sur ce sujet; et 
comme cette méthode est fort utile pour la résolution des égalités, c’est un 
avantage d’en avoir des preuves qui s’accommodent aux différentes voyes où 
les Algébristes sont entrés” Then follows a rough outline of the argument. 

Before leaving the method of cascades we refer briefly to an alleged 
attack upon its validity. Saverten says of the method*): “Quel dommage 
qu’elle soit vicieuse! Selon M. Bernouzzr, non-seulement on n’approche 
point de la racine, mais encore il arrive souvent qu'après quelques ope- 
rations on s’en éloigne; et cela, parce qu’on est obligé de négliger certaines 
quantités; d’où naît une erreur considérable. Bernouzzr Op. T. Il, p. 533.” 
Upon consulting this reference to Joux Bernouzzrs works one finds that 
Berxouzzt does not even mention the method of cascades, but attacks a memoir 
on the approximation to the roots of numbers published by Rorzz*) in 1692. 


1) Demonstration, Art. XII. 2) Journal des scavans, 29 Avril 1697, p. 168. 

3) Dictionnaire universel de mathématique, Paris 1753, Art. “Cascades”. 

4) Mémoires de l’acad. roy. d. scienc. de Paris, T. 10, p. 19, 38. Rorte’s 
and LaGny’s approximations to the roots of numbers are referred to in the corres- 
pondence between Jonx Bernouzzr and Lxeisniz 1696; see GOT. GUL. LEIBNITII et 
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In view of the importance attached to “Rorze’s theorem” in modern 
analysis we add a few notes relating to its later history. As we have 
seen, Rozre gave the theorem as applicable to equations with or without 
complex roots, but he laid no special stress upon it. He established it 
incidentally in his demonstration of the method of cascades. Exesrrom 
has pointed out that Cnarres Reynrau stated the theorem in connection 
with equations free from complex roots, in his Analyse demontrée) The 
theorem is given again in unaltered form in the second edition of Reyneaw’s 
work, which appeared in 1736. Statements which amount to “Rorır’s 
theorem” are made by L. Eurer?) The theorem is given as applicable 
to equations having complex roots by J. R. Mourrarzze*) Under the 
restriction to equations with only real roots it occurs again in ODOARDo 
Guerır.‘) In the Encyclopédie méthodique”), “Rorzes theorem” is given 
in connection with a cubic whose roots are all real. The theorem appears 
somewhat more prominently with LacranGz.*) It is also given by Paozo 
Rourrını‘) But it must be emphasized that none of the eighteenth century 
writers whom we have cited calls “Rozzes theorem” by the name of its 
discoverer or directly attributes it to Rorzz, or lays stress upon the 
theorem, or even allows it to stand out conspicuously as a “theorem”; 
it is stated only in passing, usually as leading up to what we call “Rozze’s 
corollary”. In the eighteenth century this corollary received greater 
attention than “kRorres theorem” and was explained by some of the 
authors who do not give “Rozres theorem” at all. 

This attitude continues with many writers of the first half of the 
nineteenth century. We have seen “Rorır’s theorem” stated but not 
attributed to Rorre, nor assigned a conspicuous place, by the following 
authors: V. Brunaccı®), E. H. Dirksen”), J. A. Grunerr!®), R. Stevenson!t), 
BR. Murray ©), J. R. Youxc.!) | 
JOHAN. BERNOULLIT Commercium philosophicum et mathematicum 1, Lausannae et 
Genevae 1745, p. 232. 1) L'analyse demontrée 1, Paris 1708, p. 290. 

2) Institutiones caleuli differentiales, 1755, caput XII, $ 295, 297, p. 658 and 659. 

3) Traité de la résolution des équations en general, Marseille et Paris 1768, p. 64. 

4) Gli elementi teorico-pratici delle matematiche pure 2, Modena 1771, p. 151. 

5) Encyclopédie méthodique. Mathématiques 1, Paris 1784, p. 311, article “Cascade”. 

6) Résolution des équations numériques de tous les degrés, Paris 1798, Note 8. 

7) Teoria generale delle equazioni, Bologna 1799, p. 66, 67. 

8) Corso di matematica sublime 2, Firenze 1806, p. 149. 

9) Die Trennung der reellen Wurzeln numerischer Gleichungen, Berlin 1837, p. 10. 

10) Supplemente zu KLÜGEL'S Wörterbuch 2, Leipzig 1836, Art. “Gleichung”, p. 468. 

11) Algebraic equations, Cambridge 1835, p. 55. 


12) Algebraical equations, London 1839, p. 28. 
13) Algebraical equations, London 1843, p. 113. 
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In 1834 M. W. Drogsiscu!) gives both “Rorrr’s theorem” and “Rorze’s 
corollary”, and both are attributed to Rozre, on the strength of Note 8 
in Lacrances Resolution. But Note 8 contains no such acknowledgment. 
Of course, Lagrange attributes the method of cascades to Rorze; in the 
course of LaGrancEe’s discussion of it, there occur statements of “Rorır’s 
theorem”, but he does not attribute the theorem to Rorze. LaGrance 
nowhere mentions Rorze’s Demonstration. In 1860 Grusro Bezraviris, a 
man unusually well versed in the literature of the theory of equations, 
ascribes “Rorıer’s theorem” to Rozre?) and calls it the “teorema del Rorır”. 
In 1868 the theorem is given in the German edition of Serrer’s algebra°) 
under the name of “Rorrerscher Satz”’.*) Since then the theorem came 
to be generally ascribed to Rorre and to be called by his name. 

The earliest mathematical article given in the Royal society Catalogue 
of seientific papers, 1800—1900, Subject index, Vol. I, (Mathematics), 
which embodies in its title the name “Rorres theorem”, is an article 
published in 1876 by Paurz Mansıov°), in which Maxsron points out that 
“from a geometrical point of view, the theorem of Rorre is completely 
equivalent to Lacranae’s and Caucav’s theorems”. 

During the second half of the nineteenth century we see the strange 
spectacle of “Rozres theorem”, which had been in the theory of equations 
a star of the seventh or eighth magnitude, become in the wider region 
of mathematical analysis a star of the first magnitude. “Rorır’s theorem” 
is used now in proving the theorem of mean value, from which radiate 
some of the wonderful illuminations which make the modern development 
of the calculus so admirably rigorous. 

At first the theorem of mean value and “Rorır’s theorem” existed 
apart. The former was given by LacranGe in 1797 as a consequence of 
Tayror’s theorem®) and called it a “théorème nouveau et remarquable 
par sa simplicité et sa généralité.” It was given by Ampère’) and then 
by Caucxv.) 





1) Grundzüge der Lehre von den höheren numerischen Gleichungen, Leipzig 1834, 
p. 179. 

2) Appendice alle memorie sulla risoluzione numerica delle equazioni in the Me- 
morie dell’ Istituto Veneto 9, 1860, $ 14, p. 187. 

3) J. A. SERRET’S Höhere Algebra, deutsche Übers. v. Werrurım 1, 1868, p. 216. 

4) The first edition of Serrer's Cours d’algebre supérieure, Paris 1849, we have . 
not had the opportunity to consult. 

5) Messenger of mathem. 5,, p. 34— 35. 

6) Théorie des fonctions analytiques, Paris 1797, p. 49; Oeuvres 9, Paris 1881, p. 83. 

7) Journal de l’école polytechnique, cahier 13. 

8) Résumé des leçons données à l’école polytechnique sur le calcul infinitesimal, 
Paris 1823; Oeuvres 4,, p. 46. 
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Perhaps the first author to bring together the theorem of mean 
value and “Rorre’s theorem” was Ossrax Bonner whose derivation 
of the theorem of mean value from “Rorres theorem” is given by 
Serrer.!) SERReT does, however, not mention the name of Rozze in 
this proof?) 

According to a statement of Hermiré, the proof of Tayror’s theorem 
by “Rorze’s theorem”, as set forth for Be by A. Prixesurm?), was 
first given in its essentials by Homersuam-Cox and Rovcas. 

A number of extensions of “Rozzes theorem” have been suggested. 
The mean value theorem may be considered a generalization of it as is 
done by L. Kıreerr.t) J. F. MeCurrocm) reached a generalization of the 
theorem as usually stated by unwittingly returning to the very process 
originally explained by Rorze. MecÜvrroch proves the theorem: “If the 
n + 1 terms of any algebraic equation arranged in order of powers of x 
be multiplied respectively by any n + 1 terms of any series in arithmetical 
progression, the resulting equation has an odd number of real roots 
between every two adjacent positive or negative real roots of the equation 
so operated upon.” Extensions of “Rorze’s theorem” to the complex roots 
of the equations with real coefficients were made by several writers. The 
matter was really considered by C. F. Gauss) as early as 1816. Later 
E. N. Lacugrre studied this subject”) He says that his generalization 
achieves for the theorems of Rorre and Descartes what Cavony’s theorem 
on contours accomplished for the theorem of Srurm. Still later this 
subject was treated by G. J. LeceBexe*) and F. J. van pen Bere’), while 
F. ne Bozr!®) proceeds a step farther and considers equations with com- 
plex coefficients. | 

The proofs of “Rorır’s theorem” as given in some elementary texts 
of our time depend upon geometric intuition. The schools of WEIERSTRAsS 





1) J. A. Serrer, Cours de calcul différentiel et intégral 1°, 1868, p. 17. 

2) In A. Harnack s Elemente der Diff. u. Integralr., Leipzig 1885, p. 66, the 
mean value theorem itself is called “das Theorem von Rorze”, a designation which 
cannot be justified on historical grounds. 

3) A. Prinesueım, Biblioth. Mathem. 1,, 1900, p. 454, 455; Hermrıe, Cours 
d’analyse 1, 1873, p. 49, 50. 

4) Grundrisse der Diff. u. Integralr., Hannover 1901, p. 154. 

5) Annals of mathem. 4, 1888, p. 5. 

6) Gött. gel. Anzeigen 1816. 

7) Comptes rendus de l’acad. d. sc. [de Paris] 78, 1874, p. 278— 280. 

8) Nieuw archief voor wiskunde 8, 1881, p. 75—80. 

9) Nieuw archief voor wiskunde 9, 1882, p. 1—14. 

10) Versl. en Meded. d. Akad. van Wetensch. [Amsterdam] 19, 1884, 
p. 207 — 240 and 384 — 416. 


On Rolle’s book “Meth. pour résoudre les egalitez” and the hist. of ‘“Rolle’s theorem”. 311 


and Praxo have considered minutely the various questions of continuity 
and differentiability of f(x) and f'(x).!) 

We return to the second part of Rorres Démonstration, namely 
Methode pour resoudre les egalitez par la geometrie. This deals with the 
determination of the roots of equations by the intersections of eircles 
and parabolas, and does not seem to need special mention here. 


II. 


The third part is entitled Methode pour resoudre les principales 
questions de DIoPHANTE. 

This part supplies “un moyen pour connoitre les nombres qui sont 
composez de deux quarrez”, and contains results of historical interest. 
He calls a prime which is not the sum of two squares a “nombre exclusif”. 
His “methode” consists of four tests as follows: 


Land U. An integer is (is not) the sum of two squares if, when 
divided by its largest square factor, the quotient does not contain (does 
contain) a nombre exclusif as a factor. 

III. and IV. If the form of a fraction is altered so that its denomi- 
nator is a perfect square, the fraction is (is not) the sum of two squares, 
if its numerator is (is not) the sum of two squares. 

These tests are made to rest upon four propositions and corollaries, 
of which we mention the following: - 

“]. Proposition. La somme de deux quarrez étant multipliee ou 
divisee par un quarre, ou par la somme de deux quarrez; le produit et 
le quotient sont toüjours chacun la somme de deux quarrez en nombres 
entiers, ou en fractions.” 
aa+bb 
cc+dd 
aaccT2abcd+ddbb aadd—2abcd—+bbec » 
T cFeceddtd® ? c+2ccddtd 


Then follow three corollaries, as follows: 


“Pour la démonstration, il suffit de voir que est la somme 





de ces deux quarrez 


1. An integer which is not divisible by any nombre exclusif is the 
sum of two squares, both in integers and in fractions. 

2. If the sum of two squares is multiplied by a number which is 
neither a square nor the sum of two squares, the product is not the sum 
of two squares. | 


1) See Pauz pu Bois-Reymonr, Journal für Mathem. 79, 1875, p. 21; 
G. Pzano, Differentialr. u. Grundz. d. Integralr., deutsche Übers. v. G. Bourmann u. 
A. Scuerr, Leipzig, 1899; P. Mansıon, Resume du cours d’analyse infinitesimale, Paris 
1887, p. 79: Encyklopädie d. mathem. Wiss. 2:1, Leipzig 1899, p. 65 (I A 2). 
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3. A number is not the sum of two squares, if when divided by a 
square or a sum of two squares, the quotient is not a square nor the 
sum of two squares. | 

Rorze travels here over much the same territory covered again later. 
by Evrer, particularly in his paper De numeris, qui sunt aggregata 
duorum quadratorum) The following results of Eurer of 1752 are 
included in those of Rozze of 1691: If p is the sum of two squares, so 
are 2p, n°p, 2n°p; if p and q are each the sum of two squares, so is pq; 
if pq is the sum of two squares, and p is the sum of two squares and 
prime or the product of prime factors each itself the sum of two squares, 
then q is the sum of two squares. 

“TV. Proposition. Si ayant divisé un nombre proposé par le plus 
grand des quarrez qui le mesurent, le quotient de cette division est 
mesuré par un nombre premier, et si ce nombre premier ne peut pas 
mesurer la somme de deux quarrez quelconques sans mesurer chacun de 
ces deux quarrez; le nombre proposé ne peut pas estre la somme de deux 
quarrez ni en nombres entiers, ni en fractions.” 

The part of this relating to fractions is proved by an absurdity 
resulting from the Fermarian method of indefinite descent from larger 
to smaller numbers. à 

With the view of introducing short cuts Rozze establishes a fifth 
proposition: 

“V. Proposition. Un quarré quelconque estant divisé par un nombre 
impair donné, trouver tous les nombres qui peuvent rester après la division.” 

“Ostez l’unité du nombre donné et prenez la moitié du reste. Prenez 
aussi le quarré de cette moitié avec tous les autres quarrez qui sont plus 
petits. Divisez tous ces quarrez chacun separément par le nombre donné, 
les restes de toutes ces divisions seront ceux qu’on s’est proposé de trouver.” 

After this theorem on residues he established special results, some 
of which are historically interesting: No number of the form 7a°b is 
the sum of two squares, either in integers or in fractions; no integer 
which is not the sum of two integral squares can be the sum of two 
fractional squares; no number of the form 8c — 1 can be expressed as 
the sum of three squares; no number of the form 4n<+3 can be 
expressed as the sum of two squares. 

This last theorem is of historical interest because, if Fermar's restor- 
ation of a corrupted passage in Diornantus, Book V, Problem 12, is 
correct, then this theorem was known to Diopæanrus. Eurer has been 





1) Novi comm. acad. sc. Petrop. 4 (1752/53), 1758, p. 3—40; Commentat. 
arithm. 1, Petropoli 1849, p. 155—173. 
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eredited with the earliest published proof of the theorem!); he proved 
first that no prime of the form 4n + 3 can be the sum of two squares 
and from this deduced the general theorem; Rorre proved the general 
theorem directly and made no mention of the special theorem. Rozze 
did not proceed so far as to prove the theorem that all primes of the 
form 4n + 1 can be expressed as the sum of two squares; it remained 
for Ever to prove this over half a century later. 

But Eurer’s article?) giving the proof of this Fermarian theorem 
contains among others the following theorems which are included in 
Rorze’s research: 

If a number is the sum of two squares, it is not divisible by a 
prime of the form 4» — 1, unless each square is itself divisible by that 
prime.) 

To“) find all the residues which may arise from dividing square 
numbers by any odd number p is equivalent to finding the residues of 


the square numbers from 1 up to >)" 


1) Novi comm. acad. sc. Petrop. 1 (1747/48), 1750, p. 20—48; Commentat. 
arıthm. 1, p. 53. 

2) Novi comm. acad. sc. Petrop. 5 (1754/55), 1760, p. 3—13; Commentat. 
arithm. 1, p. 210—215. 

3) Novi comm. acad. sc. Petrop. 5 (1754/55), 1760, p. 42; Commentat. 
arithm. 1, p. 227. 


4) Novi comm, acad. sc. Petrop. 5 (1754/55), 1760, p. 20; Commentat. 
arithm. 1, p. 218. 
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Note on William R. Hamiltons place in the history 
of abstract group theory. 
By G. A Mixer in Urbana. 
On November 10! 1856 Wizrram R. Hamirron presented to the royal 


Irish academy a paper entitled A new system of roots of unity*), in which 
he considered the equations 


ib a er NRE 


Ba 


[| 
I, He observed that these equations are sufficient to restrict the elements 2, k, 
a when they are combined as regards multiplication under the associative 
law in every possible manner, so that the total number of the distinct 
J products may be interpreted on the regular polyhedrous. The case when 
r =D received especial attention, and this case is also considered very 
V briefly in a note which appeared about a month later, December 1856, 
under the title: Memorandum respecting a new system of roots of unity in 
the London, Edinburgh and Dublin philosophical magazine. 
= Hanmıtron called the groups generated by à and % under the given 
restrictions a “family of systems of noncommutative roots of unity, which 
Ar entirely distinct from the :, 7, k of the quaternions, though having 
some general analogy thereto; and which admit, even more easily than 
1X the quaternion symbols do, of geometrical interpretation”. He seems to 
) have been especially interested in the case when r—=5 and he called the " 
resulting group the “Icosian calculus”, observing that every result of this 
long train of consistent calculations be interpreted geometrically by 


means of either the regular icosahedron or the regular dodecahedron. 

By making 7 — 4 he “obtains other symbolical results which are 
interpreted by the (regular) octohedron and the (regular) hexahedron”, 
and by making >» = 3 he obtains results which are “almost too simple & 
be interesting” and which have their corresponding geometrical inter- 
pretation in the theory of the regular tetrahedron. 

These facts may suffice to make it evident that Hamicron at this 
OS date was familiar with the properties of the groups of the regular 

1) Proceedings of the royal Irish academy 6, 1853—7, p. 415. 
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solids, as generated by two operators or elements, and he proved that 
these groups may be completely defined by the orders oftheir two generating 
operators and the order of their product. His form of statement of these 
results coincides with that now employed with the exception of the use 
of certain terms. Hamizron did not use the technical term group, and 
he evidently was in search for things lying beyond these groups, just as 
his main interest as regards quaternions was beyond the quaternion group. 

Notwithstanding this fact, the great importance of the groups of the 
regular solids as defined abstractly and the discovery of the first example 
of a system of numbers whose units constitute a non-commutative group 
as regards multiplication should secure for Hamizron an important place 
in the history of abstract groups. Hence it seems very appropriate that 
Deperınp!) named the non-abelian groups in which every subgroup is 
invariant Hamiltonian groups in view of the fact that the smallest and 
simplest of them is the group of order 8 which is known as the quater- 
nion?) group on account of its intimate relation with the noted number 
creation by Hamıtron. 

The commonly accepted date (1854) of the founding of the theory 
of abstract groups by Cavyıey is two years earlier than the given paper 
by Hawizron on the groups of the regular polyhedrons, and it is eleven 
years later than the discovery of the quaternions. In fact, Cayrev illus- 
trated his first paper on abstract groups by means of the laws of 
combination of the quaternion imaginaries, and a few years later”) he 
explieitly called attention to the fact that the quaternion units constitute 
the group of order 8 now known as the quaternion group, when they 
are combined by multiplication. 

From these facts it is clear that Cayrey was assisted in his study of 
abstract groups by Hamıtron’s earlier work and that the latter developed 
some very interesting and fundamental groups without receiving due 
credit by later writers. This lack of credit may be partly due to the 
fact that Hamwrzrow’s paper on the groups of the regular solids does not 
appear in lists under his name in the London Royal society Catalogue 
of scientific papers. It may also be partly due to the fact that Hamızron 
did not employ the technical terms of group theory, while Cayıry, on 
the other hand, made use of these terms and hence his early papers are 
more directly accessible to workers in this field. 


1) Mathem. Annalen 48, 1897, p. 548. 

2) See Kewre, Transactions ofthe Royal society [London] 177, 1886, p. 45. 

3) The London, Edinburgh and Dublin philosophical magazine 18,, 
1859, p. 34. 
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Anton von Braunmühl. 


Von HEINRICH WIELEITNER in Pirmasens. 


Anton von BrAunmünr entstammte einem alten bayrischen Geschlechte. 
Sein gleichnamiger Vater aber, ein vielversprechender Schüler des von 
König Lupwie I. von Bayern so bevorzugten Architekten Fereprion 
von GÄRTNER, war von der russischen Krone nach Tiflis berufen worden, 
dort ein Thronfolgerpalais zu erbauen. So kam es, daß Anton von Braux- 
müxL in der Hauptstadt Transkaukasiens, am 22. Dezember 1853 (neuen 
Stils), geboren wurde. Schon drei Jahre später riB ein plötzlicher Tod 
seinen Vater im 36. Lebensjahre mitten aus seiner Tätigkeit. Die Mutter 
kehrte mit dem Knaben nach München zurück, das letzterer nun nicht 
mehr verlassen sollte. Auch die Mutter besaß der schwächliche Knabe, 
der wegen fortwährender Krankheit die Volksschule nur ganz kurze Zeit 
besuchen konnte, nicht zu lange. Immerhin stand sie ihm noch auf der 
größeren Strecke des Gymnasialweges, den A. v. Brausmünı am K. Ludwigs- 
gymnasium durchlief, zur Seite. Nach ihrem Tode, der etwa 10 Jahre 
nach dem ihres Gatten erfolgte, nahm ein Onkel, noch mehr als schon 
bis dahin, sich des jungen Mannes an, der im Jahre 1873 das Gymnasium 
mit sehr gutem Zeugnisse verließ. 

Er immatrikulierte sich nun an der K. Universität München, hörte 
dort Mathematik, Physik und Astronomie bei G. Bauer, L. vox SEIDEL, 
Pa. von Jorrv, J. von Lamont und Fr. Narr, Literaturgeschichte bei 
M. Bernays und Kulturgeschichte bei B. Rıraı. Gleichzeitig besuchte er 
als Hospitant, wie das in München bei Lehramtskandidaten auch heute 
noch üblich ist, mathematisch-physikalische Vorlesungen an der K. Tech- 
nischen Hochschule (damals noch „Polytechnikum“ genannt), und zwar 
bei A. Berre, F. Kırın, J. N. Bischorr und W. Berrz. Im Herbst 1877 
unterzog er sich der Prüfung für das Lehramt in Mathematik und 
Physik, die er gut bestand und, wie damals gefordert, durch Ablegung 
einer „Spezialprüfung“, zu der eine wissenschaftliche Arbeit eingereicht 
werden mußte, im darauf folgenden Jahre ergänzte Mit der gleichen 
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Arbeit [2]') promovierte er am 3. August 1878 an der K. Universität 
und erwarb das Prädikat ,summa cum laude“. Unterdessen war A. v. Braun- 
MÜUHL schon im Staatsdienste verwendet worden und zwar vom 9. Nov. 1877 
bis 25. Sept. 1878 als Assistent am K. Realgymnasium und aushilfsweise 
im Januar, Februar und März des Jahres 1878 an der K. Industrieschule 
München, deren Rektor KreinreLLer in einem glänzenden Zeugnis schon 
damals ein besonders hervortretendes Lehrtalent betonte. Vom 25. Sept. 1878 
an wurde A. v. Brauxmüaz zum Lehramtsverweser an der damals einzigen 
K. Realschule (jetzigen Ludwigskreisrealschule) ernannt, welche Stelle vom : 
1. Juli 1879 an in die endgültige eines K. Reallehrers umgewandelt wurde. 
Am 1. Januar 1885 trat er an das K. Maximiliansgymnasium unter dem 
Titel K. Studienlehrer über, nachdem er sich kurz vorher, am 11. Juli 1884, 
an der K. Technischen Hochschule die venia legendi erworben hatte. 

Diese anstrengende Doppelstellung als Mittelschullehrer und Privat- 
dozent behielt A. v. Braunmünr bei bis zum 1. Nov. 1888, wo Professor 
Brscaorr in den Ruhestand trat, an dessen Stelle der junge Gelehrte zum 
Extraordinarius an der K. Technischen Hochschule ernannt wurde, mit 
dem Auftrage, über „Algebraische Analysis und Trigonometrie“, sowie 
über „Projektivische Geometrie in synthetischer Behandlung“ zu lesen, 
Der 1. Juni 1892 brachte ihm die Beförderung zum ordentlichen Professor 
ohne Änderung des Lehrauftrages. Von 1903/4 ab trat erst hierin eine 
Änderung ein, indem die allgemeine Vorlesung über höhere Mathematik 
in 4 Teile geteilt und eine Vorlesung „Grundzüge der höheren Mathe- 
matik für Architekten und Chemiker“ hinzugefügt wurde, welcher Vor- 
lesungskomplex jetzt den drei Ordinarien (W. v. Dyck, S. FinsterwALner und 
v. Braunmünr) gleichmäßig übertragen wurde, so daß v. Braunmüuz 1903/4 
die „Grundzüge“, 1904/5 „Höhere Mathematik I. u. IL Teil“, 1905/6 
„Höhere Mathematik Ill. u. IV. Teil“ las. Daneben liefen noch abwechselnd 
die zwei schon erwähnter Vorlesungen, zu denen er 1905/6 eine solche 
über „Anwendungen der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie“ 
fügte. Aber es war ihm nicht vergönnt, den dreijährigen Zyklus öfter 
als einmal ganz durchzumachen. Am 7. März 1908 entriß ıhn der Tod 
seinen Schülern, seiner Familie und der Wissenschaft. Im Februar noch 
hatte er sich mit äußerster Anstrengung in den Vorlesungen aufrecht 
erhalten. 

Zu dieser öffentlichen Pflichttätigkeit fügte der Verblichene, wie ja 
allen Lesern dieser Zeitschrift wohlbekannt ist, noch eine selbstgewählte, 
die ihm innerlich sicher bald zur Hauptsache wurde. Schon im Winter- 


1) Die eingeklammerten Ziffern beziehen sich auf das am Schlusse der Ab- 
handlung beigefügte Verzeichnis der Veröffentlichungen A. v. BRAUNMÜHLS. 
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semester 1893/4 begann er eine einstündige Vorlesung über Geschichte 
der Mathematik, von den ältesten Zeiten bis zur Mitte des Zeitalters der 
Renaissance, zu halten, der sich im Wintersemester des darauf folgenden 
Jahres eine ebensolche anschloß, die die Zeit vom Beginn der Renaissance 
bis zur Mitte des %7. Jahrh. umfaßte. Gleichzeitig begründete er im 
Wintersemester 1893/4 sein einzig dastehendes mathematisch-historisches 
Seminar, das er bis an sein Lebensende ununterbrochen führte [22]. Dort 
hielt er entweder selbst Vorträge, teils wies er vorgerückteren Teilnehmern 
-Themata zu, in deren Behandlung Quellenstudien verlangt wurden. In 
den nächsten Jahren bildete sich ein Stamm von älteren Herren in diesem 
Seminar, Lehrern an Münchener Mittelschulen und Assistenten der Tech- 
nischen Hochschule, um den sich Studierende verschiedener Semester und 
sogar einige Techniker gruppierten [29]. Auf diese Weise entstanden 
wertvolle Veröffentlichungen von W. Exp über die Geschichte der Dezimal- 
brüche, von .Sr. Curzaszezewskı (später Harzer) über Desarques, von. 
W. Kurra über die Geometrie mit konstanter Zirkelôffnung. Füllten die 
Vorträge der Teilnehmer nicht das ganze Semester aus, so ergänzte er 
die Lücken selbst durch Referate über eigene Studien. In diesen Jahren 
— 1895/96 — hielt er auch die erste (einstündige) Spezialvorlesung über 
Geschichte der Trigonometrie, die er fast ganz aus den Quellen heraus 
arbeitete, aber zunächst nur bis Recromonran führen konnte. Die direkte 
Frucht davon für die breitere Öffentlichkeit waren zwei Abhandlungen 
[27, 28], auf die wir noch unten zu sprechen kommen. Zum letzten Male 
berichtete er über sein geliebtes Seminar im Jahre 1904. [43]. Dieses 
war unterdessen zu einem zweistündigen ausgestaltet worden. Seit 1899 
waren Zyklen von Vorträgen eingerichtet, die zwei Semester umfaßten. 
Der erste Zyklus behandelte die Geschichte der Quadratur des Kreises von 
den ältesten Zeiten bis auf unsere Tage, der zweite die ersten Anfänge 
des Infinitesimalkalküls, beginnend mit der Antike und endigend mit den 
Entdeckungen von Newron und Laersniz. Der dritte Zyklus setzte die 
Geschichte der Differential- und Integralrechnung von Leisnız und Newrox 
an bis auf Gauss fort, während der vierte sich mit der Geschichte der 
Geometrie im 16. und 17. Jahrhundert und im besonderen mit der Ent- 
stehung der analytischen Geometrie befaßte. Ein fünfter Zyklus ent- 
wickelte die Geschichte der unendlichen Reihen seit N. Mercaror und 
Newron bis auf unsere Tage. Zu den schon erwähnten Schülern kamen 
A. A. Brornso, G. Herwricæ und C. R. Warner hinzu, die mit eigenen 
Arbeiten an die Öffentlichkeit traten. 

Bevor wir uns zu den wissenschaftlichen Veröffentlichungen 
A. v. Braunmürıs wenden, noch einige Worte über sein Leben. Die 
Gesundheit des ursprünglich schwächlichen Knaben hatte sich offenbar 
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während der Jünglingsjahre gekräftigt und wir sehen in dem reifen Manne 
einen ausdauernden Fußgänger und Bergsteiger, der auch im Dienst den 
Begriff Schonung nicht kannte. Lauten Freuden abhold, hatte er sich 
seit 1879 ein ruhiges Familienglück gesichert, wo er Fräulein Fanny Störzı, 
einer Beamtenstochter, die Hand am Altare reichte. Drei Mädchen ent- 
sprossen dieser Ehe. Aber nur zwei erwachsene Töchter trauerten an des 
Vaters Bahre. Im Blütenalter von 17 Jahren hatte im Jahre 1902 der 
Tod die jüngste Tochter hinweggerafft. Dies war ein harter Schlag für 
den bis dahin gesunden Mann. Es ist nicht ausgeschlossen, daß ein 
Nierenleiden, das schließlich seinen Tod herbeiführte, von da ab infolge 
öfterer Gedrücktheit seiner Seele auch leichter Einfluß auf seinen Körper 
gewann. An äußeren Ehren, die dem Verlebten zuteil wurden, sind nur 
seine Aufnahme in die Leopoldinisch-Karolinische Akademie (1897) und 
die Verleihung des Verdienstordens vom hl. Michael IV. Klasse (1904) 
zu erwähnen. Die größte Ehrung aber, die einem Lehrer widerfahren 
kann, das ist die Anhänglichkeit und Dankbarkeit seiner Schüler. Hieran 
hat es v. Braunmüns nie gefehlt, ebensowenig, wie an dem Vertrauen 
und der Freundschaft der Kollegen, die dem schon nicht mehr auf der 
Höhe der Leistungsfähigkeit stehenden Manne 1904—1907 das arbeits- 
reiche Amt des Vorstandes der Allgemeinen Abteilung der K. Technischen 
Hochschule übertrugen. 

Überblicken wir nun die Reihe der Veröffentlichungen des Dahin- 
gegangenen, so sind diese selir leicht zu klassifizieren. Seine ersten 
Arbeiten beziehen sich mit einer Ausnahme |6] durchweg auf die Differential- 
geometrie der geodätischen Linien |2—5, S—10], denen er auch durch 
Modelle Anschaulichkeit verlieh [1, 7]. Um diese Linien auf beliebige 
Erstreckung hin rechnerisch zu verfolgen, bedurfte er der elliptischen und 
hyperelliptischen Transzendenten, und er erweiterte hier insbesondere das 
Formelsystem für Thetafunktionen mit gebrochenen Charakteristiken[11— 14]. 
Mit diesen Arbeiten, auf die wir hier nicht näher eingehen wollen, ist um 
1890 die rein mathematische Periode abgeschlossen. Von da ab ist alles 
Weitere entweder biographisch oder historisch, und zwar beschränkte sich 
diese Arbeitsrichtung nicht auf die reine Mathematik, sondern umfaßte 
mit die Astronomie, über die A. v. BraunmüHf im Münchener Volkshoch- 
schulverein gelegentlich auch einen Zyklus von 6 Vorträgen hielt. Dieser 
Zug hat seine Studien zur Geschichte der Trigonometrie sehr günstig 
beeinflußt, in der man bis dahin, wie er selbst sagt [29], den astro- 
nomischen Werken, die oft die einzige Quelle darstellen, zu wenig Be- 
achtung geschenkt hatte. 

Seine erste biographisch-historische Arbeit über den im bayrischen 
Schwaben geborenen Jesuiten Carisropn ScHEiner [17], kam als 24. Bänd- 
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chen der von A. v. Braunmünıs Kollegen K. v. REINHARDSTOETTNER und 
dem Münchener Archivar und Lokalforscher K. Trautmann begründeten 
Bayerischen Bibliothek heraus. Sie bot dem Verfasser gleich Ge- 
lesenheit genug, sich mit astronomisch-historischen Fragen zu beschäftigen, 
hier insbesondere mit der Entdeekung der Sonnenflecken. Mit großer 
Objektivität erkennt er Gazizer die Priorität vor ScHEiner, letzterem die 
Unabhängigkeit zu, Jomann Fasrıcıus aber die Priorität der Veröffent- 
lichung. Das Büchlein zeigt schon einen der Hauptvorzüge seines Ver- 
fassers aufs deutlichste: die Fähigkeit, ein gewaltiges Material klar zu 
übersehen und die Ergebnisse unter Beiseiteschiebung alles Sekundären 
auf knappem Raume leieht lesbar darzustellen. Mit dieser Arbeit in 
engem Zusammenhange stehen zwei kleinere Notizen über die Entdeckung 
der Sonnenflecken [15, 20], die A. v. Braunmünrn bald darauf durch die 
Veröffentlichung eines in der Münchener Universitätsbibliothek auf- 
gefundenen Beobachtungsmaterials [21] wesentlich ergänzen konnte. Durch 
den letzteren Fund wurde es auch fast sichergestellt, daß ScHEINER, er- 
bittert durch die heftigen und ungerechten Angriffe (GALILEIS gegen 
ihn, wirklich die Rolle des Anzeigers in jenem unseligen Prozesse gegen 
den großen Forscher gespielt hat, dem A. v. Braunmüxz um dieselbe Zeit 
eine eigene Monographie widmete [19]. | 

Nicht weit ab von Ganzer liegt eine biographische Skizze über 
Nirocaus ÜOorrernicus [24], in der das. historische Moment stark hervor- 
tritt, und eine geschichtliche Darstellung der Theorien über die Entstehung 
des Sonnensystems [31], die sich wieder durch ruhige Sachlichkeit be- 
sonders auszeichnet. Scharf charakterisiert dort v. BraunmünL den tief- 
greifenden Unterschied zwischen der Kanrschen und der Lapraceschen 
Hypothese, die eigentlich nur die Burrox angehörige Idee der Einheit der 
Weltmaterie gemeinsam hätten, geht dann genauer auf Lockvers Kos- 
mogonie ein und auf die Modifikationen, die @. H. Darwın an dieser :! 
Theorie anbrachte, um sie mit der Lapraceschen in Einklang zu bringen. 
Für letztere tritt er selbst lebhaft ein, nicht ohne auf die Möglichkeit 
ihrer Ersetzung durch eine andere, bessere hinzuweisen, aber erst, wenn 
die Grenzen unseres Erkennens noch wesentlich weiter hinaus gerückt 
würden. è 

Eine Reihe von Nekrologen in Berrezxerms Biographischem Jahr- 
buch auf in der Neuzeit verstorbene Mathematiker und Physiker, wie 
Franz Neumann und Caristıan Wiener [26], dessen wenig bekanntes, 
philosophisches Werk Die Grundzüge der Weltordnung (1863) besonders 
hervorgehoben wird, auf seinen Kollegen L. Souncke, auf K. WEIERSTRAsS 
und L. v. Seıpen [32], dann noch auf S. Lire [36] schließen sich hier an. 
Überall nimmt der Verfasser Veranlassung, die Eigenschaften vor allem 
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herauszuheben, die ihn selbst am meisten zierten, die Zurückhaltung und 
Neidlosigkeit des Forschers und die Fähigkeit, Schüler zu fesseln. „Alle 
Schüler hingen mit unbegrenzter Liebe und Verehrung an dem Meister“, 
sagt er bei Weisrstrass gleichsam von sich selbst. Nur bei S. Lie fehlt 
ein solcher Hinweis. Aus freundschaftlicher Zuneigung entstand der Nach- 
ruf für den Kollegen L. Mucsentuarer [25], einem Festvortrag zum 
30. Stiftungsfest des Akademisch-mathematischen Vereins München, am 
28. Juni 1907, dankt die Skizze über Eurer [45], A. v. Braunmünts letzte 
Veröffentlichung, ihre Entstehung. Auch hieraus möchten wir die Be- 
merkung anführen, daß Eurer stets lehren und als Lehrer verstanden sein 
wollte und ihm alles Überraschen- und Verblüffenwollen ferngelegen sei. 

Wenn wir nun zu den eigentlich historischen Arbeiten über- 
gehen, so ist als erste die ausgezeichnete Studie über organische Kurven- 
erzeugung [13] zu erwähnen, der eine Notiz über die ersten Kegelschnitt- 
zirkel [16] vorausgegangen war. Direkt veranlaßt jedenfalls durch die 
Ausstellung von Modellen und Instrumenten, die die Deutsche Mathe- 
matikervereinigung gelegentlich ihrer Jahresversammlung 1892 in München 
veranstaltete, steht die Abhandlung auch mit der Scheinerbiographie in Zu- 
sammenhang durch einen von diesem Gelehrten zum Zeichnen der Schatten- 
kurven konstruierten Kegelschnittzirkel, dessen Grundidee allerdings schon 
von dem Venetianer F. Barozzr (1566) und den Arabern benutzt worden 
war. Der Bericht v. Braunmünrs ist natürlich mehr mathematisch als 
technisch, er bespricht auch die Einteilung der Kurven bei den Alten in 
ebene, körperliche und lineare Örter, die Kritik dieser Einteilung durch 
Descartes und den Einfluß der Entdeckung der analytischen Geometrie, 
sowie der Infinitesimalrechnung auf die Konstruktion alter und neuer 
Kurven. Die doppelte Erzeugung der zykloidalen Kurven (pe LAnırz 1699), 
Evoluten und Evolventen, Traktorien, Tscarenaaus Fokalkurven, die Kar- 
dioide, die logarithmische Linie und viele andere spezielle Kurven treten auf. 
Der Aufsatz schließt mit der Besprechung von Newroxs Enumeratio (1704), 
mit Macraurıns und BRAIKENRIDGES Erzeugungsweisen, mit der sauberen 
Trennung von Geometrie und Mechanik durch v’ArzmBert und Eurer. 

Um diese Zeit, oder wenig später, muß v. Braunmünz den Plan gefaßt 
haben, eine Geschichte der Trigonometrie zu schreiben. Der erste öffent- 
liche Hinweis auf das zu erwartende Werk findet sich in der Mitteilung [22] 
im Jahre 1895. Es erschien eine Reihe von Einzeluätersuchungen, in 
deren Mitte die zwei großen Aufsätze [27, 28] der Leopoldinisch-Karo- 
linischen Abhandlungen von 1897 stehen. Sie werden flankiert von 
kleineren Notizen über die prosthaphäretische Methode [23, 33] und das 
sphärische Polardreieck [30], die sich alle noch auf die Zeit vor Erfindung 


der Logarithmen beziehen. Das war auch die Grenze, die sich der Ver- 
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fasser in dem 1900 erschienenen ersten Band seines Werkes [34] steckte. 
In den Beiträgen zur Geschichte der Trigonometrie [27] wandte v. Braun- 
müaz hauptsächlich der von den Historikern vorher ziemlich vernach- 
lässigten graphischen Methode sein Augenmerk zu die in dem Analemma 
des Proremius wurzelte und deren Kern darin bestand, daß man die 
Himmelskugel auf drei zueinander senkrechte Ebenen: die Meridianebene, 
die Horizontebere und die Ebene des ersten Vertikals orthogonal proji- 
zierte. Die Verwendung und Umformung dieser Methode bei den Griechen, 
Indern und Arabern wird ausführlich dargelegt. Von großer Wichtigkeit 
ist der daraus hervorgehende Nachweis, daß entgegen der Meinung von 
Deramusre, Hanker und Canror die Araber kein Rechenverfahren zur Um- 
formung trigonometrischer Ausdrücke hatten, sondern daß sie alles mittels 
der geschilderten Projektionsmethode ableiteten, die überall den zweiten 
Hauptsatz der sphärischen Trigonometrie ersetzte. So kam es auch, daß 
dieser Satz, der in dunkler Form schon bei Ar BarrÂni vorkommt, erst 
von Reciomonran, der eine mittelalterliche lateinische Übersetzung von 
Az Barränis Werk über die Bewegung der Sterne mit einem Kommentar 
versah (1537 nach dem Tode Resıomontans erschienen) als ein für jedes 
Dreieck gültiger Satz herausgeschält wurde. Diese Tatsache war bis 
dahin nicht genügend gewürdigt worden. 

Resıomontan war überhaupt der erste, der erkannte, daß sich alle 
trigonometrischen Probleme auf ebene oder sphärische Dreiecksaufgaben 
zurückführen lassen. Das wird in dem zweiten der größeren Aufsätze [28] 
näher ausgeführt, der einen Vergleich zwischen diesem großen Reorgani- 
sator des Westens gibt mit dem ebenso großen, um etwa 200 Jahre 
früheren, des Ostens: Nasir Eppix Tüsı. Die beiden Werke De triangulis 
omnimodis libri quinque und das Schakl al Kattü werden einander gegen- 
übergestellt und nach Inhalt und Methode gegeneinander abgewogen, 


nachdem die Unabhängigkeit des Deutschen von dem Araber sicher gestellt „, 


wurde. Das letztere Werk wird als das erste, von Astronomie freie, rein 
systematische Lehrbuch der Trigonometrie Lingestellt, in Erfindung und 
Darstellung den „fünf Büchern“ Rzcromontans vielfach überlegen, die hin- 
gegen, Lehr- und Übungsbuch zu gleicher Zeit, von einer weit größeren 
Wirksamkeit sein konnten, da ihr Verfasser an die praktischen Aufgaben 
wirklich herantrat. Nasir Eopin charakterisiere so den Abschluß einer 
bereits fertigen Entwicklungsstufe, Recromontax aber bedeute den Beginn 
einer neuen Periode. | 

In dem kleineren Aufsatze [23] wird zuerst gezeigt, daß die prostha- 
phäretische Methode den Arabern durchaus bekannt gewesen sei, daß sie 
dieselbe aber eben nicht formelmäßig verwendeten (eine Andeutung erst bei 
IBx Jüxos (f 1008)), sondern aus ihrer dem Analemma entnommenen 
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Projektionsfigur entnahmen. Im Abendlande sei aber Jonannes WERNER 
(4 1528) aus Nürnberg der erste gewesen, der die prosthaphäretischen 
Formeln zuerst aufgestellt habe. Hierfür wird das Zeugnis des Heidel- 
berger Professors J. Carisrmaxx angeführt, da Werxers 5 Dreiecksbücher 
damals noch verschollen waren.!) Im zweiten Aufsatze über diese Methode 
[33] wird ihre Wiederentdeckung und Verwendung durch Tvcno Branz und 
Pauz Wirrion (um 1580) geschildert, die Beweise Bürcıs und die durch 
diesen und Merc#ior Jogsrez an der Methode angebrachten Verbesserungen 
besprochen. Wie schwer sich die Astronomen auch nach Erfindung der 
Logarithmen von der liebgewordenen Methode trennten, wird gezeigt, 
indem der Verfasser nachweist, daß sie 1634 und 1636 noch benutzt und 
ausführlich gelehrt wurde. Bezüglich des sphärischen Polardreiecks wies 
v. Braunmün durch eine eingehende Analyse der hierauf bezüglichen Aus- 
führungen bei Vırra nach, daß dieser zweifellos schon 1593 den Zu- 
sammenhang zwischen sphärischem Dreieck und Supplementardreieck klar 
durchschaute, und daß nur seine Neigung, neue Entdeckungen in mög- 
lichst rätselhafte Form zu kleiden, diese Tatsache verdunkelt habe. 

Dies sind auch die wesentlichsten Punkte, in denen die Darstellung 
der Geschichte der Trigonometrie im I. Bande der v. Braunmüntschen Vor- 
lesungen |34] von der bis dahin üblichen Auffassung abwich, wie der Ver- 
fasser selbst im Vorwort andeutete. Durch genaue Quellenvergleichung 
wurden natürlich auch viele kleinere Einzelheiten sichergestellt oder 
berichtigt, worauf wir hier nicht eingehen können. 

Schon 3 Jahre nach dem Erscheinen des ersten Bandes kam der 
zweite heraus [40], so daß nur wenig Vorarbeiten inzwischen veröffent- 
licht werden konnten. Von großem Interesse bleibt aber auch neben 
dem fertigen Buche die Abhandlung über die Entwicklung der Zeichen- 
und Formelsprache in der Trigonometrie [35], in der von den ersten 
Abkürzungen an (nämlich sin 1” arcus für sin und sin 2” arcus für cos), 
die der Verfasser in der von Maurorico 1558 herausgegebenen Sphärik 
des Meneraos fand, bis zu der einheitlichen Bezeichnungsweise Eurgrs all 
die vielen Stufen beschrieben sind, die durchlaufen werden mußten, oder 
wenigstens durchlaufen wurden, bevor die Terminologie eine feste wurde. 
Einschlägig sind außerdem noch zwei Arbeiten. In der einen [38] weist 
v. Braunmüns nach, daß oe Moıvre seinen Satz nicht erst 1730 in den 
Miscellanea analytica, sondern, wenn auch noch etwas dunkler, schon 1707 
und 1722 in den Philosophical transactions angegeben, ıhn aber in 
der allgemeinsten Weise, der nur die durch Eurer üblich gewordene 


1) Die Handschrift der Wernerschen Arbeit wurde von A. A. Bsörnso 1902 
wiedergefunden und 1907 zum Abdruck gebracht. 
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Form noch fehlte, erst in den Philosophical transactions für 1738 
begründet habe. Die andere Arbeit macht zunächst verschiedene Werke 
namhaft, in denen die sogenannten Morrweıpeschen Gleichungen lange vor 
Morrweıpe (1808) auch der Form nach genau enthalten sind, und der 
Verfasser findet als ersten Autor F. W. Oprer (1746) für beide, während 
die eine schon bei Newron (1707) vorkommt. OPrpzı hat auch, wie im 
zweiten Teile derselben Arbeit gezeigt wird, als erster die Hauptsätze der 
sphärischen Trigonometrie aus dem umgelegten Netz des Dreikants abge- 
leitet, nachdem für den Kosinussatz dasselbe schon von J. Caswezz (um 
1690) geleistet worden war. OpPPez habe auch hervorgehoben, daß aus 
Sinus- und Kosinussatz alle übrigen Formeln hervorgingen, und gezeigt, 
wie man zu jeder von ihnen mittels des Supplementardreikants die rezi- 
proke finden könne. A. v. Braunmüaz hat aber in dem zweiten Bande 
der Vorlesungen nicht, wie fast alle Historiker, an der Schwelle des 
19. Jahrhunderts haltgemacht, sondern ist mutig darübergeschritten und 
hat die Geschichte der Trigonometrie bis zum Abschluß des Manuskriptes 
hin weitergeführt. Freilich klagt er im Vorwort, daß dies nur habe ge- 
schehen können unter beständigem Kampf mit der Fülle des ins Enorme 
gewachsenen Stoffes, da die Trigonometrie im Laufe der Zeit mit einer 
ganzen Reihe anderer mathematischer Wissensgebiete in engste Fühlung 
getreten sei. Und er sagt, es sei dies überhaupt nur möglich gewesen, 
indem er nach subjektivem Empfinden eine gewisse Grenze gezogen habe. 
Wiederum zeigt sich so bei diesem Bande, der doppelt so umfangreich 
leichter zu schreiben gewesen wäre, die große Kunst des Meisters in der 
Beschränkung. 

Um bei der Trigonometrie zu bleiben, sei gleich hinzugefügt, dab, 
als M. Cantor sich anschickte, seinen dreibändigen Vorlesungen einen 
vierten (Sammel-)Band, der von 1759 bis 1799 reichen sollte, nachfolgen 
zu lassen, natürlich A. v. Braunmüaz den Abschnitt: Trigonometrie, Poly- ., 
gonometrie und Tafeln [44] übernahm. | Dieser Abschnitt enthält ja be- 
oreiflicherweise, da er sichtlich schon 1904 verfaßt wurde, nichts wesent- 
lich Neues; doch wurden z. B. die Gesamtleistungen J. H. LamBerrs und 
die Beziehungen zwischen Kreis- und Hyperbelfunktionen in gerundeterer 
Form dargestellt und auch manche Einzelheiten verbessert. 

Außer diesen trigonometrischen Arbeiten hat v. BrauNMüEzL noch 
drei andere mathematisch-historischen Inhalts veröffentlicht. Die eine 
bezieht sich auf die Geschichte der Interpolationsformeln [37]. Zwar 
hatte hier schon G. Exesrrôm die Haupttatsachen bis 1715 klargelegt.!) 





1) Differenskalkylens historia I. Upsala univ. ärsskr. 1879. Vgl. auch die 
Notes historiques sur la formule generale d’interpolation de NEWTON von P. Mansıon 
und G. Eneström; Bibl. math. 1886, Sp. 141—144. 
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Diese Abhandlung war aber wenig gelesen worden, so daß v. BraunmünL 
auf Grund eigener Forschungen die Exesrrömschen Resultate bestätigte 
und erweitert darlegte. Es handelte sich vor allem um den Nachweis, 
daß weder SriruinG noch Cores eigene Interpolationsformeln jemals auf- 
stellten, sondern daß beide nur solche Formeln mitteilten und bewiesen, 
die schon Newton angehören. Und zwar hat Nrwronx allein deren sechs 
gegeben, zwei, die gewöhnlich nach ihm benannt werden, in den Principia 
(1687), vier andere in der Methodus differentialis (1711). Unter den 
letzteren befinden sich die zwei für die sog. Interpolation aus der Mitte, 
die schon E. Warına (1779) fälschlich Srırııma zuschrieb. Alle ge- 
nannten Autoren neben anderen befaßten sich aber nur mit dem Beweise 
der ersten zwei Newroxschen Formeln. Erst Terors. Warz gab, wie 
v. Braunmünt weiter ausführt, 1745 und 1746 Beweise für die vier ersten 
Newronschen Formeln und 1758 ganz ähnlich OH. Warmescey. Zum 
Schlusse weist der Verfasser auf die „interessante Tatsache‘ hin, daß die 
sog. Lagrangzsche Interpolationsformel bereits 1779 von E. Warme ge- 
geben worden sei, sogar mit Herleitung, die bei Lacrance fehlt. 


Eine zweite Abhandlung [41] beschäftigte sich mit der Behandlung 
der sog. trinomischen Integrale 


(1) «fev: und le 
v2 


für n=0, 1, 2, 3 und Z=e+ fz" + 92?" durch Newrox (1671 und 
1704), der sich damit begnügte, gewisse Flächenstücke von Ellipsen oder 
Hyperbeln anzugeben, die durch sie ausgedrückt werden. Die Quadratur 
dieser Flächenstücke setzte er entweder als geometrisch bekannt voraus, 
oder er dachte sie sich durch die von ihm gelehrte Methode der Reihen- 
entwicklung geleistet. Rocer Cotes ging einen bedeutenden Schritt weiter, 
indem er solche Integrale auf logarithmische und Kreisfunktionen zurück- 
führte und sie so direkt der rechnerischen Behandlung mit logarithmisch- 
trigonometrischen Tafeln zugänglich machte (1714). Insbesondere fanden 
sich im Nachlaß von Cores weitere Materialien, auch für etwas allge- 
meinere Klassen von Integralen, die R. Smirk in der Harmonia mensu- 
rarum (1722) zu einer Sammlung von 94 Integraltafeln ausbaute, von 
denen 6 sich auf trinomische Integrale bezogen. Es ist bekannt, daß 
Corzs in der Harmonia mensurarum jene später nicht-euklidisch genannte 
Maßbestimmung einführte, und daß in derselben Schrift die fundamentale 
Beziehung 
(2) ei? = cosp + isinp 
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auftritt Der Verfasser gibt genauere Ausführungen über den Gedanken- 
gang Corzs’ und den Zusammenhang mit den in Rede stehenden Integralen. 

Mit der letzten hier zu besprechenden Abhandlung [42] trat 
v. Braunmüuz eigentlich zum erstenmal persönlich in die Öffentlichkeit, 
indem er auf dem III. Intern. Mathematiker-Kongreß über das erste Auf- 
treten einer Prarrschen Differentialgleichung 


(3) 2 dx — de + xdy = 0 


in Newrons Methodus fluxionum (verfaßt um 1670/71) und über das 
erste Vorkommen von partiellen Differentialgleichungen vortrug. Newron 
hatte den Charakter der Gleichung (3) ganz riehtig erkannt und angegeben, 
daß zwischen zweien der Variablen, etwa x und y, eine ganz beliebige 
Relation angenommen werden müsse. Nur war ihm, mangels einer 
Funktionsbezeichnung, die allgemeine Durchrechnung noch unmöglich und 
auch an eine geometrische Interpretation konnte er sich nicht wagen. 
Die erste partielle Dun stieß Eurer auf, da er (1740) 
die Differentialgleichung 
(4) de + Pdx =0 


durch einen Multiplikator R zu einer Totalen zu machen suchte Er 
erhielt in unserer Schreibweise die Gleichung 


OR POR ROP 
(8) De or ee à 


und löste sie gleich in der heute noch üblichen Weise. Auf diese Fest- 
stellung folgen noch weitere Bemerkungen über die systematische Be- 
handlung der partiellen Differentialgleichungen durch d’AremBert, Eurer 
und Larzacek 

Der Heidelberger Kongreß hatte auf v. BraunMüHL einen so guten 
Eindruck gemacht, daß er beschloß, dch den nächsten Internationalen 
Kongreß im Jahre 1908 in Rom zu besuchen. Aber als am 6. April 
dieses Jahres der Sindaco von Rom, Herr Ernst NaArxax, die Erschienenen 
im Konservatorenpalaste begrüßte, da lag v. Braunmüxz schon seit 
4 Wochen unter dem kühlen Rasen. Manche Pläne waren mit ihm ins 
Grab gesunken. So hatte er mit der Verlagsbuchhandlung Vieweg und 
Sohn in Braunschweig wegen einer Geschichte der Differentialgleichungen 
abgeschlossen. Aber eine bedeutende, wenn auch unvollendete Arbeit 
fand sich noch in seinem Nachlasse. Schon 1902 las man auf dem Vor- 
satzpapier der ersten Auflage des Bändchens Niedere Analysis, I. Teil, 
von H. Schuzerr, daß für die „Sammlung Sorugert“ auch eine Geschichte 
der Mathematik von A. v. BrausnmürrL und $S. Günter in Aussicht ge- 
nommen sei. Die beiden befreundeten Gelehrten hatten vereinbart, diese 
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Arbeit auf zwei Bände der Sammlung zu verteilen, so zwar, daß S. GUntHEr 
die ältere Geschichte bis zum Auftreten Descartes’ und des Infinitesimal- 
gedankens, A. v. Braunmünı aber die neuere Entwicklung, abschließend 
mit dem 18. Jahrhundert, in Angriff nehmen sollte. Erst im Jahre 1908 
erschien Güntuers Band, und ein eigentümlicher Zufall wollte es, daß sein 
Verfasser die Sendung vom Verleger gerade am Todestage des Freundes er- 
hielt. Die Durchsicht des Nachlasses ergab nun, daß der Verewigte schon 
größere Teile seiner Arbeit ausgearbeitet hatte, insbesondere die Kapitel 
Arithmetik, Algebra, Zahlentheorie, Infinitesimalrechnung und Differential- 
gleichungen. Ganz fehlten noch Geometrie und Trigonometrie, ferner Deter- 
minanten, Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Differenzen- 
rechnung, Interpolation und Variationsrechnung. Aber auch in dem Vor- 
handenen klafften noch Lücken. Z.B. fehlten die höheren Transzendenten 
und bestimmten Integrale und (außer in der Algebra) die Untersuchungen 
an komplexen Veränderlichen. Außerdem stak noch alles voll von 
Zetteln mit Verweisungen auf Literatur, Andeutungen zu weiteren Aus- 
führungen usw. So erhielt ich das hinterlassene Manuskript, um es zu 
ergänzen und für den Druck zu bearbeiten. Diese Bearbeitung [46] ist 
vor kurzem erschienen. 

Ich hatte nicht den Vorzug, v. Braunmünıs Schüler zu sein und habe 
eigentlich nicht in persönlicher Beziehung zu ihm gestanden.) Allein 
zufolge der letzten Arbeit wurde ich mittelbar durch den jetzt Ent- 
schlafenen in ein Gebiet eingeführt, dessen Wichtigkeit ich, besonders 
als Lehrer, nie verkannte, dessen Reize aber erst offenbar werden, wenn 
man sich näher mit ihm beschäftigt. In diesem Sinne darf ich v. Braun- 
MÜUHL meinen Lehrer nennen, und habe deshalb gerne durch einen Nachruf 
‚meinem Danke Ausdruck geben wollen. 


Verzeichnis der Veröffentlichungen A. v. Braunmühls. 


1. Die geodätischen Linien der KRotationsflächen konstanter mittlerer Krümmung; 
Math. Modelle, angefertigt im math. Institut der K. Techn. Hoch- 
schule in München, unter Leitung von Prof. Dr. Brır.. Abt. II, VIII (1877). 


2. Über geodätische Linien auf Rotationsflächen und ihre Einhüllenden. Inaug.- 
Diss. Univ. München. 52 8. 8°. | 


3. Über Enveloppen geodätischer Linien; Math. Ann. 14 (1879), S. 557—566. 


1) Alles, was über die persönlichen Mitteilungen hinausgeht, die in dem von 
H. Burkuaror, S. FınsterwALver und S. Günther verfaßten Nekrolog des Jahres- 
berichtes der K. Technischen Hochschule München 1907/8 enthalten sind, verdanke 
ich der Liebenswürdigkeit von Frau v. Brausmünr. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 
18. 
19. 
20. 


21. 


22. 


. Über die kürzesten Linien developpabler Flächen, Bl. Bayer. Gymn.-Schul- 


wesen 15 (1879), S. 402—405. 


. Über ein Problem des Minimums; Bl. Bayer. Gymn.-Schulwesen 16 (1880), 


S. 69—70. 


. Ein Verfahren zur Division ganzer Zahlen; Bl. Bayer. Gymn.-Schulwesen 16 


(1880), S. 272—274. 


. Über Enveloppen geodätischer Linien auf dem verlängerten und abgeplatteten 


Rotationsellipsoid; Math. Modelle, angefertigt im math. Institut der 
K. Techn. Hochschule in München unter Leitung von Prof. Dr. Bkırr. 
XVIII (1880). 


. Geodätische Linien und ihre Enveloppen auf dreiachsigen Flächen 2. Grades; 


Math. Ann. 20 (1882), S. 557—586, m. 1 TA. 


. Über die reduzierte Länge eines geodätischen Bogens und die Bildung jener Flächen, 


deren Normalen eine gegebene Fläche berühren; Abh. (math.-phys.) Ak. München 
14 (1883), 3. Abt., 8. 98 —110. 


Notiz über geodätische Linien auf den dreiachsigen Flächen 2. Grades, welche sich 
durch elliptische Funktionen darstellen lassen; Math. Ann. 26 (1886), S. 151— 153. 


Untersuchungen über p-reihige Charakteristiken, die aus Dritteln ganzer Zahlen 
gebildet sind und die Additionstheoreme der zugehörigen Thetafunktionen; Abh. 
(math. phys.) Ak. München 16 (1887), 2. Abt., S. 327—368. 


Note über p-reihige Charakteristiken, die aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind 
und das Additionstheorem der zugehörigen Thetafunktionen; Sitzungsber. phys- 
med. Soc. Erlangen 18 (1886), S. 37—44. 


Über die Görkısche Gruppe p-reihiger Thetacharakteristiken, die aus Dritteln ganzer 
Zahlen gebildet sind, und die Fundamentalrelationen der zugehörigen Thetafunktionen ; 
Math. Ann. 32 (1888), S. 513—544. 


Über Gruppen von p-reihigen Charakteristiken, die aus ntein ganzer Zahlen gebildet 
sind, und die Relationen zugehöriger Thetafunktionen nie Ordnung; Math. 
Ann. 37 (1890), 8. 61—99. 

Zur Geschichte der Entdeckung der Sonnenflecken; Beilage z. Allg. Zeitung, 
München 1890, Nr. 107. 

Über die ersten Kegelschnittzirkel; Zeitschr. Math. Phys. 35 (1890) hist.-lit. 
Abt., 8. 161—165. 

Christoph SCHEINER als Mathematiker, Physiker und Astronom; Bayer. Biblio- 
thek 24. Bamberg. Buchner, 1891. 94 S. 8° mit Porträt Scmeiners als Titelbild. 
Historische Studie über die organische Erzeugung ebener Curven von den ältesten 
Zeiten bis zum Ende des achtzehnten Jahrhunderts; Katalog math. u. math.- 
phys. Modelle etc., herausgeg. v. Warruer Dyck, München 1892, 8. 54—88. 
GALILEO GALILEI; Himmel und Erde 5 (1893), S. 493—504, 541—552. 
Geschichtliches über Sonnenflecken; Beilage z. Allg. Zeitg., München 1893, 
Nr. 66 — 67. | 

Über eine an der Bibliothek der Universität München vorhandene Sammlung von 
Originalbeobachtungen aus der Zeit der Entdeckung der Sonnenflecken; Jahrb. 
f. Münchener Geschichte, herausg. v. Trautmann 5 (1894), S. 53—60. 

Der Unterricht in der Geschichte der Mathematik an der K. Technischen Hoch- 
schule zu München; Bibl. math., Neue Folge 9 (1895), S. 89—90. 
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Beitrag zur Geschichte der prosthaphäretischen Methode in der Trigonometrie; Bibl]. 
math., Neue Folge 10 (1896), S. 105—108. 

NicozAuS CoPPERNICUS; Biogr. Blätter, herausgeg. v. A. Berrecnerm, Berlin, 
2 (1896), 8. 267—279. 

[Nekrolog auf] L. MUGGENTHALER; Jahresber. der K. Techn. Hochschule 
München, 1895/96. 

[Nekrologe auf] FRANZ NEUMANN und CHRISTIAN WIENER; Biogr. Jahrb. u. 
Deutsch. Nekrolog, herausg. v. A. Berrernem, Berlin, 1 (1897), S. 205—207, 
207—209. 

Beiträge zur Geschichte der Trigonometrie; Abh. Leop. Ak. 71 (1897), S. 1—30, 
mL Th; x 
Nassîr Eppin Tüsı und REGIOMONTAN; Abh. Leop. Ak. 71 (1897), S. 31—68, 
m. 2 TfIn. 

Mathematisch-historische Vorlesungen und Seminarübungen an der K. Techn. Hoch- 
schule zu München; Bibl. math., Neue Folge 11 (1897), S. 113—115. 


Zur Geschichte des sphärischen Polardreiecks; Bibl. math., Neue Folge 12 (1898), 
S. 65 — 72. 


Geschichtliche Darstellungen der hauptsächlichsten Theorien über die Entstehung 
des Sonnensystems; Himmel und Erde 10 (1898), S. 289—300, 357 —374. 


[Nekrologe auf] LEONHARD SOHNCKE, KARL WEIERSTRASS, LUDWIG V. SEIDEL; 
Biogr. Jahrb. u. Deutsch. Nekrolog, herausg. v. A Berrezuerm, Berlin, 2 (1898), 
S. 167—170, 170—173, Ergänzungen u. Nachträge S. 415—417. 


Beiträge zur Geschichte der prosthaphäretischen Methode in der Trigonometrie ; 
Abh. Gesch. math. Wiss. 9 (1899), S. 15—29. 

Vorlesungen über Geschichte der Trigonometrie. Erster Teil. Von den ältesten 
Zeiten bis zur Erfindung der Logarithmen. Leipzig, B. G. Teubner 1900. 
260 8. 8°. | 

Die Entwicklung der Zeichen- und Formelsprache in der Trigonometrie; Bibl. 
math. (3) 1 (1900), 8. 64—74. 

[Nekrolog auf] Sorzus Lie; Biogr. Jahrb. u. Deutsch. Nekrolog, herausg. 
v. A. Berteiaem, Berlin, 4,(1900), S. 324—325. 

Historische Untersuchung der ersten Arbeiten über Interpolation; Bibl. math. (3) 
2 (1901), S. 86-96. 

Zur Geschichte der Entstehung des sogenannten Morvreschen Satzes; Bibl. math. (3) 
2 (1901), 8. 97—102. 

Zur Geschichte der Trigonometrie im 18. Jahrhundert. a) Die sogenannten MoLLwEıDE- 
schen Gleichungen. b) Graphische Ableitung der Hauptsätze der sphärischen 
Trigonometrie; Bibl. math. (3) 2 (1901), S. 103—110. 

Vorlesungen über Geschichte der Trigonometrie. Zweiter Teil. Von der Erfindung 
der Logarithmen bis auf die Gegenwart. Leipzig, B.G. Teubner 1903. 264 S. 8°. 


Beiträge zur Geschichte der Integralrechnung bei NEWION und CorzEs. Bibl. 
math. (3) 5 (1904), S. 355—365; Atti congr. int. sc. storiche 12 (1904), 
S. 271— 284. 


Zur Geschichte der Differentialgleichungen ; Verh. III. Int. Math.-Kongr. Heidel- 
berg 1904. Leipzig 1906, S. 551—555. 
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43. 


44. 


45. 
46. 


Le séminaire d'histoire des mathématiques à lecole polytechnique de Munich; 
L’enseign. math. 7 (1905), S. 65—66. 


Trigonometrie, Polygonometrie und Tafeln [von 1759 bis 1799]. XXIIL Abschnitt 
der „Vorlesungen über Geschichte der Mathematik“, herausg. v. Morrrz Caxror, 
IV. Bd., S. 403—450. Leipzig, B. G. Teubner 1908. 


LEONHARD EULER; Mitteil. z. Gesch. Med. u. Naturw. 7 (1908), S. 1—14. 


[Geschichte der Mathematik. II. Teil. Von Carresius bis zur Wende des 
18. Jabrhunderts. Von Dr. Hemrıcn Wrererrner I. Hälfte: Arithmetik, Algebra, 
Analysis. Bearbeitet unter Benutzung des Nachlasses von Dr. Anton von Braux- 
müaL. Leipzig, G. J. Göschen 1911. 251 8. 8°] 


Dazu viele Besprechungen in den Bl. Bayer. Gymn.-Schulwesen von 32 


(1896) an bis 43 (1907). 
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Kleine Mitteilungen. 


Kleine Bemerkungen zur letzten Auflage!) von Cantors 
„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik “. 


Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen“. 
BM = Bibliotheca Mathematica. 


1°:12, 15, 22, siehe BM S,, 1907/8, S. 61. 


1°: 30. Herr Cantor behandelt die Frage, ob die Babylonier eine Null 
besaßen und bemerkt dabei: „eine Null, das ist ja ein Symbol fehlender Ein- 
heiten“. Allerdings kann man Null auf diese Weise definieren, aber dann sollte 
man entweder überall dieselbe Definition benutzen oder wenigstens an den 
Stellen, wo man dem Worte Null eine andere Bedeutung gibt, diesen Umstand 
deutlich angeben. Aber Seite 128 behauptet Herr CAntor ausdrücklich, daß 
in den astronomischen Werken des ProLemäÄus nicht von einer Null die Rede 
ist, obgleich bei ProLemÄus bekanntlich gerade O als Symbol fehlender Ein- 
heiten vorkommt (siehe z. B. Syntaxis mathematica, ed. J. L. HeIBerG À, 
Leipzig 1903, S. 216—219 und die Tafel S. 220—249) Wie leicht eine 
solche Inkonsequenz irreleiten kann, geht aus der folgenden Bemerkung des 
Herrn G. A. Mirrer (Science 29,, 1909, 8. 392) hervor: „...as regards the 
question of the origin of zero and the positional arithmetic ... it was gene- 
rally believed that these discoveries were due to Hindus, while the most recent 
work of Cantor makes a Babylonian origin appear much more plausible“. 
Aber aus der Cantorschen Darstellung kann man nicht folgern, daß bei den 
Babyloniern eine Positionsarithmetik vorkam, es sei denn daß man auch den 


Griechen die Kenntnis einer solchen Arithmetik zuerkennt. na 


1°:33, siehe BM 8,, 1907/8, S. 307. — 1°:51, 58, 66, 71, 106, 146, 152, 
153, 155, 157, 158, 159, 160, 162, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 61— 64. — 1°:163—165, 
siehe BM 8,, 1907/8, S. 64, 173-174, — 1°: 166, 168, 176, 180, 181, 182, 183, 
siehe BM s,, 1907/8, 8. 64— 65. — 1°: 195, 201, "siehe BM 9,, 1908/9, 8. 237. — 
1°:202, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 307— 309. — 1°:203, siche EM 8, 19078, 8. 65, 
309. — 1°:206, siehe BM 9,, 1908/9, S. 237— 238. 1°:213, 225, 236, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8.65. — 1’: 244, siehe BM 10,, 1909/10, S. 341. — 1°:245, siehe 
BM 8, 1907/8, S. 65. — 1°?:252, siehe BM 10,, 1909/10, S. 164. — 1?:257, siehe 
BM 9,. 1908/9, 8.139. — 1°: 270, 287, 297, siehe BM 8,, 1907/8, S. 66. — 1°: 298, 
siehe BM S,, 1907/8, 8. 66; 10,, 1909/10, S. 53—54. — 1°:310, siehe BM 8,’ 
ge Be — 1: : 335, 339 — ‘340, 344, 348, siehe BM 8,, 1907/8, S. 174—176. 


1) Dritte Auflage des 1. Bandes, zweite Auflage der 2. und 3. Bände. 
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— 1°:351, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 66. — 1°:365, 368, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 177. 
— 1°:372, siehe BM ®,, 1907/8, S. 411—412; 9,, 1908/9, 8. 238. — 1° : 374, 376, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. 412 — 413. — 1° : 380, siehe BM 8,, 1907/8, S. 66— 67. — 
1::383— 384, siehe BM 10,, 1909/10, S. 164— 165. — 1°:388, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 177. — 1°:394, siehe BM 10,, 1909/10, S. 165. — 1?:401—402, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 239. — 1°:406, 409, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 177—178. — 1°:409, siehe 
BM 9,, 1908/9, 8. 239. — 1°:410, siehe BM 8,, 1907/8, S. 178. — 1°:429, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8. 67. — 1°:431, siehe BM 8,, 1907/8, S. 67; 9,, 1908/9, 8. 139 
—140. — 1°:432, siehe BM 8,, 1907/8, S. 67, 178—179. — 4°:433, siehe BM 8,, 
1907/8, 8. 179. — 1?:447, 448, siehe BM 9,, 1908/9, S. 239— 240. — 1°:452, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8.179. — 1°:459, siehe BM 8,. 1907/8, S. 309—310. — 13:464, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. 179. — 1°:470, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 311. — 1°:471, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8.413. — 1°:476, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 711—72. — 1°:488, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. 67. — 1°:498, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 180. — 1°: 500, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. 67; ®,, 1908/9, S.321—322. — 1°:502, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 67. — 1°:503— 504, siehe BM 8,, 1907/8, S. 180—181; 9,, 1908/9, S. 240— 241. 
— 1°:509, 510, siehe BM 8,, 1907/8, S. 67. — 1°:512, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 140 
—141. — 1°:513, 515, 528, 545, siehe BM 8,, 1907/8, S. 68—69. — 1°:551, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 141—142. — 1°:556, siehe BM 10,, 1909/10, S. 54 — 1°: 563— 
564, siehe BM 8,, 1907/8, 8.69. — 1°: 567, siehe BM 9,, 1908/9, S. 241. — 1°: 576, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. 69—70, 181; ®,, 1908/9, S. 142. — 1°:580, 583, 590—591, 
660, 664, 703, 704, siehe BM 8,, 1907/8, S. 70. — 1°: 706, siehe BM 8,, 1907/8, S. 70, 
181. — 1°:710, siehe BM 9,, 1908/9, S. 241. — 1°: 713, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 70. 








1°: 713. Die gewöhnliche, auch von Herrn Cantor wiederholte Angabe, 
daß ATELHARD von Bath Mönch war, scheint auf einer Verwechslung mit einem 
später lebenden Mönch desselben Namens zu beruhen. CH. H. Haskıns (siehe 
seinen Artikel ApzzarD of Bath; The english historical review 1911, 
S. 497) hat weder in den Schriften ArELHARDs noch in den Schriften dessen 
Zeitgenossen einen Beleg für die Angabe auffinden können. Z. 5 wäre es also 
angebracht, „einem englischen Gelehrten“ statt „einem englischen Mönche“ zu 


setzen. G. ENESTRÖöM. 


1°:715, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 241. — 1°?:715—716, siehe BM 8,, 1907/8, 
8. 70—71, 181. — 1°:717, siehe BM 8,, 1907/8, S. 71, 182—183. — 1°: 718, siehe 
BM 8,, 1907/8, S. 71; 9,, 1908/9, 8. 242. — 1°?:719, siehe BM 8,, 1907/8, S. 183 
—184. — 1°:720, siehe BM 8,, 1907/8, S. 71. — 1°:730, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 71, 184—185. — 1°:734, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 71. — 1°: 736, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 242. — 1?:736—737, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 71—72, 185. — 1°: 738, 
siehe BM 8,, 1907/8, 8. 72. — 1°:742, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 242. — 1°:743, 
748, 750, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 72. — 1°:763, siehe BM 9,, 1908/9, S. 242. — 
1°:764, siehe BM 8,, 1907/8, S. 185. — 1°:766, siehe BM 9,, 1908/9, S. 143. — 
1°:770, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 185. — 1°:771, siehe BM 9,, 1908/9, S. 143. — 
1°: 779, siehe BM 9,, 1908/9, S. 243. — 1°:780, 781, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 72. 
— 1°:792, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 143—144. — 1°: 794, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 72. 
— 1°:79, siehe BM 9,, 1908/9, S. 243. — 1?:798, siehe BM 9,, 1908/9, S. 144. 


1°: 798. In betreff des Liber embadorum zitiert Herr CAntor die Worte: 
„translatus anno Arabum DX mense saphar“ und bemerkt, daß dadurch die 
Datierung der Übersetzung auf Juni 1116 gesichert erscheint. Aber der voll- 
ständige Text der letzten Zeilen lautet: 


Finit liber embadorum a Savasorpa Judaeo in ebraico compositus 
et a PLATONE TIBURTINO in latinum sermonem translatus anno Arabum 
DX mense saphar, die XV eiusdem mensis, hora tertia, Sole in XX gradu 
et XV minuto Leonis, Luna in XIIl.gradu et XX minuto Piscium, Saturno 
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in VIII gradu et LVII minuto Tauri, Iove in Arietis XXVI gradu et 
LII minuto, Marte in Libra XXVII XV, Venere in Libra II. XXVIIII, 
Mercurio in Leone XIIII. XLV, Capite in Cancro O.I, Cauda in Capri- 
corno ©. I. 
Auf Grund dieser astronomischen Angaben hat Cuarres H. Haskıns (The trans- 
lations of Huco SANCTELLIENSIS; The romanic review [Cambridge, Mass.] 
2, 1911, S. 2 des Sonderabdrucks) ‘berechnet, daß das wirkliche Datum 
13 August 1145 ist, so daß die richtige Jahreszahl DXL ist; DX muß also 
auf einem Schreibfehler eines Abschreibers beruhen. Ich habe nicht die Be- 
rechnung genauer kontrolliert, aber aus den Tafeln, die ich besitze, kann ich 
wenigstens schließen, daß Jupiter im August 1145 im Zeichen des Widders, im 
Juni 1116 dagegen nicht im Zeichen des Widders, sondern im Zeichen der 
Wage oder des Skorpions gewesen sein muß. 

Bekanntlich ist die Datierung auf Juni 1116 den Kennern der jüdischen 
Literaturgeschichte auffällig erschienen. Beispielsweise bemerkt M. STEINSCHNEIDER 
(siehe Biblioth. Mathem. 1896, S. 37), daß die Datierung „einige Schwierig- 
keit bietet“. Durch die Bemerkung von Haskıns ist diese Schwierigkeit jetzt 


erledigt. G. ENESTRÖM. 


1°: 800, siehe BM 8,, 1907/8, S. 73; 9,, 1908/9, S. 144—145. — 1°: 801, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8. 185—186; 9,, 1908/9, 8. 145. — 1°:802, siehe BM 8,, 1907/8, 
S. 73, 186 —187, 414—415. — 1°:805—806, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 73. — 1° : 809 
—810, siehe BM 9,, 1908/9, S. 243. — 1° : 815, siehe BM 8,, 1907/8, S. 73. — 1°: 838, 
siehe BM 8,, 1907/8, S. 415. — 1°:842, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 243. — 1°:854, 
siehe BM 10,, 1909/10, S 55. — 1°:855, siehe BM 8,, 1907/8, S. 73. 


1°:855. Wie (Z. 31—34) „die Tatsache, daß jenes Werk [die Arith- 
metik des Bogrius| damals [d. h. am Ende des 10. Jahrhunderts] am Kaiser- 
hofe [Orros IIl.] vorhanden war, durch das Auffinden einer etwa gleichaltrigen 
Handschrift zur Gewißheit geworden“ ist, verstehe ich nicht. Die fragliche 
Handschrift wurde auf Veranlassung des Bischofs BERNWARD verfertigt, und 
dieser starb erst 1022, während Orro III. schon 1002 gestorben ist; ob die 
Handschrift aus dem Ende des 10. oder aus dem Anfange des 11. Jahrhunderts 
stammt, ist durchaus unbekannt. G. ENESTRÔM. 


- 


1°: 856. In betreff der Worte (Z. 3—-4): „durch diesen [BErRNwArD]| ver- 
besserte, wenn nicht gar durchweg mit einer älteren Handschrift verglichene‘“ ist 
folgendes zu bemerken. H. DüKer, dessen Abhandlung Der liber mathematicalis 
des heiligen BErNwarp im Domschatze zu Hildesheim (Hildesheim 1875) die 
Quelle des Herrn CanTor ist, kam (S. 4) nach einer sehr eingehenden Untersuchung 
zu dem folgenden Ergebnis: „ob sie [nämlich die Revision der Handschrift] Bern- 
WARD selbst vorgenommen hat, läßt sich nicht sagen ..'. wären dieselben 
[d. h. die Versen, die in einem Evangeliencodex stehen und möglicherweise von 
BERNWARD herrühren] wirklich die authentische Handschrift BERNWARDS, so 
würden wir auch in diesen Correcturen seine Hand wiederfinden“. Die Be- 
hauptung, daß BEernwArD selbst die Handschrift verbessert hat, ist mithin 
ebenso unsicher wie die Vermutung, daß er die Abschrift mit einer älteren 
Handschrift verglichen hat. G. EnEstRön. 
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1° : 857, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 73; 9,, 1908/9, 8. 243— 244. — 1°:859, 862, 
863, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 73—74. — 1°:867, siehe BM 8,, 1907/8, S. 74, 187. 
— 13:869, 875876, 877, 878, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 74—76. — 1°:881, siehe 
BM $8,, 1907/8, 8. 415—416. — 1°:882, 889, 898, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 77—78. 
— 1°:900, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 78, 187—188. — 1°:901, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 145-146: 10,, 1909/10, S. 261. — 1°:902, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 73—79. — 
1°:906, siehe BM 8,, 1907/8, S. 79, 188—189; 9,, 1908/9, 3. 244. 





1°: 906. Die Frage, ob ATELHARD, wie Herr Cantor angibt, wirklich 

Spanien besucht hat, kann nach Cr. H. Haskıns (Apzrarp of Bath; The 

english historical review 1911, 8. 497) bis auf weiteres nicht entschieden 

werden; in seinen eigenen Schriften sagt ATELHARD nichts hierüber, wohl aber 

erwähnt er, daß er während seiner Reisen Tarsus und Antiochia besucht habe. 
:G. ENESTRöM. 





1°:908, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 79; 9,, 1908/9, 8. 146—147. — 15: 909, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8.79. — 1°:910, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 79, 416. 


1°: 910. Ein weiterer Beleg für die Unrichtigkeit (vgl. BM 8,, 1907/8, 
S. 416) der Öantorschen Behauptung, daß es für den Algorithmiker in lateinischer 
Sprache keine anderen Wörter für Einer und Zehner als „digitus“ und „articulus“ 
gab, befindet sich in einem kürzlich von L. C. Karpınskı veröffentlichten Ar- 
tikel (siehe BM 11,, 1910/11, 8.131). KaArrınskı bringt zum Abdruck einige 
Auszüge aus der ältesten, schon 1144 von RoBERT von Chester verfertigten 
lateinischen Übersetzung der Algebra ALKHwWARISMIS, darunter auch die Stelle, 
die in der von Lisrı herausgegebenen Übersetzung „artieuli [multiplicatio] in 
articulum et unitatum in unitates, et unitatum in articulum, et articuli in 
unitates“ lautet. Die Stelle übersetzt RoBERT auf folgende Weise: „nodos in 
nodis multiplica et unitates in nodis et iterum unitates in nodis et unitates in 
unitatibus“. Hier ist „nodi“ eine wörtliche Übersetzung des Termes „ugüd“ 
des Originals, und wenn zu RoBERTS Zeit das synonyme Wort „articulus“ all- 
gemein als arithmetisches Kunstwort benutzt worden wäre, hätte ROBERT sicher- 
lich dieses Wort statt „nodi“ gewählt, obgleich es sich hier um eine etwas 
allgemeinere Bedeutung des Wortes „“ugqüd“ handelt (vgl. BM 8,, 1907/8, S. 151 
Fußnote 4). Von Interesse ist auch zu sehen, daß RoBerr „unitates“ und nicht 
„digiti“ schreibt. 

In betreff des Wortes „articuli“ bin ich noch unsicher, ob es ursprünglich 
bei den Algorithmikern Zehner bedeutete, und es ist meines Erachtens wahr- 
scheinlich, daß das Wort erst für Zahlen von der Form 4-10” (a < 10) be- 
nutzt wurde. In der soeben zitierten Fußnote habe ich eine Stelle bei LıBrı 
als verstümmelt bezeichnet, und diese Stelle lautet in einer anderen Handschrift 
(Conv. soppr. I. 5. 18, früher Cod. $. Marco Flor. 216, Bl. 80a): „reiterantur 
mille apud unumquemque articulum usque ad infinitam numerorum comprehen- 
sionem“, und dieser Text gibt einen guten Sinn, wenn „articulus“ eine Zahl 
von der Form «-10* (a < 10) bedeutet, während der Ausdruck „ad infinitam 
numerorum comprehensionem“ schwieriger zu deuten sein dürfte, wenn „arti- 
culus“ Zehner bedeutet. À G. ENESTRöM. 


1°:911, siehe BM 8,, 1907/8, S. 79 — 80. 
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2:5, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 286; 8,, 1907/8, 8.80. — 2:7, siehe BM 2,, 
1901, 8. 351. — 2 : 8, siehe BM 1,, 1900, S. 501; 6,, 1905, 8. 309. — 2 : 9, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 147. — 2:10, siehe BM 1,, 1900, S. 502;,9,, 1908/9, 8. 147—148. 
— 2:11, siehe BM 8,, 1907/8, S. 189. — #:14—15, siehe BM 2,, 1901, 8.144; 
5,, 1904, S. 200; 6,, 1905, S. 208—209. — 2:17, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 189. — 
2:20, siehe BM L,, 1900, S. 502; 3,, 1902, S. 239. — 2:25, siehe BM 1,, 1900, 
S. 274; 9,, 1908/9, 8.148. — 2 : 26, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 244— 245. — 2:30, 


siehe BM 6,, 1905, S. 105; 10,, 1909/10, S. 166—167. — 2:31, siehe BM 2,, 
1901, S. 351— 352; 3,, 1902, 8. 239—240; 6,, 1905, S. 309—310. — 2: 39, 
siehe BM 6,, 1905, S. 105. — 2:34, siehe BM %,, 1901, S. 144; 6,, 1905, 
S. 310; 8,, 1907/8, 8. 190. — 2:87, siehe BM 1,, 1900, S. 502; 6,, 1905, 
8. 105. — 2:38, siehe BM 2,, 1901, S. 352; 9,, 1908/9, S. 148. — 2:39, 
siehe BM 4,, 1900, S. 502; 6,, 1905, S. 209; ®,, 1908/9, 8. 245. — 2:41, siehe 
BM %,, 1901, S. 352; 8,, 1907/8, S. 80—81; %,, 1908/9, S. 72—73. — 2:45, 


siehe BM 9,, 1908/9, S. 148—150. — 2 : 46, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 81. — 2 : 51, 
siehe BM 6,, 1905, S. 106; 9,, 1908/9, 8. 150. — 2:52, siehe BM 8,, 1907/8, 
8. 190—191. — 2:53, siehe BM 5,, 1904, S. 201. — 2:57, siehe BM 2,, 1901. 
S. 352. — 2:59, siehe BM @,, 1906/7, S. 207—208; 10,, 1909/10, 8. 262. — 
2 :59—60, siehe BM 1,, 1900, S. 502; 6,, 1905, 8. 310— 311. — 2 : 61, siehe 
BM %,, 1906/7, S. 85—86, 208— 209, 286 — 287; ®,, 1908/9, S. 150. 


2:62. In der Fußnote 1 behauptet Herr Cantor, daß bei LEONARDO 
Pısano die unmittelbare Aufeinanderfolge von Buchstaben, z. B. abe, multi- 
plikative Bedeutung hatte, aber diese Behauptung ist zum mindesten höchst 
irreleitend. Als Beleg verweist Herr CAntor auf S. 17 des 2. Bandes seiner 
Vorlesungen, und dort findet man das folgende Zitat einer Stelle bei LEoNARDO: 
„sit numerus (!) .a.e.c. quaedam coniunctio quae uocetur prima, numeri (!) 
vero .d.b.f. sit coniunctio secunda“*; aus dem Texte der fraglichen Seite der 
Vorlesungen scheint hervorzugehen, daß Herr ÜCAnToR „coniunctio“ durch 
„Produkt“ übersetzt. Aber wenn man näher untersucht, was bei LEoNARDO 
nach dem von Herrn CanTor zitierten Passus steht, so findet man, daß jener 
überall das Produkt von a und b durch „factus ex numeris .a.b.* aus- 
drückt. Ich gebe hier unten alle Stellen des Liber abbaci wieder, die sich 
auf ein Produkt von zwei durch Buchstaben bezeichneten Größen beziehen; 
die Seiten- und Zeilenzahlen verweisen auf die BoncompaGnische Ausgabe. 

(S. 132 Z. 2—3 v. u.) ex multiplicatione numeri .e. in factum ex 
numeris .d.c. | 

(S. 132 Z.1 v. u.) diuisa per factum ex numeris .d.b. 

(S. 133 Z.1—2) factus ex numeris .d.b. per .f. equabitur multiplica- 
tioni .e. in factum ex numeris .a.c. 

(S. 133 Z. 2—3) factus ex numeris .d.b. ad factum ex numeris .a.c. 

(S. 133 Z. 9) factus ex numeris .b.d. ad factum ex numeris .b.4. 

(S. 133 Z. 12) factus ex numeris .a.b. ad factum ex numeris .a.c. 

(S. 133 Z. 22—23) est multiplicatio facti ex numeris .a.e. in numerum 
.c. scilicet 720 equalis multiplicationi facti ex numeris .d.b. antecedentibus 
in numerum .f. 

Wenn bei LEONARDO Pısano die unmittelbare Aufeinanderfolge der Buch- 
staben a und b multiplikative Bedeutung gehabt hätte, so wäre es wohl un- 
sinnig gewesen, das Produkt von a und b konsequent durch „factus ex 
numeris .a.b.“ auszudrücken. Und warum sollte LEonNarDo für Produkt das 
nichtssagende Wort „coniunctio“ anwenden, da er sonst „factus‘‘ sagt? 
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Unter solchen Umständen kann man nicht umhin, die Richtigkeit der 
Canrorschen Übersetzung des Wortes „coniunctio* durch „Produkt“ in Ver- 
dacht zu haben. Meiner Ansicht nach ist die von Herrn CANToR zitierte 
Stelle höchstwahrscheinlich in der von BoncompaGnr benutzten Handschrift 
verstümmelt, was ja schon aus den Wörtern „numerus“ und „numeri“ hervor- 
gehen dürfte, und die richtige Fassung ist vermutlich 

sint numeri .a.e.c. quaedam coniunctio quae uocetur prima, numeri 

vero .d.b.f. sint coniunctio secunda, 


also: 
seien die Zahlen a, e, c die erste, die Zahlen d, b, f die zweite Kom- 
bination, 
und dadurch ist die einzige Stütze der Canrorschen Behauptung in Fortfall 
gekommen. 


Aber auch wenn man das Zitat wie Herr CantoR deuten will, sollte 
man nicht unterlassen, zu erwähnen, daß bei LEonarpo Pisano die unmittel- 
bare Aufeinanderfolge von Buchstaben er nie multiplikative Bedeutung 
hat; vielmehr bedeutet „.a.b.“ immer „.a. et .b.“. 

Leider wiederholt J. dose (Geschichte der Elementar- Mathematik LE 
Leipzig 1902, 8.136) ohne weiteres die irreleitende Behauptung des Herrn 
CANToR in betreff der multiplikativen Bedeutung der unmittelbaren Aufeinander- 
folge der Buchstaben bei LEONARDo PisANo. G. EnESTRönM. 


2:63, siehe BM 4,, 1903, S. 206. 


2:63. Herr Cantor bemerkt (Z. 18—24): 


Wir finden das Interesse nämlich darin, daß hier |d.h. bei JORDANUS| 
die Reihenfolge der Aufgaben die umgekehrte ist wie bei DIOPHANT, bei den 
Arabern, bei LEONARDO von Pisa. Sie alle nahmen in mehr oder weniger 
ausgesprochener Weise das pythagoräische Dreieck zum Ausgangspunkt, um 
zu einer arithmetischen Progression von Quadratzahlen zu gelangen. Jor- 
DANUS ist der Einzige, der den entgegengesetzten Weg einschlug. 


Indessen ist es irreleitend zu sagen, daß JoRDANUS in diesem Falle irgend- 
einen „Weg einschlug“, denn bei ihm sind die Lösungen der zwei von Herrn 
CaAnTOR zitierten Sätze durchaus unabhängig voneinander. Wie Herr CanTor 
richtig erwähnt, gibt JoRDANUS an, daß die im 12. Satze gesuchten drei Quadrate 


(9° — 5) (o° + be + 2)» (0° + 280 + 5) 


sind, und ebenso gibt Jorpanus an, daß die im 13. Satze gesuchten zwei 


2 2 
Quadrate (7 _ 1) und (7 + 1) sind, wenn das gegebene Quadrat m? 


2,2% 1 3 u 
gerade, aber Fe 3 ) und > se +), wenn das gegebene Quadrat m? un- 


gerade ist. Wie Jorpanus zu den Lösungen der zwei Sätze gekommen ist, 
deutet er gar nicht an, und erst im 26. Satze des 7. Buches bemerkt er, 
daß die Quadratzahlen durch Summierung der ungeraden Zahlen erhalten werden. 

Da Herr CANTOR auch behauptet, daß die Reihenfolge der zwei Auf- 
gaben bei Jorpanus die entgegengesetzte ist wie bei DioFanTos, erlaube ich 
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mir zu bemerken, daß diese Behauptung nicht ganz genau ist. Soviel ich 
weiß, behandelt DıorAntos nicht direkt die fraglichen zwei Aufgaben, wohl 
aber im zweiten Buche seiner Arithmetik (Sätze 8—10) verwandte Probleme, 
die auf die folgenden Gleichungen führen (a, b und d sind gegebene, & und y 
gesuchte Größen): 

Satz 8: x? + y? — a? 

Satz 9: à? + y = a? + b?. 

Satz 10: x? — y? = d. 


Anderseits führen die zwei Aufgaben des JoRDANUS auf die Gleichungen 
gt — 8 — 2 — y, also à? + y? = 22° und 2? = a? + y”, also à? — y? = a. 
Die erste Aufgabe wird gewissermaßen mit dem 9. Satze des DıoFANTos ver- 
wandt, wenn man a?=b? setzt, und die zweite Aufgabe des JORDANUS wird 
identisch mit dem 10. Satze des Diıorantos, wenn man d = «a? setzt. Will 
man überhaupt die Reihenfolge der Aufgaben bei JoRDANUS und bei DIoFANTos 
vergleichen, kann man also ebensogut sagen, daß sie dieselbe ist. 

Der ganze Passus: „Wir finden ... Weg einschlug“ sollte also gestrichen 


oder auf andere Weise redigiert werden. G. ENESTROM. 





2:65, siehe BM 9,, 1908/9, S. 151. 


2:65. Die Bemerkung (Z. 21—23): „Einigermaßen überraschend kommt 
unmittelbar nach der Quadratwurzelausziehung der Satz von der Vertauschbar- 
keit der Faktoren a:b-c=a:c-b“ sollte gestrichen oder modifiziert werden. 
Der fragliche Satz (Satz 38) wird bei der Kubikwurzelausziehung ausdrücklich 
benutzt (siehe Satz 39 am Ende: „multiplicavi ergo modo quod fit ex a in b 
per c, prius autem per b quod fit ex a in c, ergo ex proxima multiplicavi 
per aequipollens“), und da die Kubikwurzelausziehung, wie Herr CANToR 
richtig angibt, nach der Quadratwurzelausziehung kommt, ist es gar nicht 


überraschend, daß der Satz diesen Platz bekommen hat. G. ENESTROM. 


2:67, siehe BM %,, 1906/7, S. 209—210. — 2:70, siehe BM 1,, 1900, 8. 417. — 
2:73, siehe BM 1,, 1900, S. 502. — 2:77, siehe BM 9,, 1908/9, S. 152. — 2 : 82, 
siehe BM 1,, 1900, S. 502. — 2:87, siehe BM 1,, 1900, 8.502; 9,, 1908/9, S. 323. — 
2 : 88, siehe BM 1,, 1900, S-503; 6,, 1905, 8. 395. — 3:89, siehe BM 1,, 1900, 
S. 503; 9,, 1908/9, S. 245—246. — 2:90, siehe BM L,, 1900, $. 503. — 2 : 91— 99, 
siehe BM L,, 1900, S. 503; 5,, 1904, 8. 409—410; 6,, 1905, 8. 395—396; 8,, 1907/8, 
S. 191; 9,, 1908/9, 8.152. — 2:94, 96, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 167—168. — 
2:97, siehe BM 3,, 1902, S. 406. — 2:98 —99, siehe BM 1,, 1900, S. 269 — 270; 
6,, 1905, 8. 106—107; %,, 1906/7, S. 210. — 2:100, siehe BM 3,, 1902, S. 140; 
8,, 1907/8, S. 81; 9,, 1908/9, S. 73—74. — 2 : 101, siehe BM 3,, 1902, 8. 325; 6,, 
1905, 8.396; 9,, 1908/9, 8.152 —153. — 2 : 103, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 262—263. 
— 2:104, siehe BM 10,, 1909/10, S. 168—169; 41,, 1910/11, 3.31 — 2 : 104 —105, 
siehe BM 1,, 1900, 8. 503; 4,, 1903, S. 397— 398; ®,, 1908/9, 8.153. — 2 : 106, siehe 
BM 7,, 1906/7, S. 380. — 3: 111, siehe BM 2,, 1901, 8. 352. — 2 : 112, siehe BM 10,, 
1909/10, S. 56. — 2:112—113, siehe BM 10,, 1909/10, S. 56—57. — 2: 114, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 153; 10,, 1909/10, 8. 57. — 2:116, siehe BM 3,, 1902, 8. 406; 
9,, 1908/9, S. 153—154. — 2:117—118, siehe BM 6,, 1905, 8. 107, 311. — 2 : 122, 
siehe BM 1,, 1900, S. 503—504; 6,, 1905, S. 397. — 2:126, siehe BM 3,, 1902, 
S. 406; 6,, 1905, 8. 210. — 2:127, siehe BM 3,, 1902, S. 406. — 2:128, siehe 
BM 1,, 1900, 8.504; 8,, 1907/8, S. 191—192. — 2 : 129, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 287. 
— 2:132, siehe BM L,, 1900, 8. 515 — 516. 
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2:134. Der Passus (Z. 1—6): „Wir haben (8. 117) BRADWARDINUS im 
Besitze dieses Wortes [irrationalis] gesehen, und wenn es sich auch weder 
bei BRADWARDINUS noch bei ORESME um das Erstlingsrecht der mathematischen 
Benutzung von irrational handelt, so (?!) läßt das doppelte Vorkommen eine 
sehr rasche (?) Verbreitung vermuthen“, sollte gestrichen werden. Um zu ver- 
stehen, wie Herr Cantor dazu kam, in der zweiten Auflage der Vorlesungen 
eine so schlecht redigierte Bemerkung zu bringen, muß man auf die erste 
Auflage zurückgehen. Als Herr Cantor diese Auflage redigierte, konnte er 
nicht wissen, daß das Wort „irrationalis“ schon in der von GHERARDO 
CREMONESE verfertigten Anarıtıus-Übersetzung vorkommt, und darum bemerkte 
er (2! S. 121—122): „Wir haben (8. 106) Brapwarnınus im Besitze dieses 
Wortes gesehen, und zwischen BRADWARDINUS und ORESME kann es sich viel- 
leicht um das Erstlingsrecht der mathematischen Benutzung von irrational 
handeln, während das doppelte Vorkommen eine sehr rasche Verbreitung ver- 
muthen läßt“. Aber bei der Redaktion der zweiten Auflage der Vorlesungen 
hatte Herr Cantor die Currzesche Ausgabe der Anarıtıus-Übersetzung zur 
Verfügung, und er wußte also, daß es sich gar nicht zwischen BRADWARDIN 
und ORESME um das Erstlingsrecht der mathematischen Benutzung von 
irrational handeln konnte, so daß die Bemerkung der ersten Auflage nicht 
ohne weiteres zum Abdruck gebracht werden konnte. Das Natürlichste wäre 
wohl gewesen, die ganze Bemerkung zu streichen, aber Herr CANTOR war 
anderer Ansicht und ließ nur die Vermutung in betreff des Erstlingsrechts 
weg. Allein wie kann man aus dem doppelten Vorkommen des Wortes 
irrational im 14. Jahrhundert ersehen, daß das zwei Jahrhunderte früher 
benutzte Wort vermutlich rasch verbreitet wurde? Man könnte ja ebensogut 
aus dem Umstande, daß keine Benutzung des Wortes für das 13. Jahrhundert 
nachgewiesen worden ist (Pisano schreibt „inratiocinata“, vgl. Scritti 1, Roma 
1857, 8. 356), schließen, daß das Wort sehr langsam verbreitet wurde! 

Beiläufig bemerke ich, daß das Wort ‚irrationalis“ auch in dem mög- 
licherweise von ALBERT von Sachsen herrührenden Traktate De proportione 
dyametri quadrati ad costam ejusdem vorkommt, über welchen Herr Canror 
S. 146—149 berichtet (siehe Zeitschr. für Mathem. 32, 1887; Hist. Abt. 
S. 44: „proportio irrationalis est quantitatum incommensurabilium adinvicem 
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1907/8, 8. 85—86; 9,, 1908/9, S. 326—327. — 2:582, siehe BM 1,, 1900, S. 510. 
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2:584. Es ist richtig, daß VrèTE in seinem 1579 gedruckten Tabellen- 
werke zuletzt die Dezimale durch einen sie von den ganzen Zahlen trennenden 
senkrechten Strich unterschied. Da indessen TRoPFEE (Geschichte der Elementar- 
mathematik 1, Leipzig 1902, S. 89) auf diesen Umstand so großen Wert legt, 
daß er in gesperrter Schrift bemerkt: „Damit war der erste Dezimalbruch 
geschrieben“, erlaube ich mir die Cantorsche Angabe ein wenig zu ergänzen. 

In dem eigentlichen Canon mathematicus setzt VIkTE den Radius, der für 
Sinus und Cosinus „hypotenusa“, für Tangente und Sekante „basis“, für Cotangente 
und Cosekante „perpendiculum“ genannt wird, gleich 100000. Im allgemeinen 
sind die Zahlen der Tafel ganze Zahlen, aber in gewissen Fällen benutzt VIERTE 
genauere Näherungswerte mit Dezimalbrüchen, und dann sind diese Brüche mit 
kleineren Typen gedruckt, aber immer ohne trennenden Strich. 

Überdies enthält das Tabellenwerk VınTtzs verschiedene Tafeln, worin Dezimal- 
brüche zuweilen vorkommen, und in einigen dieser Tafeln benutzt VIÊTE wage- 
rechte Striche unter den Bruchziffern. Beispielsweise kommt im „Universalium in- 
spectionum ad canonem mathematicum liber singularis“ folgende Stelle (S. 15) vor: 

Semi-diameter 100,000,000,00, semiperimeter circuli satis accurate 

314,159,265,35, : 

also 1000007 = 314159,265 35. Dieselbe Bezeichnungsweise hat Vite S. 51 

— 54, 56—59 angewandt. Erst S. 64—65 des „Liber singularis“ kommen 

kleine senkrechte Striche vor, und zwar gibt es zusammen 96 Zahlen, deren 

Dezimalziffern auf diese Weise von den übrigen Ziffern getrennt werden Bei- 
spielsweise steht am Ende der Seite 65 folgende Zahl: 

9,999,999,348 | 00,00,10,62,76 

die 9999 999 348,0000106276 bedeutet. Man kann also mit Herrn CAnTorR 

diesen Strich den Vorgänger des später eingeführten Pünktchens nennen, aber 

Vırte selbst legt offenbar keinen Wert auf seine ganz beiläufig benutzte Be- 


zeichnung, die übrigens schon 1530 bei RupouLrr vorkommt (siehe BM 10,, 
1909/10, 8. 243). | G. ENESTRÔM. 
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1906/7, S. 389— 390. — 2:632, siehe BM 6,, 1905, 8. 109. — 2:634, 637, siehe 
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2:639. Der ganze Versuch, ausfindig zu machen, auf welchem Wege 
Viète zu seiner Lösung der kubischen Gleichung 4° + 3ax = 2b kam, ist 
meines Erachtens wertlos, weil man auf verschiedenen Wegen dazu gelangen 
kann. Die einfachste Erklärung scheint mir allerdings die folgende zu sein. 

Unter Bezugnahme auf die Lösung CARDAnNos setzte VIÈTE 2=2—y, also 


2 — 32 y + 32zy? — y + 3a(z — y) = 2b 


und zerlegte ferner in nahem Anschluß an Carpano (vgl. De regula Aliza 
Kap. I; Ausg. 1570, S. 2: „numerus tribuatur cubis“) die Gleichung in die zwei 


folgenden: 
S— y = 2b, 32’y — 32yÿ° = Balz — y). 


Aus der zweiten Gleichung folgt sofort nach Division durch 3(2 — y) 


= a, also 2=° und « — =* 
ae une y = y: 

Allein auch wenn das von Herrn Cantor nach MaARIıE angeführte Ver- 
fahren wirklich das von VIèTE benutzte gewesen wäre, so ist dech die Angabe 
(2. 11—13): „Nun war bei dieser Annahme die Unbekannte ganz verloren 
gegangen (!). VıETA versuchte (!), obk = y gesetzt deren Stelle einnehmen könne, 
und das Gelingen (!) des Versuchs bildete die neue Auflösung“ recht auffällig. 

2 
die Uns 
bekannte ganz verloren gegangen‘ ist, verstehe ich nicht, denn % ist ja ebenso 
unbekannt wie 2, aber wenn dieser Umstand nach der Ansicht des Herrn CAnTor 


Nachteile mit sich führte, hätte er ganz einfach % statt 2 und z statt k setzen 
— 2° 





Wie Herr CANTOR sagen kann, daß in dem Ausdrucke x = 





können, wodurch x = € Ebensowenig verstehe ich, welchen Anlaß VIETE 
gehabt hätte, zu „versuchen“, ob y statt k gesetzt werden könne. Aus dem 
Ausdruck x = mis geht ja hervor, von welcher Form x sein muß, und nach 
der Voraussetzung ist 


8 
a+ 8ax— 2 —R®, folglich +, — K°— 2b, 


weil x° + 3ax = 2b und LES 
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Welches Zeichen man statt % setzt, ist natürlich durchaus gleichgültig — 
man könnte ebensogut einen hebräischen oder russischen Buchstaben benutzen. 
Der von mir zitierte Passus muß also als schlecht redigiert bezeichnet 


werden. G. ENESTRÖM. 
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2:720. Nach Kästner gibt Herr Cantor ohne weiteres an, daß die 
von CIERMANS erfundene Vorrichtung eine Rechenmaschine war. Aber 
meiner Ansicht nach ist es viel wahrscheinlicher, daß es sich um einen 
kreisförmigen logarithmischen Rechenschieber handelte Es ist bekannt, daß 
W. OUGHTRED schon vor 1630 ein solches Instrument erfunden hatte und daß 
sein Schüler W. Forster 1632 in London eine Beschreibung desselben unter 
dem Titel The circles of proportion veröffentlichte (siehe z. B. F. CAsorı, 
Tribune publique [de l’eneyclopedie des sciences mathématiques] n° 13, 
1910, 8. 50), Es liegt sehr nahe anzunehmen, daß ÜIERMANS von dieser 
Beschreibung Kenntnis bekommen und auf Grund derselben einen Rechen- 
schieber angefertigt hatte. G. ENESTRÔM. 


2:721, siehe BM 1,, 1900, 8. 273; 6,, 1905, S. 404—405. — 2:7%6, siehe 
BM 8,, 1907/8, 8. 90. — 2:727, siehe BM %,, 1906/7, 8. 392. — 23:741, siehe 
BM %,, 1906/7, S. 395—396. — 2: 742, siehe BM 1,, 1900, 8. 273; 3,, 1902, 8. 142. 
— 2:746, siehe BM 1,, 1900, S. 273. — 2:747, siehe BM 1,, 1900, S. 173; 2, 
1901, 8. 225. — 2 :749, siehe BM 4,, 1903, S. 88. — 2:753—754, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 254. — 2:757, siehe BM 11,, 1910/11, S. 239—240. — 2 : 758, siehe 
BM 9,, 1908/9, 8. 255. — 2: 759, siehe BM 14,, 1910/11, 8. 240. — 2 : 763, siehe 
BM 9,, 1908/9, S 166. — 2 : 765, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 90—91. — 2 : 766, siehe 
BM 8,, 1902, 8. 142; 5,, 1904, 8. 412— 413. — 2:767, siehe BM 2,, 1901, 8. 148, 
357— 358. — 2:770, siehe BM 4,, 1903, S. 208. — 2:772, siehe BM 2,, 1901, 
S. 358; 7,, 1906/7, 8. 392—393. — 2 : 773, siehe BM 8,, 1907/8, S. 213; 9,, 1908/9, 
S. 167. — 2:775, siehe BM 2,, 1901, S. 358— 359. — 3 :777, siehe BM 2,, 1901, 
S.148; 3,, 1902, $. 204. — 2:780, siehe BM 9,, 1908/9, S. 78, 167.— 2 : 783, siehe 
BM 2,, 1901, S. 359; 4,, 1903, 8. 88—89. — 2:784, siehe BM 2,, 1901, 8. 148. — 
2:787, siehe BM 6,, 1905, 8. 405; @,, 1906/7, 8. 296. — 2:79, siehe BM 7,, 
1906/7, 8.393; 9,, 1908/9, S. 255; 10,, 1909/10, 8. 62—63. — 2:791, siehe BM 6,, 
1905, 8.405. — 2:7938—794, siehe BM 5,, 1904, S. 307; 6,, 1905, S. 316— 317, 
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405—406. — 2 : 795, siehe BM 6,, 1905, 8. 317. — 2:797—798, siehe BM 5,, 1904, 
S. 307; 6,, 1905, 8. 317; 10,, 1909/10, 8. 68—64. — 2:799, siehe BM 5,, 1904, 
S. 307. — 2:802, siehe BM 4,, 1903, S. 208. — 2 : 802—803, siehe BM 10,, 1909 10, 
S. 367— 368. — 2:812, siehe BM 4,, 1903, S. 37; 14,, 1910/11, 8. 240— 243. — 
2:815, siehe BM 10,, 1909/10, S. 64; 14,, 1910/11, 243— 244. — 2:817, siehe 
BM 10,, 1909/10, 8. 174. — %:820, siehe BM 2,, 1901, 8. 148; 5,, 1904, 8. 307. — 
2 : 825, siehe BM 2,, 1901, 8.148. — 2 : 827, 830, siehe BM 9,, 1908/9, S. 256— 257. 
— 2:832, siehe BM 5,, 1904, S. 203— 204; 6,, 1905, S. 211. — 2:840, siehe 
BM %,, 1901, S. 148—149. — 2 : 843, siehe BM 3,, 1902, S. 328. 


2: 845. Die Angabe (Z. 13 —16): „CAvALIERI sprach die von ihm ent- 
deckte Wahrheit zuerst 1639 als letzte Aufgabe seiner in Bologna gedruckten 
Centuria di varii problemi per dimostrare Vuso e la facilità dei logaritmi nella 
Gnomonica, Astronomia, Geografia aus“, ist ein wenig auffällig, denn Herr 
Canrtor gibt einen recht ausführlichen Auszug aus dem Titel der Schrift (statt 
dei lies de’) und daraus geht ja hervor, daß die 100 Aufgaben durch An- 
wendung von Logarithmen gelöst werden sollten. In Wahrheit hat die 
letzte Aufgabe („problema 100°) der fraglichen Schrift gar nichts mit der 

n + 1 





Formel x dx = — zu tun, sondern bezieht sich, ganz wie die zwei voran- 
n - 1 I ’ 


gehenden Aufgaben, auf eine Frage „Delle annue pensioni“. Aber nachdem 
diese Aufgabe erledigt worden ist (8.518 — 522), bringt Cavazrert (8. 523— 526) 
eine Nachschrift, worin er erwähnt, daß er viele andere Aufgaben gelöst habe, 
darunter auch das Problem, den Inhalt eines Umdrehungsparaboloids zu be- 
stimmen. Dann fährt er etwa wie in den Exercitationes geometricae fort, hebt 


n + 1 
aber hervor, daß er den Satz, der in moderner Bezeichnung | x” dx = 


n +1 


lautet, nur für n= 1, 2, 3, 4 bewiesen habe, so daß der allgemeine Satz nur 
als wahrscheinlich bezeichnet werden könne. Statt „als letzte Aufgabe“ soll 
also „in einer Nachschrift zu seiner Arbeit“ gesetzt werden. 





G. ENESTRöM. 


2:850, siehe BM 6,, 1905, 8. 109—110. — 2:851, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 174 — 2:852, siehe BM 10,, 1909/10, 8.175; 11,, 1910/11, 8. 244— 245. — 
2 : 856, siehe BM 2,, 1901, S. 149. — 2 : 860, 863, siehe BM I11,, 1910/11, S. 245— 
246. — 2:865, siehe BM 2,, 1901, S. 149. — 2:876, siehe BM 1,, 1900, S. 511. 
— 2:878, siehe BM 1,, 1900, S. 511; 14,, 1910/11, S. 246. — 2 : 879, siehe BM 1,, 
1900, S. 511. — 2 : 884, siehe BM H1,, 1910/11, S. 167—168. — 2 : 891, siehe BM 1,, 
1900, S. 273; 14,, 1910/11, 8. 246—247. — 2:897, siehe BM 6,, 1905, S. 406. — 
2 : 898, siehe BM 4,, 1903, S. 37, 208; 10,, 1909/10, S. 175—176. — 2 : 901, siehe 
BM 1,, 1900, S. 511. — 2:902, siehe BM 9,, 1908/9, S. 329—330; 10,, 1909/10, 
S.64. — 2 : 903, 904, siehe BM LL,, 1910/11, S. 247—248. — 2 :911, siehe BM 9,, 
1908, S. 78—79. — 2 : 917, siehe BM 11,, 1910/11, S. 249. — 2 : 919, siehe BM 5,, 
1904, S. 204. — 2 : 922, siehe BM A1,, 1910/11, S. 168—170. — 2 : VIII (Vorwort), 
siehe BM 3,, 1902, S. 142. — 2:1IX, X (Vorwort), siehe BM 1,, 1900, 8. 511— 512. 


3:1, siehe BM 10,, 1909/10, S. 268. — 3:4, siehe BM 10,, 1909/10, S. 65—67. 
— 3:5, siehe BM 10,, 1909/10, 8.269. — 3:5—6, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 269—270. — 3:9, siehe BM 2,, 1901, S. 359. — 3:10, siehe BM 1,, 1900, 
S. 518; 6,, 1905, 8. 211; 7,, 1906/7, 8. 393— 394. — 3:11, siehe BM 4,, 1903, 
S. 209. — 3:12, siehe BM 1,, 1900, S. 512. — 3:14—15, siehe BM 7,, 1906/7, 
S. 296—297. — 3:15, 16, siehe BM 10,, 1909/10, S. 270— 272. — 3:17, siehe 
BM 1,, 1900, S. 512. — 3:18, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 168. — 3:19, siehe BM 10,, 
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1909/10, S. 67—68. — 3:22, siehe BM 1,, 1900, 8.512; 4,, 1903, S. 209. — 
3:23, siehe BM %,, 1906/7, 8. 297— 298; 8,, 1907/8, 8.91. — 3:24, siehe 
BM 4,, 1903, 8. 209. — 3:25, siehe BM 4,, 1903, S. 209, 399; 9,, 1908/9, S. 168. 
— 3:26, siehe BM 2,, 1901, 8. 359; @,, 1906/7, 8. 394. — 3:29, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 331. — 3:87, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 91—92. — 3 : 39, siehe BM 6,, 
1905, 8.407. — 3:40, siehe BM %,, 1906/7, 8. 394. — 3:45—48, 49, 50, siehe 
BM 1,, 1900, 8. 512— 513. — 3:57, siehe BM %,, 1906/7, 8. 298—299. — 3:58, 
siehe BM 10,, 1909/10, 8. 272—273. — 3:62, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 177. — 
3:63, siehe BM %,, 1906/7, S. 93— 94. — 3:68, siehe BM %,, 1906/7, 8. 299; 9,, 
1908/9, S. 257—258; 14,, 1910/11, 8.249. — 3:69, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 69. 
— 3:70, siehe BM 2,, 1901, S. 360; 9,, 1908/9, 8. 258. — 3:72, siehe BM 11,, 
1910/11, 8. 249—250. — 3:78, siehe BM 8,, 1907/8, S. 92; LL, 1910/11, S. 250. 
— 3:79, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 69—71. — 3:81, siehe BM LL, 1910/11, 
S. 251. — 3:82, siehe BM 5,, 1904, S. 308. — 3:85, siehe BM 10,, 1909/10, 
S. 273-274. — 3:97, siehe BM %,, 1906/7, S. 394. — 3:100, siehe BM 2,, 1901, 
S. 149: 7,, 1906/7, S. 299—300. — 3:102, siehe BM 6,, 1905, 8. 318; %,, 1906/7, 
S. 300; 9,, 1908/9, 8.169. — 3:104, siehe BM 9,, 1908/9, S. 331. — 3 : 110, siehe 
BM 11,, 1910/11, 8.170—171. — 3: 112, siehe BM 4,, 1903, S. 209— 210; 6,, 
1905, S. 318. — 3:113, siehe BM 9,, 1908/9, S. 258—259. — 3:116, siehe BM1,, 
1900, 8.513. — 3:117, siehe BM 1,, 1900, S. 518; 9,, 1908/9, S. 259— 260; 11,, 
1910/11, 8. 171. — 3: 118, siehe BM 8,, 1907/8, S. 92— 93. 


3:119. Herr Cantor gibt (Z. 17—18) an, daß in der lateinischen Al- 
gebra Waruis’ ein Auszug aus der Analysis aequationum universalis von 
J. Raruson sich findet, aber WaLzis sagt selbst: „cujus [methodi] specimen 
mihi suis [d. h. Rapnsons] verbis nuper exhibitum, libet hic subjungere“. 
Was Wazzis zum Abdruck gebracht hat, ist also ein von RapHsoN ver- 
fertigter Bericht über die Methode, und wenn man diesen Bericht mit dem 
Buche Rapxsons vergleicht, sieht man sofort, daß jener nicht lediglich ein 
Auszug aus diesem ist. 

Wie RarHson in seinem Bericht erwähnt, hat er in seinem Buche auch 
versucht zu beweisen, daß sein Verfahren immer konvergent ist, unabhängig 
von dem Ausgangswert der unbekannten Größe. Nun weiß man ja schon seit 
der Mitte des 18. Jahrhunderts (siehe F. Casorı, BM 11,, 1910/11, S. 132), 
daß diese Behauptung falsch ist, so daß der Beweis RaPpxsons unrichtig sein 
muß. Hier unten gebe ich nach der „editio secunda“ (mein Exemplar hat 
das Druckjahr 1702, aber es gibt Exemplare dieser Ausgabe mit dem Druck- 
jahr 1697) der Analysis aequationum universalis Auskunft über den vermeint- 
lichen Beweis. 

Rıpuson geht von der Gleichung f(a) = O0 aus, und setzt a=eg+2, 
wo g eine beliebige Zahl und x die Korrektion ist. Dann wird 


fa + 2) = rl) + ar) +) + = 0, 


also æ? 

A OURS En 

AE) PQ) 
und die zwei Glieder der rechten Seite dieser Gleichung bezeichnet RAPHSON 
durch { und m, so daß 2&=t-+ m. Ferner bemerkt er, daß jede der Größen 
x, t, m sowohl positiv wie negativ sein kann, so daß man acht verschiedene 
Fälle in Betracht zu ziehen hat. Ich gebe wörtlich seine Behandlung des 
Falles wieder, in dem alle drei Größen positiv sind. 
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In z=+t+ m, x convergentem minorem esse absolutä quantitate 
(m) partem scilicet suo toto. x ergo convergente additä suae (g) liquet 
hanc novam (g) auctam quantitate ({) majorem esse praecedenti, et hoc 
modo augeri (9) consequenter verd diminui (m) ad infinitum, post in- 
finitam autem convergentiam, differentiam seu (m) reddi quantitate 
qualibet assignabili minorem. 


Rarnson bemerkt also, daß in diesem Falle der neue Näherungswert 
(9 + t) größer ist als der ursprüngliche (g), aber kleiner als der exakte Wert 
(7 +t+ m), und dann folgert er ohne weiteres, daß auch jeder folgende 
Näherungswert größer als der vorangehende, aber kleiner als der exakte Wert 
sein muß. Aber diese Folgerung ist natürlich unzulässig, denn man weiß 


nicht einmal, ob — za immer positiv bleibt (vgl. den Fall, in dem g sich 





sehr wenig von einer Wurzel der Gleichung f’(a) = 0 unterscheidet). Ebenso 
wertlos ist der Beweis in den übrigen Fällen. Allerdings fügt RAPHSON hinzu: 
„si quis strictiorem demonstrationem desideret hoc modo procedere poterit“, 
aber was er weiter sagt, weicht eigentlich gar nicht von dem ursprünglichen 


Beweise ab. G. ENESTRÖM. 


3:122, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 301. — 3:123, siehe BM H,, 1900, 8. 513; 
4,, 1903, S. 399; @,, 1906/7, S. 301—302. — 3: 124, siehe BM 3,, 1902, S. 407- 408: 
4., 1903, 8400 — 3: 126, siehe BM 4,, 1903, S. 288. — 3: 129 —130, siehe 
BM 8,, 1907/8, S. 93. — 3 : 131, siehe BM 4,, 1903, 8. 210. 








3:131. Herr Cantor bemerkt (Z. 30—33): „In der Vorrede zu den 
geometrischen Vorlesungen ... hat BaArRow... NEWTON ... hinlänglich deutlich 
bezeichnet“ und aus dem folgenden Texte sowie aus der Fußnote 1 8. 132 
ersieht man, daß es sich um den Passus: „Ultimam amicus (vir sane cum 
primis probus, ast in hujusmodi negotiis flagitator improbus) extorsit“ handelt. 
Allein aus den Briefen BarRows an CorLıns vom 29. März und 23. April 1670 
(siehe Rıcaup, Correspondence of scientific men of the seventeenth century à, 
Oxford 1841, S. 73, 74) geht hervor, daß der Freund nicht NEWTON, sondern 
Coins war. Barrow schreibt nämlich: 


[29. März 1670.| I have, to satisfy your desire, scribbled over and 
sent unto you what concerns the curves for equations | das ist eben der Gegen- 
stand der 13. Vorlesung], which, if you please, you may add to the rest. 

[23. April 1670.] For the 13th lecture . . . I... am content 
you should do therein as you please. If you do not like these words 
in the epistle (in which I meant to jest with you, no more), concerning 
it, I pray expunge them, and substitute these: 

Ultimam apposui, materiam quidem a reliquis abjunctam, at scopo 
non ita dissitam, nonnullis eam haud inutilem arbitratus. 


Barrow selbst gibt also ausdrücklich an, daß die Stelle der Vorrede, 
die sich auf die letzte (d. h. die 13.) Vorlesung bezieht, einen Scherz mit 
Corrıns enthält, und die Worte, die Herr CanTor in der Fußnote 1 $. 132 
zitiert, sind gerade die, welche Barrow gemeint haben muß. 

An und für sich ist ja die unrichtige Deutung des Wortes „amicus“ 
recht bedeutungslos, aber leider zeigt die Erfahrung, daß kleine Unrichtig- 
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keiten leicht zu durchaus schiefen Darstellungen Anlaß geben können, und 
einen Beleg hierfür bietet eben der jetzt behandelte Passus der Vorlesungen. 

In seinem Pariser Vortrag 1900: Origines du calcul infinitesimal hat 
nämlich Herr Cantor ($ 22—23 des Sonderabzuges) auf Grund seiner un- 
richtigen Konjektur in betreff der Deutung des Wortes „amicus“ eine Dar- 
stellung der Beziehung zwischen Barrow und NEwToN gegeben, die ich hier 
unten zum Abdruck bringe und mit einigen Bemerkungen versehe: 

BArRow dans ses ,Leçons de géométrie“ dit qu'un ami (c'était 

NEWTON sans aucune doute) lui avait extorqué la dernière leçon, qui 

est justement celle qui contient les problèmes du calcul infinitesimal.') 

BArrow en était-il redevable à Newron? Barrow, qui a quitté sa 

chaire de professeur à Cambridge pour y faire monter NEWTON, qui a 

cité Newron de la manière que je viens d'indiquer, aurait-il manqué 

de dire que les méthodes et les idées de la dernière leçon appartenaient à 

Newrow, s’il en était ainsi? Je crois qu'il suffit de poser la question 

pour recevoir une réponse negative.) Il y a certainement eu des pro- 

fesseurs, et des plus célèbres, qui ont appris telle ou telle chose d’un élève 
favori. Mais alors il mettent je dirais de l’amour-propre à l’avouer 
franchement, et ne se contentent pas de se plaindre qu’on leur ait 
extorqué la publication de leurs lecons.®) Pour moi, je me suis fait 

de la suite des événements l’image suivante. BARROW a enseigné à 

Cambridge depuis 1663 jusqu'à 1669. NEewrTon a suivi ses cours des 

le commencement. Élève précoce, il écrivit en 1665 et 1666 un 

premier mémoire: C'était justement son „Analyse par les équations‘. 

Il y mit beaucoup du sien, mais il n’hesita pas non plus à y exposer 

des idées dont la source découlait des cours de Barrow.‘) ‘Le 

manuscrit reste entre ses mains. En 1669 Barrow, qui n’a pas de 
secrets pour NEwrTon, lui montre les lecons®) qu’il va faire imprimer. 

Alors Newton lui demande d'ajouter cette dernière leçon infinitésimale, 

il la lui extorque‘), comme dit Barrow, et j’admets que c’est en lui 

montrant le manuscrit mis au net depuis quelques années et contenant 

une partie notable de cette leçon. Barrow cède à ce solliciteur im- 

placable 7), et en même temps il songe à assurer à NEwToN ce qui lui 

est propre. Il expédie son mémoire à Cozzns afin de lui donner une 
date antérieure‘) à celle de la publication des ,, Leçons de géométrie“. 

Je crois que cette hypothèse, que je donne pour telle et non comme 

un fait historique tout prouvé”), suffit à faire comprendre l’enchaînement ° 

des dates et des écrits. 

1) Es ist psychologisch sehr interessant zu sehen, wie Herr CAnTorR durch 
seine unrichtige Annahme in betreff der Deutung des Wortes „amicus“ zu 
einer neuen Unrichtigkeit geführt wurde. In Wirklichkeit behandelt die letzte 
Vorlesung der .Lectiones geometricae gar nicht Probleme der Infinitesimal- 
rechnung, sondern die geometrische Konstruktion der Wurzeln algebraischer 
Gleichungen. Allein Herr CANTOR nimmt an, daß Newton die Veröffentlichung 
der Vorlesung veranlaßt hat, und da sich Newron damals mit Problemen der 
Infinitesimalrechnung beschäftigte, muß die Vorlesung solche Probleme be- 
handeln! — ?) Die ganze Frage ist sinnlos, da die Vorlesung gar nicht 
Probleme der Infinitesimalrechnung enthält. — *) Wie aus dem Anfang dieser 
Bemerkung hervorgeht, enthielt der Ausspruch BArRows einen Scherz mit 
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Corzins, der fünf Jahre älter als Barrow war. — *) Das ist lediglich eine 
unbelegte Mutmaßung des Herrn Cantor. — °) Es ist durchaus unbekannt, 
ob Newron die Lectiones geometricae vor der Drucklegung einsah. — °) Nicht 
Newron, sondern Corzıns! — 7°) Der „unbillige Forderer“ war CoLLıns. — 
®) Wie Newron selbst hervorgehoben hat, enthalten die Lectiones geometricae 
nur einen sehr speziellen Fall der allgemeinen Methode, die in der Analysis 
per aequationes numero terminorum infinitas auseinandergesetzt wird. — °) ! ! 


(4. ENESTRÖM. 


3:132. Z. 5—7 sollten die Worte: „mit Ausnahme einer Stelle gegen 
Schluß der zehnten Vorlesung und einer zweiten am Anfang des ersten An- 
hanges zur elften |Schreibfehler! ließ: „zwölften“] Vorlesung“ gestrichen 
werden. Allerdings steht gegen Schluß der zehnten Vorlesung: „Facio saltem 
ex amici consilio“ und am Anfang des ersten Anhanges zur zwölften Vor- 
lesung: „amico tamen morem gerens operä dignum censenti“, aber der frag- 
liche Freund war höchst wahrscheinlich Corrıns und nicht Newron. Leider 
scheinen die Briefe von CoLLıns an BARROW verloren gegangen zu sein, aber 
daß sich CoLzıns ganz besonders für den ersten Anhang zur zwölften Vor- 
lesung interessiert hat, sieht man aus dem Briefe, den BArrow am 13. März 1669 
an Cozzins schrieb (Rıcaup, Correspondence of scientific men of the seventeenth 
century à, Oxford 1841, S. 68—70). Die Erklärungen, die er darin seinem 
Freunde mitteilt, stimmen mit den zwei ersten Artikeln des gedruckten Textes 
des fraglichen Anhangs überein. 

Es ist zu bedauern, daß sich auch ZEUTHEN durch die Canrorsche Be- 
hauptung zu einer unrichtigen Angabe hat verleiten lassen. In seiner Ab- 
handlung: Barrow, le maître de Nzwron (Bullet. de l’acad. d. sc. de 
Danemark 1897, S. 591—592) bemerkt ZEUTHEN, nachdem er den Passus: 
„Facio saltem ex amici consilio“ zitiert hat: „Que l’ami cité ici et ailleurs 


sans nom (. . . vir sane cum primis probus ast in hujusmodi negotiis 
flagellator improbus. — Préface particulière des Leçons géométriques) ne 
soit autre que NEWTON ... c’est ce qui na jamais été revoqué en doute.“ 


Allein seit 1841 hat jeder Sachkundige gewußt (siehe die vorangehende Be- 
merkung), daß der „flagitator improbus“ nicht NewTon, sondern CoLLıns war, 
und soviel ich weiß, gibt es gar keinen Anlaß zu vermuten, daß der zweimal 
genannte „amicus“ eine andere Persönlichkeit als der „flagellator improbus“ 
sei. Auch in seiner Geschichte der Mathematik im XVI. und XVII. Jahr- 
hundert (Leipzig 1903, $. 357, Z. 13—15) bemerkt ZEUTHEN auf Grund der 
unrichtigen Deutung des Wortes „amicus“: „Jedenfalls sagt Barrow selbst, 
daß die Ratschläge Newrons auf die Ausarbeitung seines soeben erwähnten 
Werkes [Lectiones geometricae] von Einfluß gewesen seien.“ 

Die Bemerkung (Z. 7—8): ,,Barrow selbst legte auf die geometrischen 
Vorlesungen nur geringes Gewicht‘ ist nicht ganz richtig. In betreff der Vor- 
lesungen 6—12 sagt Barrow in seiner Vorrede: „alteras quas dixi septem 
conspectui tuo lubentius expono, nonnulla sperans in illis haberi, quae nec 
eruditiores piguerit inspicere.“ G. ENESTROM. 
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ne S. 332. — 83 :167, siehe BM 4,, 1903, 8. 400; 11,, 1910/11, S. 252— 258. 
3 :168, 171, 171172, siehe BM LÉ, 1910/11, S. 172-173. — 3:172, siehe 
BM AL, 1910/11, S. 253954. — 2172-1738, siehe BM 4,, 1903, $. 400, — 


3 : 173, siehe BM 11,, 1910/11, S. 254. — 3 : 174, siehe BM 2,, "1901, ‘8. 149—150. 
— 3: 175, siehe BM “LL, 1910/11, S. 254— 255. — 3 : 179, siehe BM 10, 1909/10, 
S. 71-72. — 3:180, siehe BM 11,, 1910/11, S 256. — 3:181, siehe BM 0,, 
1909/10, 8. 72—73. —'3:182, siehe BM LL, 1910/11, 8. 256. — 3 :183, siehe 
BM 1,, 1900, S. 432. — 3:188, siehe BM 3,, 1902, S. 241. 


3:188. In betreff der unrichtigen Differentiationen von Wurzelgrößen, 
die im Briefe Leisnızens vom 21. Juni 1677 vorkommen, bemerke ich, daß 
LEIBNIZ einige Wochen später auf diesem Gebiete einen anderen Fehler be- 
gangen zu haben scheint. In einem von GERHARDT (Die Entdeckung der 
höheren Analysis, Halle 1855, 8. 143 —145) herausgegebenen Entwurf vom 
11. Juli 1677 behauptet LeïBniz, wenn der Abdruck richtig ist, das 


Differential von Vo sei Re während das richtige Ergebnis ja Se 


dw zVw M 
oder —,— ist, und auch in einem anderen Entwurfe, der nach GERHARDT 

zVu 
um dieselbe Zeit verfaßt wurde, kommt laut dem gedruckten Texte (a.a.0.8.147) 
die unrichtige Behauptung vor. Allerdings kann hier ein wiederholter Schreib- 
fehler vorliegen, aber meiner Ansicht nach ist es kaum angebracht, aus diesem 
unrichtigen Ergebnis ohne weiteres zu folgern, daß LEIBNIZ „presque 
immédiatement après sa répoñse à Newton, savait tres bien differentier les 
quantités irrationnelles“ (siehe H. G ZEuTHEN, Sur le fondement mathématique 
de l'invention du calcul infinitésimal; Bullet. de l’acad. d. sc. de Dane- 
mark 1895, S. 229). 

Ebensowenig kann ich mit ZEUTHEN einverstanden sein, wenn er (BARRoW, 

le maître de Newroxn; Bullet. de l’acad. d. sc. de Danemark 1897, S. 605) 
bemerkt, Leisnız habe schon im November 1676 ,indiqué d’une manière 
correcte comment il faut étendre les résultats de la differentiation des puis- 
sances aux racines‘. Allerdings scheint LEIBNIZ hier anzugeben (siehe 
GERHARDT, a. 0. O. 8.140— 142), daß die Formel d(x*)= ex’! auch für 
negative und gebrochene Werte von e gilt, aber aus dem gedruckten Texte 
ersieht man nicht, daß er verstanden hat, seine eigene Regel für gebrochene 


Werte von e anzuwenden. Teils hat er die zwei Formeln a(yx) = a und 
x 


alyz ) = — ae angegeben, von denen die erste unrichtig, die zweite 


wegen des Minuszeichens auffällig ist, teils bringt er als Beispiele der 
Differentiation von Potenzen mit Bruchexponenten nur solche, in denen der 
Exponent > ist, so daB das Ergebnis richtig wird, auch wenn man die 


falsche Formel alyz) = anwendet. G. ENESTRÔM. 





n_ 
nVx 


3 :195, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 311, 332—333; 10,, 1909/10, S. 73. — 3 : 196, 
siehe BM 9,, 1908/9, 8. 333. — 3 : 201, siehe BM L,, 1900, S. 513. — 3 : 207, siehe 
BM 1,, 1900, 8. 519. — 3 : 215, siehe BM 2,, 1901, 8. 150; 9,, 1908/9, S. 260—262. 
— 37218, siehe BM 1,, 1900, 8.513. — %:990, siehe BM 3,, 1902, 8. 326. — 
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3:221, siehe BM ®,, 1908/9, 8.333. — 3:224, siehe BM L,, 1900, 8. 514. — 
3:225, siehe BM 2,, 1901, 8.150. — 3:228, siehe BM 2,, 1901, S. 150; 9,, 1908/9, 
S. 333—334. — 3:230, siehe BM 6,, 1905, S. 211— 212. — 3 : 231, siehe BM 11,, 
1910/11, S. 256—267 — 3:232, siehe BM 1,, 1900, 8. 514; 6,, 1905, S. 212; 7, 
1906/7, 8. 303; S,, 1907/8, 8. 94; 9,, 1908/9, 8. 334—335. — 3:244— 245, siehe 
BM 5,, 1904, 8. 205, 413; %,, 1906/7, 8. 303— 304. — 3:246, siehe BM 1,, 1900, 
8.514; 2,, 1901, 8. 151. — 3:250, siehe BM L,, 1900, 8.514. — 3:258, siehe 
BM 10,, 1909/10, S. 73—74; LL, 1910/11, 8. 173174. — 3:254, 258, 260, siehe 
BM 10,, 1909/10, 8. 74—76. — 3:270, siehe BM 7,, 1906/7, 8.395. — 3: 276, siehe 
BM 77,, 1906/7, S. 304. — 3:279, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 335—336. — 3: 285, 
siehe BM HA,, 1010/11, S. 257— 258. — 3:286, siehe BM 10,, 1909/10, S. 76. — 
3:290, 295, siehe BM 11,, 1910/11, S. 258— 259. — 3:303, siehe BM 2,, 1901, 
S. 155. — 3:306, siehe BM %,, 1906/7, S. 304. — 3:310, siehe BM 11,, 1910/11, 
S 82, 259-261. — 3 : 310—8311, siehe BM 11,, 1910/11, S. 82—83 — 3 : 312, 314, 
316, 318, 319, 319—320, siehe BM H4,, 1910/11, S. 261—268. 





3:319— 320. Ich bin jetzt im Besitze eines Exemplares der Aus- 
gabe 1722 des Commercium epistolicum und bringe hier unten zum Abdruck 
den Passus (S. 247) der „Annotatio“, den ich in meiner früheren Bemerkung 
(BM 11,, 1910/11, S. 267) erwähnt habe: 


Methodus fluxionum utique non consistit in forma symbolorum. 
Et Kerzrus hoc notaverat anno 1711 (pag. 37, 238). 


Wenn man nun bemerkt, 1. daß Seite 37 eine Stelle der „Recensio“ 
enthält, die ausführlich die Newronsche Bezeichnungsweise behandelt, 2. daß 
Seite 238 eine Bemerkung von KEILL über diesen Gegenstand, und zwar aus 
dem Jahre 1711 vorkommt, so kann man meines Erachtens kaum umhin, 
den ersten Verweis auf die Worte „Methodus fluxionum utique non consistit 
in forma symbolorum“, den zweiten Verweis auf die Worte: „Et Kærrius hoc 
notaverat anno 1711“ zu beziehen. Um die peinlichste Genauigkeit in betreff 
der Verweise zu beobachten, hätte NewTon also schreiben sollen: 


Methodus fluxionum utique non consistit in forma symbolorum 
(pag. 37). Et Kerzius hoc notaverat anno 1711 (pag. 238). 


Will man indessen diese Erklärung, die meiner Ansicht nach die einzige 
natürliche ist, nicht gutheißen, kann man, wie ich schon in meiner früheren 
Bemerkung hervorgehoben habe, höchstens folgern, daß Newron eine be- 
sondere Stelle der „Recensio“ als 1711 von Kæïzz redigiert bezeichnet hat, 
während die Cantorsche Folgerung: „Also behauptet Nzwron, daß Kerrx der 
Verfasser des Originals der Recensio war“ von einer Art ist, die nicht näher 
angegeben zu werden braucht. G. ENESTRöM. 


3 :320—8321, 321, 323, 326, siehe BM 14,, 1910/11, S. 268—269. — 3:327, 
siehe BM 10,, 1909/10, S. 77; HE, 1910/11, S. 83—84. — 3 : 330—351, siehe BM 3,, 
1902, 8. 241— 242. — 3:337, siehe BM 5,, 1904, S. 206. — 3:350, siehe BM $9,, 
1908/9, S. 336. — 3:364, siehe BM %,, 1906/7, 8. 304— 305. — 3:365, siehe 
BM %,, 1906/7, 8. 94. — 3:366, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 274— 275. — 3 : 3067, 
siehe BM %,, 1906/7, S. 215. — 3 :370—371, siehe BM 5,, 1904, S. 308. — 3 : 582, 
siehe BM 6,, 1905, S. 213. — 3:384, siehe BM 6,, 1905, 8. 319. — 3: 394, siehe 
BM 11,, 1910/11, 8. 174—175, 269—270. — 3:395, siehe BM 11,, 1910/11, 8. 270. 
— 3:397, siehe BM 8,, 1907/8, 3.94. — 3:398, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 305—306; 
S,, 1907/8, 8. 94—95. — 3:399, siehe BM 10,, 1909/10, S. 77—78. — 33 : 400, siehe 
BM 11,, 1910/11, S 271. — 3: 403, siehe BM LL, 1910/11, S.175. — 3:406, siehe 
BM 9,, 1908/9, S. 262; 44,, 1910/11, S. 84. — 3:408, siehe BM 6,, 1905, 8. 213. 
— 3:412, siehe BM %7,, 1906/7, S. 306. — 3:427, siehe BM 9,, 1908/9, S. 169. — 
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3:447, 455, siehe BM 2%,, 1901, 8. 151. — 457, siehe BM IH1,, 1910/11, 8. 271. — 
3 : 461, siehe BM 9,, 1908/9, S. 337. — 3:468, siehe BM 11,, 1910/11, S. 271— 272. 
— 3:473, siehe BM 2,, 1901, 8. 154—155; 4,, 1903, S. 401; 114,, 1910/11, 8. 272. 
— 3:475, siehe BM 10,, 1909/10, S.79—80. — 3:476, siehe BM 9,, 1908/9, 8.169 
—170, 476. — 8 : 477, 479, siehe BM 2,, 1901, 8. 151—152. — 3:480, siehe BM 8,, 
1907/8, 8.95. — 8 :481, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 79. — 3:482, siehe BM 10,, 
1909/10, 8. 178. — 3:496, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 337—338. — 3:497, 498, siehe 
BM 5,, 1904, 8. 309. HET 

3: 498. Da Herr Cantor hier bemerkt, daß Woırr im 5. Bande 
(1741) seiner Elementa matheseos universae den Streit zwischen NEwToN und 
LerBniz erzählt, erlaube ich mir, darauf aufmerksam zu machen, daß Wozrr 
schon früher zweimal diesen Gegenstand behandelt hatte, nämlich teils im 
seinem Mathematischen Lexikon (Leipzig 1716, Sp. 283— 288), teils in dem 
Anhange (,Kurtzer Unterricht von den vornehmsten mathematischen Schrifften“) 
der Anfangsgründe aller mathematischen Wissenschaften, deren erste Auflage 
1710 erschien; in der dritten Auflage (Halle 1725) befindet sich die be- 
treffende Stelle 5. 47—61 und das letzte Aktenstück, das daselbst erwähnt 
wird, ist die Historia fluxionum BRAPHSons. G. ENESTROM. 





3:500, siehe BM HA,, 1910/11, 8. 84— 87. — 3:507, siehe BM 5,, 1904, 
S. 71—72. — 3 : 507— 509, 509, siehe BM 9,, 1908/9, S. 338 — 339. 





3 : 510. Die zwei Bände des mathematischen Wörterbuches SAVERIENS 
erschienen nach den Titelblättern 1753 (nicht 1752). Ich gebe hier unten 
den vollständigen Titel wieder: 

Dictionnaire universel de mathématique (!) et de physique (!), où l’on 

traite de l’origine, du progrès de ces deux sciences & des arts qui en 

dépendent, & des diverses révolutions qui leur sont arrivées jusqu’à notre 
tems; avec l’exposition de leurs principes, & l’analyse des sentimens des 
plus célèbres auteurs sur chaque matiere. Paris M DCCLIL. 


49, 1:(4) + XXVII+(1) + 483 S. + 51 Taf. — 2:(4)+ 486 L (2) S. 50 Taf. 
— 8. 486 des 2. Bandes steht noch einmal das Druckjahr 1753. 


Am Ende des 2. Bandes befindet sich (S. 481—-484) eine „Table alphabétique '' 


des plus celebres mathématiciens & physiciens qui ont fleuri depuis l’origine 
du monde jusques à notre tems, & dont on a analysé les opinions, ou exposé 
les découvertes dans cet ouvrage“. Das Verzeichnis, das alphabetisch geordnet 
ist, umfaßt etwa 700 Namen; zuweilen ist es ein wenig schwierig, den rich- 
tigen Namen zu erkennen, z. B. bei „Elbroner“ (= HRILBRONNER). 

Z 2 ist „1734“ statt „1732“ zu setzen (vgl. BM 9,, 1904, 8. 309). 


G. ENESTRÖM. 


3:521, siehe BM 2,, 1901, 8. 441. — 3:527, siehe BM 7,, 1906/7, 8. 95. — 
3:535, siehe BM 4,, 1903, S. 401. — 3 : 536, siehe BM 5,, 1904, S. 206. 





8 : 537. Warum SaccHERI das Buch von MaLéziEu „kaum gekannt 
haben kann“ (Z. 9—10) verstehe ich nicht. Das Buch erschien schon 1713 
in Padua in lateinischer Übersetzung und eine neue Auflage dieser Über- 
setzung wurde daselbst 1734 herausgegeben. Hieraus geht ja hervor, daß das 
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Buch zu SacoHERIS Zeit gerade im nördlichen Italien sehr verbreitet war. Ich 
gebe hier unten den vollständigen Titel der ersten lateinischen Auflage wieder: 


Serenissimi Burgundiae ducis elementa geometrica Ex Gallico sermone 
in Latinum translata ad usum seminarii Patavini. Accessere Quatuor 
Propositiones ad Trigonometriam apprime utiles. Insuper Introductio ad 
Algebrae applicationem ad Geometriam, auctore Guisneo, Nunc primum 
latine reddita. [Buchdruckermarke] Patavii, Ex Typographia Seminarii, 
MDCCXIHI. Apud Joannem Manfre. Superiorum Permissu, & Privilegio. 
4°, (20) + 158 + 60 8. + 20 Taf. 
Der Titel der Auflage 1734 unterscheidet sich von dem der ersten nur durch 
das Druckjahr „MDCCXXXIV“ statt „MDCCXII“ und einige unbedeutende, 
rein typographische Abweichungen; auch die Seitenzahlen stimmen überein. 
Beiläufig bemerke ich, daß nach dem Vorworte die im Titel erwähnten 
„Quatuor propositiones ad trigonometriam apprime utiles“ (S. 136—138) von 
JAKOB HERMANN herrühren, der bis Ende April des Jahres 1713 Professor der 
Mathematik an der Universität in Padua war. G. ENESTROM. 


3 : 060, siehe BM HL,, 1910/11, S. 87. — 3:560, siehe BM 6,, 1905, S. 319— 
321. — 3:562, siehe BM LL. 1910/11, S. 176. — 3:565, siehe BM 3,, 1902, 8. 326 
— 327. — 3:566, siehe BM H1,, 1910/11, 8.176. — 3:571, siehe BM 3,, 1902, 
S. 327; 5,, 1904, 8. 72; 9,, 1908/9, 8. 170. — 3:575, siehe BM 9,, 1908/9, 8. 268. 
— 3:578, siehe BM 3,, 1902, 8. 327; 5,, 1904, 8. 309. — 3:582, siehe BM 7,, 
1906/7, 8. 307. — 3:588, siehe BM 10,, 1909/10, S. 80; 44,, 1910/11, 8. 176—177. 


3 : 584. Der erste Brief EuLers an Nıkoraus I BERNoULLI, worin die 
Frage der Zerlegung jeder algebraischen rationalen Funktion in reelle Faktoren 
ersten oder zweiten Grades berührt wird, ist vom 1. September 1742. Hier 
drückt EULER seinen Satz auf folgende Weise aus (Opera postuma 1, Petro- 
poli 1862, S. 525): 

Omnis expressio algebraica « + Bx + ya? + dx? + etc. quoteunque 
fuerit dimensionum, si non in factores simplices p + gx omnes reales 
resolvi queat, ea saltem in factores trinomiales p + gx + rxx, qui om- 
nes sint reales, semper resolubilis existat. 

Eurer sagt, daß er von der Richtigkeit des Satzes überzeugt sei, obgleich er 
noch keinen allgemeinen Beweis gefunden habe („etiamsi eam generaliter de- 
monstrare non valeam“). 

Auch in seinem folgenden Brief vom 10. November 1742 (a. a. O. 
S. 528—536) beschäftigt sich EULER mit diesem Satze, und aus dem, was er 
(a. a. O. S. 529—530) sagt, geht hervor, daß er noch nicht weiß, wie der 
Satz bewiesen werden soll, wenn die gegebene Funktion fünften oder höheren 
Grades ist. G. ENESTRÔM. 


3 : 585. Der Z. 14—15 erwähnte Brief ist ein Antwortschreiben auf 
einen Brief Eurers vom 14. Mai 1743, und in diesem Briefe berührt EULER 
(Opera postuma 1, Petropoli 1862, S 536—537) die Frage der Zerlegung eines 
Polynoms in reelle Faktoren, ohne der Lösung der Frage näher zu kommen. 
Dagegen ist der nächste Brief Eurers (vom 4. Februar 1744) von Interesse, 
weil daraus (a. a. 0. S. 539—540) hervorgeht, daß er schon Anfang 1744, 
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und zwar auf Grund einer Bemerkung von Nikoraus BERNOULLI („reliqua vero, 
quae hinc deduces, negotium, quod agitabam, prorsus conficiunt“) den vermeint- 
lichen Beweis gefunden hatte, den er 1751 veröffentlichte (Recherches sur les 
racines imaginaires des équations; Mem. de l’acad. d. sc. de Berlin 1749, 
gedruckt 1751, S. 247—250), und worüber Herr Cantor 8. 602—603 be- 
richtet. Das lateinische Original der Berliner Abhandlung wurde nach 


C. G. J. JaAcoBr am 10. November 1746 vorgelegt. G. ENESTROM. 


3 : 586, siehe BM 5,, 1904, S. 309. — 3 : 587, 590—591, siehe BM 11, 1910/11, 
S. 88— 89. — 3:598, siehe BM 8,, 1907/8, 8.214. — 3:599, 600-601, siehe 
BM 11,, 1910/11, 8. 177—178. 


3:603. Aus den Worten (2. 8—9): „Bei Eurer ist der Beweis für 
den Fall m= 2 erbracht, den Gauss dann verallgemeinerte“, wird der Leser 
leicht versucht anzunehmen, daß Eurer den fraglichen Satz nur für Polynome 
vierten Grades behandelte und für höhere Polynome den Beweis höchstens an- 
deutete. Aber in Wirklichkeit hat sich EuLEeR nicht auf den Fall m= 2 
beschränkt. Nachdem er diesen Fall erledigt hatte, und zwar etwa wie Herr 
Cantor Z. 9—23 angibt, behandelte er nacheinander folgende Sätze: „Toute 
équation du 8° degré est toujours resoluble en deux facteurs réels du 
quatrième degré; toute équation du 16° degré est toujours résoluble en 
deux facteurs réels du 8° degré“; „toute équation d’un degré, dont l’exposant 
est une puissance du binaire comme 2” (n étant un nombre entier plus grand 
que 1) est résoluble en deux facteurs réels du degré 2%-1% Da nun ein 
Polynom m‘®® Grades immer durch Vervielfachung mit einer Potenz von x 
eine Gradzahl von der Form 2* bekommen kann, betrachtete EULER seinen 
Satz als für jedes m bewiesen. 

Natürlich ist der Eunersche Beweis für m > 2 unvollständig, aber dies 
beruht nicht auf der Eurerschen Darstellung, sondern auf der Natur des Be- 
weises, und Gauss hat selbst nachgewiesen, daß aus diesem Grunde der für 
m = 2 richtige Beweis nicht für m > 2 verallgemeinert werden kann. 


G. ENESTRÖM. 


3:609, siehe BM 5,, 1904, S. 309— 310. — 3:612, siehe BM 7,, 1906/7, 
S. 307— 308; 9,, 1908/9, S. 339 — 340. — 3 : 614— 615, siehe BM 4,, 1903, 8. 89 — 
90; 7,, 1906/7, S. 308. — 3: 615, siehe BM HL,, 1910/11, 8. 178—179. — 3:616, 
siehe BM 6,, 1905, S. 214, 408; ®,, 1908/9, S. 263. — 3:617, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 263; 10,, 1909/10, S. 80—81. — %:636—637, siehe BM 2,, 1901, 8. 441. — 
3 :646—647, siehe BM 5,, 1904, S. 206—207. — 3 : 652, siehe BM 2,, 1901, S. 446; 
D,, 1904, S. 207. — 3 : 655, siehe BM 10,, 1909/10, S 275—176. — 3:660, siehe 
BM 2,, 1901, S. 441. — 3:666, siehe BM 10,, 1909/10, 8. 179. — 3:667, siehe 
BM 2,, 1901, 8. 441—442; 5,, 1904, S. 207— 208, 310. — 3:675, siehe BM 9,, 
1908/9, 5. 340—341. — 3:682, siehe BM 6,, 1905, S. 408. — 3:686, siehe BM 5,, 
1904, 8.208. — 3:688, siehe BM 9,, 1908/9, S. 341; 10,. 1909/10, 8. 276. — 3:689, 
siehe BM 2,, 1901, 8. 442; 8,, 1907/8, 8. 215. — 3:691, siehe BM 141,, 1910/11, 
8. 272—273. — 3:692, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 215. — 3 : 693, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 341. — 3:69, siehe BM 2,, 1901, S. 442. — 3:700, siehe BM 9,, 1908/9, 
S. 171, 342. — 3:702, siehe BM 9,, 1908/9, S. 171. — 3:708, 705, siehe BM 9,, 
1908/9, 8. 342— 343. — 3:718, siehe BM I1,, 1910/11, 8. 273. — 3: 722, siehe 
BM 9,, 1908/9, 8. 172. — 3:726—728, siehe BM 9,, 1908/9, S. 3435 — 344. — 
3: 731—732, siehe BM 11,, 1910/11, 8. 273—274. — 3: 736, siehe BM 6,, 1905, 
S. 111. — 3:749, siehe BM 9,, 1908/9, S. 172. — 3:750, siehe BM 2,, 1901, 
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S. 446. — 3:753, siehe BM 9,, 1908/9, S. 172—174. — 3:754, siehe BM 9,, 
1908/9, S. 344—345. — 3:758, siehe BM 2,, 1901, 8. 446; 9,, 1908/9, S. 345—346. 
— 3:759, siehe BM 5,, 1904, 8. 208. — 3:760, siehe BM 2,, 1901, 8. 447. — 
3 : 762, siehe BM 9,, 1908/9, S. 346. — 3:763, siehe BM H1,, 1910/11, 8. 180. — 
3:766, siehe BM 2,, 1901, S. 446. — 3:773, siehe BM 9,, 1908/9, S. 174—175, 
346— 347. — 3:774, siehe BM 2,, 1901, S. 442—443. — 3:787, 789, siehe BM H1,, 
1910/11, S 274. — 3:792, siehe BM 9,, 1908/9, S. 347. — 3:798, siehe BM 2,, 
1901, S. 443. — 3:813, siehe BM 9,, 1908/9, S. 348; 11,, 1910/11, 8. 180—181. — 
3:819, siehe BM 6,, 1905, 8. 321. — 3:845, siehe BM 2,, 1901, 8. 447; 3,, 1902, 
S. 327— 328. — 3:348, siehe BM 2,, 1901, S. 443. — 33 : 870 — 871, siehe BM 10,, 
1909/10, 8. 831—82. — 3 : 871, siehe BM LA,, 1910/11, S. 275. — 3 : 877— 878, siehe 
BM 11,, 1910/11, S 181. — 3:880, siehe BM 8,, 1907/8, 8. 95 —96. — 3:881, 
siehe BM 2,, 1901, S. 443; 9,, 1908/9, S. 264— 265; 10,, 1909/10, 8. 83. — 3 : 882, 
siehe BM 2,, 1901, S. 447; 5,, 1904, S. 414. — 3 : 890, siehe BM 4,, 1903, 8. 401; 
9,, 1908/9, 8. 348— 349. — 3:892, siehe BM 3,, 1902, S. 143; 9,, 1908/9, S. 265. 
— 3:894, siehe BM 9,, 1908/9, S. 349— 350; 11,, 1910/11, S. 89— 90. — 3:897, 
siehe BM 10,, 1909/10, S. 883. — 3:1IV (Vorwort), siehe BM 2,, 1901, S. 448. 





Anfragen. 


152. Über die Bedeutung des Termes ,radix relata‘ und ver- 
wandter Ausdrücke im fünfzehnten Jahrhundert. In meiner Anfrage 
Über zwei ältere Benennungen der fünften Potenz einer Größe (Biblioth. 
Mathem. 6,, 1905, 8. 324) habe ich im Vorübergehen bemerkt, daß der 
Ausdruck „radice relata“ in einem von Lisrı veröffentlichten Traktate vor- 
kommt, der meiner Ansicht nach wahrscheinlich aus der zweiten Hälfte des 
15. Jahrhunderts herrührt. Der Ausdruck bedeutet die Wurzel, deren Exponent 
5 ist, und dieselbe Bedeutung hat der Ausdruck bei Pacruoro (siehe Summa 
de arithmetica, Venedig 1494, Bl. 115°). Da man weiß, daß im 15. Jahr- 
hundert die 5. Potenz einer Größe „primo relato“ genannt wurde, kann die 
Anwendung des Ausdruckes „radice relata‘“ in einem entsprechenden Sinne als 
natürlich betrachtet werden. 

Aber etwa gleichzeitig, und ebenfalls in Italien, wurde „radix relata“ in 
einer anderen Bedeutung benutzt. L. BIRKENMAJER hat kürzlich Auszüge aus 
einem vor 1464 verfaßten Traktate von G. BrANcHINI mit dem Titel „Flores 
Almagesti“ veröffentlicht (siehe Flores Almagesti. Ein angeblich verloren ge- 
gangener Traktat GIovannı BIANcHINTs; Bullet. de l’acad. d. se. de Cracovie 
1911, $. 274—9275), worin folgende Stellen vorkommen: 


4 in se ductus producit 16. qui ductus in radicem de 4., producit 
32. cuius radix relata est 4.... radix cubice relata de 128 est 8.... 
radix relata relatarum de 4096 est 32. 


> 
[7 


2% 2+ 2 
Nun ist ja 32 — 4 *, 128 — 8 *, 4096 = 32 5, so daß bei BIANCHINI 
die drei Ausdrücke „radix relata“, ,radix cubice relata“, ,radix relata re- 
latarum“ Wurzeln bedeuten, deren Exponenten bzw. de 2 an 2° sind. 


Warum gerade diese Wurzeln besondere Benennungen bekommen haben, und 
nach welchen Gründen die Ausdrücke gebildet worden sind, geht aus den 
verôffentlichten Auszügen nicht hervor. 

Merkwürdigerweise kommt ein verwandter Ausdruck bei PacıvoLo vor, 
und zwar unter noch auffälligeren Umständen. Nachdem dieser die Bedeutung 
des Ausdruckes „radice relata“ (siehe oben) erklärt hat, fügt er hinzu: 
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Per R pronica communamente se intende numero multiplicato in 
se e sopra suo quadrato posto la J% de ditto numero de questa summa 
quel numero sia ditta 3 pronica. Commo .9. multiplicato in se fa .81. e 
sopra .81. posto la B de.9. che e .3. fa .84. La R pronica de .84. 
fia ditta da pratici .9. e cosi in molti. 
Hier bedeutet also „radice pronica“ der Zahl 84 eine Größe, die der 
Gleichung 


x? + Vx — 84 


genügt. Bekanntlich werden die zwei Wörter „relato“ und ,pronico“ bei 
GHauIcaI als Benennungen der 5. und 7. Potenz einer Größe benutzt (siehe 
Pratica d’arithmetica, Florenz 1548, Bl. 71?). 
Es wäre von Interesse, nähere Auskunft über den Ursprung der von 
BIANCHINI und Pacruoro benutzten Wurzelnamen zu bekommen. 
G. ENESTRöM. 





153. Leibniz und die Newtonsche „Analysis per aequationes 
numero terminorum infinitas“. Bekanntlich geht aus den Handschriften 
LæeiBnizens hervor, daß dieser im Oktober und November 1675 wichtige Re- 
sultate auf dem Gebiete der Infinitesimalrechnung erzielt hatte, und man hat 
hervorgehoben (vgl. F. Gresez, Die Entstehung des Nzewron-Lzreni?schen Prio- 
ritätsstreites hinsichtlich der Erfindung der Infinitesimalrechnung, Delitsch 1866, 
S. 4), daß LErBniz dabei, soweit bekannt, nicht durch irgendwelche von außen 
kommende Hilfsmittel oder Winke unterstützt worden sei. Insbesondere dürfte 
bisher allgemein angenommen sein, daß Leısnız frühestens im Oktober 1676 
von der Abhandlung Newrons Analysis per aequationes numero terminorum 
infinitas Kenntnis bekam. Indessen scheint es, wie ich schon bei einer anderen 
Gelegenheit (siehe Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, S. 256) bemerkt habe, 
als ob TscHIırnHAUs 1675 entweder in London oder kurze Zeit nach seiner 
Abreise von London eine Abschrift oder einen Auszug aus dieser Abhandlung 
bekommen hätte, und wenn dies wirklich der Fall war, ist es fast undenkbar, 
daß Leisnız die Abschrift nicht gesehen haben würde, weil TSCHIRNHAUS und 
LerBniz im Herbst 1675 zusammen in Paris arbeiteten. Aber die Analysis 
enthält so wichtige Aufschlüsse über die Newronsche Fluxionsmethode, daß es 
für die Beurteilung der Selbständigkeit LerBnizens bei der Erfindung der Diffe- 
rentialrechnung von großem Belang ist, endgültig zu entscheiden, ob meine 
Deutung des Briefes von ÜoLLIns an OLDENBURG vom 30. September 1675 
richtig oder unrichtig sei. 

Wie ich schon an der erwähnten Stelle hervorgehoben habe, enthielt dieser 
Brief (siehe Rıcaup, Correspondence of scientific men of the seventeenth century 1, 
Oxford 1841, S. 211—213) die zwei folgenden Passus: 


whereas he [TscHIRNHAUS]| saith he did not see the same series in Mr. 
Newron’s letter; that is "true, but nevertheless his method is as well 
applicable to a sector of a circle as to a zone, arch or segment... 
... but if the square root of the 3rd and cube root of the 4th be 
extracted, according tho the first theorem in Mr. Newrons letter... 


Aus diesen Zeilen habe ich gefolgert, teils daß „Mr. Newrow’s letter“ 
höchstwahrscheinlich die Analysis selbst war, teils daß TscHIRNHAus wahr- 
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scheinlich im September 1675 in Paris eine Abschrift (oder einen Auszug) der 
Analysis zur Verfügung hatte. 

Die erste Folgerung dürfte sehr nahe liegen. Die Analysis wurde 1669 
brieflich durch Barrow an CoLLIns gesandt, und dieser konnte also die Ab- 
handlung mit Recht „Mr. Newrons letter“ nennen. Ferner enthält die Analysis 
einen Abschnitt („Applicatio praedictorum ad reliqua istiusmodi Problemata“), 
worin durch Wurzelausziehung und Integration eine unendliche Reihe für die 
Länge eines Kreisbogens hergeleitet wird, welche Reihe von der LerBnizschen 
verschieden ist, so daß Coins sehr wohl auf diesen Abschnitt hinweisen 
könnte. Endlich kennt man keinen anderen von NEwToN vor dem 30. Sep- 
tember 1675 geschriebenen Brief, für welchen der Hinweis von CorLıns paßt. 
Freilich spricht CorLıns von „dem ersten Satze des Newronschen Briefes“, und 
der oben erwähnte Abschnitt wird nicht von Newron als Satz 1 bezeichnet. 

Eine eingehendere Untersuchung über die Frage, ob Corzins wirklich die 
Newronsche Analysis gemeint hat, ist also wünschenswert. 

Meine zweite Folgerung stütze ich darauf, daß TscHIRNHAUS, wenn er nicht 
in Paris eine Abschrift (oder einen Auszug) von „Mr. Nzwrons letter‘ zur 
Verfügung hatte, den Brief in London sehr eingehend studiert haben muß, 
was ich als wenig wahrscheinlich betrachte. Damals war TsCHIRNHAUS ja nur 
24 Jahre alt und sicherlich noch nicht weit in die höhere Mathematik ein- 
gedrungen, so daß man kaum annehmen kann, daß er sich nach vielen Monaten 
des genauen Inhaltes einer von ihm eingesehenen Arbeit aus der Reihenlehre 
erinnert hätte. Dagegen ist es sehr natürlich, daß er, wenn er nach Paris 
eine Abschrift des Newronschen Briefes mitbrachte, dieselbe seinem Freunde 
LerBniz zum Einsehen überließ, und daß dieser ihn auf die Verschiedenheit 
der zwei Reihen aufmerksam machen sollte. 

Indessen kann diese Folgerung offenbar nur als wahrscheinlich bezeichnet 
werden; denn es ist nicht unmöglich, daß Tsc#HirnHAus den kurzen Abschnitt 
„Applicatio praedietorum ad reliqua istiusmodi Problemata“ der Analysis recht 
genau studiert hatte. Hierzu kommt noch ein anderer Umstand, wodurch die 
Richtigkeit meiner Folgerung verdächtig scheint, nämlich daß man im Con:- 
mercium epistolicum nichts über das Übersenden einer Abschrift der Analysis 
an TScHIRNHAUS findet. Allerdings kann dieser Umstand darauf beruhen, daß 
die Herausgeber des Commercium epistolicum den Brief Newroxs vom 10. De- 
zember 1672 mit „Mr. Newrons letter“ verwechselten (vgl. Biblioth. Mathem. 
11,, 1910/11, S. 256); aber diese Erklärung ist natürlich nicht als endgültig 
zu betrachten. Ebensowenig entscheidend ist der Umstand, daB W. W.R. Bar 
in seinem Account of the history of mathematics (siehe die Ausgabe London 
1908, S. 357—358) in betreff der Analysis bemerkt: „It is known that a copy 
of Newron’s manuscript had been sent to TSCHIRNHAUSEN in May, 1675“; 
denn nach einer freundlichen Mitteilung des Herrn BALL beruht diese Angabe 
eben auf einer Verwechslung der Analysis mit dem Brief Newrons vom 10. De- 
zember 1672. 

Eine nähere Untersuchung über die Frage, ob TscHirnH#aus wirklich 1675 
eine Abschrift der Analysis bekam, ist also wünschenswert. 

(& ENESTRÖM. 
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T. L. Heath. Diophantus of Alexandria. A study in the history of 
greek algebra. Second edition. With a supplement containing an account 
of Fermar’s theorems and problems connected with DiopHantTine analysis 
and some solutions of DiopHantine problems by Eurer. Cambridge, 
University press 1910. 8°, VI + (1) + 387 8. [123 Sh.] 

Die erste Auflage dieser Arbeit erschien 1885 und enthielt 259 Druck- 
seiten. Während der Jahre 1885 —1910 sind, wie HEATH in seinem Vorwort 
zur zweiten Auflage hervorhebt, viele Untersuchungen über DI0oFANToS aus- 
geführt worden, und besonders ist dabei die DioranTos-Ausgabe von P. TANNERY 
(1893—1895) zu nennen. Diese Untersuchungen hat HzarH bei der Vor- 
bereitung der neuen Auflage seiner Arbeit berücksichtigt, so daß er einige 
Abschnitte neu bearbeitet hat, und überdies hat er auf die spätere Geschichte 
gewisser Diorantischer Probleme Bezug genommen, indem er als Supplement 
einen Bericht über Lösungen solcher Probleme bei FERMAT und EULER bringt. 

Die eigentliche Arbeit besteht aus einer ausführlichen Einleitung (S. 1—127) 
und einen ebenso ausführlichen Bericht über die zwei uns aufbewahrten 
Schriften des DioranTos, nämlich die Arithmetik (8. 129—246, 260—266), 
und das Bruchstück über die Vieleckszahlen (8. 247—259). 

Die Einleitung enthält 6 Kapitel. Im ersten Kapitel (8. 1—13) faßt 
HEATH das wenige zusammen, das wir über die Persönlichkeit des DIoFANTos 
und über seine Schriften wissen; bei dieser Gelegenheit wird auch die schwierige 
Frage: „Was enthielten die 7 verlorenen Bücher der Arithmetik“ untersucht, 
und HEATH billigt dabei die von P. TANNERY gegen NESSELMANN verteidigte 
Ansicht, daß die verlorenen Bücher eben die letzten und die schwierigsten 
sind. Das zweite Kapitel (S. 14—31) bringt eine Übersicht der Handschriften, 
der Ausgaben, der Übersetzer und der Kommentatoren des DioranTos; in be- 
treff der Übersetzer verweilt Hrarn besonders bei XyLANDER und hebt die 
Verdienste seiner Übersetzung hervor. Im dritten Kapitel (8. 32—53) beschäftigt 
sich HEATH mit den mathematischen Termen und Zeichen bei DioFAnTos, und 
benutzt die Gelegenheit, um auch Notizen über die spätere Entwicklung der 
algebraischen Zeichensprache zu geben. Das vierte Kapitel (S. 54—98) ist 
den von DiorFAntos angewandten Methoden gewidmet; bekanntlich hat schon 
NESSELMANN diesen Gegenstand eingehend behandelt, und HEATH wendet sich 
zum Teil polemisch gegen Nesszrmann. Dann folgt ein Kapitel (S. 99—110) 
über die von Diorantos zitierten „Porismen‘“ und anderen Sätze, die diesen 
ähnlich sind; daß die Porismen wirklich eine besondere Schrift das DioFANTos 
bildeten, hält HEatTH für nicht unwahrscheinlich. Das letzte Kapitel 
(8. 111—127) bezieht sich auf den Platz, den Dioraxros in der Geschichte 
der Mathematik einnimmt. 

Der Bericht über die Arithmetik gibt Auskunft über den Inhalt der ein- 
zelnen Sätze der uns aufbewahrten sechs Bücher, und ebenso wird das Frag- 
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ment über die Vieleckszahlen erläutert. Als Ergänzung des Berichtes wird 
eine tabellarische Übersicht der Sätze in modernen Zeichen hinzugefügt. 

Bei der Bearbeitung der neuen Auflage hat sich HEATH offenbar bemüht, 
von den neuesten mathematisch-historischen Untersuchungen möglichst genaue 
Kenntnis zu nehmen und sie zu verwerten. Meines Erachtens haben seine Be- 
mühungen auch guten Erfolg gehabt, und es sind eigentlich nur seine Notizen 
(8. 38—39) über die Geschichte der algebraischen Zeichensprache am Anfange 
der neueren Zeit, die mir weniger gelungen zu sein scheinen. Schon am Ende 
des 15. Jahrhunderts, also lange Zeit vor VIErE, hatte man Zeichen für mehr 
als eine Unbekannte, und im Laufe des 16. Jahrhunderts entwickelte sich die 
Zeichensprache noch weiter, so daß man nicht nur eine beliebige Zahl von 
Unbekannten, sondern auch ihre Potenzen bezeichnen konnte. PacıvoLo nennt 
die zweite Unbekannte „quantita“ (siehe Summa de arithmetica, Venedig 
1494, Bl. 148”), während die erste „cosa“ heißt, und er fügt hinzu, daß in 
den „libri pratichi antichi“ die zweite Unbekannte „cosa seconda“ genannt 
wurde; man hätte also schon damals in den Rechnungen eine beliebige Zahl 
von Unbekannten benutzen können. Als Zeichen der zweiten Unbekannten 
bediente sich Pacıuoro einer Abbreviatur des Wortes „quantita“ und RupouLrr 
vereinfachte dieses Zeichen, indem er nur q schrieb (siehe Behend vnnd 
hubsch Rechnung durch die kunstreichen regelm Algebre, Straßburg 1525, 
Bl. R1%). Etwas später benutzte Srtirsr (siehe Arithmetica integra, 
Nürnberg 1544, Bl. 251?) 1A, 1B, 1C, usw. für die zweite, dritte, 
vierte usw. Unbekannte, und Burzo (siehe Logistica, Lyon 1559, S. 189—196) 
wandte wesentlich dieselbe Bezeichnungsweise an. Wenn in den Rechnungen 
mit mehreren Unbekannten auch ihre Potenzen vorkamen, bezeichnete STIFEL 
das Quadrat von 1A teils (a. a. O.) durch 1A3, teils (siehe Die Coss 
Carisropæ Rupozrrs, Königsberg 1553— 1554, Bl. 61°) durch 1AA, und auf 
diese Weise konnte er die Potenzen der zweiten, dritten usw. Unbekannten 
ebenso leicht wie die Potenzen der ersten Unbekannten bezeichnen. Ich kann 
also nicht mit dem Schluß der folgenden Bemerkung ($. 39) von HEATH ein- 
verstanden sein: ‚This system [nämlich von Vıste] . . . has the infinite 
advantage that by means of it we can use in one and the same solution any 
number of unknown quantities. This is absolute by impossible with the not- 
ation used by . . . the earlier algebraists.“ 

Sonst sind die Bemerkungen, die ich bei der Durchsicht der Arbeit von 
HEATH notiert habe, von untergeordneter Bedeutung. Nur beispielsweise bringe 
ich hier unten zum Abdruck einige derselben. 

S. 20. HrarH bemerkt, daß das exakte Datum der Oratio introduc- 
toria des REGIOMONTANUS nicht bekannt ist. Allein nach A. Favaro [Le 
matematiche nello studio di Padova dal princiyio del secolo XIV alla 
fine del XVI, Padova 1880, S. 36) begann REGIOMONTANUS seine Vor- 
lesung am Ende des Jahres 1463, das also das Datum der Oratio intro- 
ductoria sein dürfte, und endete die Vorlesung 1464. — Der Brief an 
BıancHinı, den HEATH in der Fußnote 3 zitiert, ist seit 1902 den Historikern 
der Mathematik leichter zugänglich in den Abhandl. zur Gesch. d. 
mathem. Wiss. 12, S. 242—266. 

S. 31. Außer den von HEATH erwähnten Übersetzungen des DioFAnTos 
dürfte es noch eine holländische geben. D. Brerens DE Haan (Bibliographie 
néerlandaise . .. sur les sciences mathématiques, Rome 1883, S. 134) 
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verzeichnet unter FR. van DER Hurrs: De stel-konstige Boecken Dropkanrı Alex- 
andrini (Dordrecht 1654, 70 8. 8°, neue Auflage, Amsterdam 1661) und 
J. W. Müzzer (Auserlesene mathematische Bibliothek, Nürnberg 1820, 8. 254) 
erwähnt eine Schrift: Dropxanres van Alexandrien Stelkonst, in de Neder- 
tuytsche tael vertaelt door Fr. van Hvıps (Heusden 1754 [!]). Ob es sich um 
drei Auflagen derselben Schrift handelt, weiß ich nicht. — Eine schwe- 
dische freie Übersetzung des 1. Buches der Arithmetik besorgte P. Gzimsrepr 
(Första boken of Diopxaxrr Arithmetica. Algebraisk öfversättning, Lund 1855, 
(2) + II + 228. 8°) 

S. 53. Mit der Bemerkung: ”Such equations then as lead to surd . . . 
roots he [DiopHANTUS] regards as useless for his purpose“ bin ich nicht ganz 
einverstanden. Allerdings ist für Diorantos die Hauptaufgabe, rationale 
Werte der unbekannten Größen zu finden, aber daß er nicht unter allen Um- 
ständen Gleichungen, deren Wurzeln nicht rational sind, als unnütz betrachtet, 
hebt HEarTx selbst einige Zeilen weiter unten hervor, indem er auf die Lösung 
des 30. Problems des 5. Buches hinweist. 

S. 121. In betreff des Ursprunges der von HEIBEre und ZEUTHEN (Bi- 
blioth. Mathem. 8,, 1907/8, S. 118—134) veröffentlichten Aufgaben der unbe- 
stimmten Analytik schließt sich HEATH der Ansicht ZEUTHENS an, daß die 
Aufgaben wahrscheinlich aus der Zeit zwischen EUKLIDES und DioFantos her- 
rühren. Ich erlaube mir zu bemerken, daß die Aufgaben sehr wohl aus einer 
weit späteren Zeit herstammen und indisch-arabischen Ursprunges sein könnten 
(vgl. Jahrb. über d. Fortschr. d. Mathem. 38, Berlin 1910, $. 59). 

Das Supplement bezieht sich, wie ich schon bemerkt habe, auf Lösungen 
DiorAntischer Probleme bei FERMAT und EULER. Auf FERMAT beziehen sich die 
Abschnitte: Über Darstellung von Zahlen durch Ausdrücke von der Form 
ax?” + by?, über die Gleichung x° — Ay*— 1 (auch die ältere Geschichte 
dieser Gleichung wird behandelt); über rationale rechtwinklige Dreiecke; über 
einige andere Probleme bei FERMAT; über dreifache Gleichheiten. Von EuULER 
hat HEATH 17 Probleme entnommen, vorzugsweise über Ausdrücke, die gleich- 
zeitig Quadrate sein sollen. Wenn man sich erinnert, daß wir noch keine 
ausführliche Geschichte der Zahlentheorie besitzen, kann das Supplement als 
eine dankenswerte Vorarbeit zu einer solchen Geschichte betrachtet werden. 
Ob diese Vorarbeit durch das Einfügen derselben in die Monographie über 
DioFanTos einen passenden Platz bekommen hat, sei dahingestellt. 

Zwei Register, das eine ein griechisches Sachregister, das andere ein 
englisches Sach- und Namenregister, beenden die neue Auflage. 


Stockholm. G. ENESTRÖM. 





Neuerschienene Schriften. 


Neuerschienene Schriften. 


359 


Das Zeichen * bedeutet, daß die betreffende Schrift der Redaktion nicht vorgelegen hat. 


Ahrens, 16. 
Alasia, 8, 67. 


Al-Hadschdschadsch, 32. 


Al-Narizi, 32. 
André, 118. 
Archimedes, 23. 
Auerbach, 3. 
Ball, R. S., 100. 
Barrau, 5. 
Besthorn, 32. 
Bianchi, 114. 
Bigourdan, 45. 
Billy, 56. 
Birkenmajer, 39. 
Borel, 109. 
Braytzeff, 115. 
Cajori, 59, 66. 
Cannon, Annie, 89. 
Cantor, 4, 71. 
Celoria, 105. 
Ceretti, 28. 
Dannemann, 10. 
Del Gaizo, 52. 
Delisle, 62. 
Demoulin, 94. 
Doublet, 62, 65. 
Duhem, 41. 
Eibe, Thyra, 54. 
Ekstrand, 26. 
Eneström, 1, 53, 120. 
Engel, 76. 


a) Zeitschriften. 


Autoren- Register. 


Euklides, 32. 
Euler, 63, 64. 
Faraut, 15. 
Favaro, 47—50. 
Feddersen, 78. 
Fergola, 105. 
Fleet, 29, 30. 
Fuss, 63. 
Galän, 51. 
Geer, 58 
Goldbeck, 21. 
Gorczynski, 108. 
Gram, 110. 
Guimaräes, 13. 
Gunnell, 119. 
Günther, 99 
Halsted, 81. 
Haskins, 35. 
Hayashi, 61. 
Heath, 19, 27. 
Heiberg, 23, 24, 32, 54, 
37. 
Hensel, 73, 75. 
Hilbert, 97. 
Jiménes Rueda, 44. 
Jolles, 114. 
Jouguet, 11. 
Karpinski, 36, 40. 
Kewitsch, 17. 
King, Elisabeth, 112. 
Klein, 68. 


Allgemeines. 


Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift für 
Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften. Herausgegeben von G. Exe- 
ström. Leipzig (Stockholm). 8°. [1 


11, (1910/11) : 3. — [Rezension des Bandes 10,:] 
Bruxelles, Soc. scient., Revue des quest. scient. 


20, 1911, 335— 337. 


(H. Bosmans.) 


Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G.Lorıa. Torino (Genova). 8°. [2 


13 (1911) : 1— 2, 


Taschenbuch für Mathematiker und Phy- 
siker. Unter Mitwirkung zahlreicher 
Fachgenossen herausgegeben von Ferıx 


AuErBACH und R. Rorke. 


Teubner. 


Leipzig, 
[3 


2 (1911). XI + 567 S. + Porträt. — [7 Mk.] 
— [Selbstanzeige:) Deutsche Mathem.-Verein,, 
Jahresber. 20, 1911, 101. — [Rezension:] Bru- 


Cantor, M., 
Mathematik. 23 (1900). 


Königsberger, 79. 

Kucera, 86. 

Kummer, 75. 

Laisant, 95. 

Lampe, 91. 

Lebon, 82. 

Leibniz, 60. 

Lind, 7. 

Lorey, 102. 

Loria, 2, 9, 113. 

Maggi, 98. 

Meth, 74. 

Meyer, Kirstine, 54 

Milhaud, 6. 

Miller, 121. 

Morduchai-Boltowskij, 
84 

Müller, Karl H., 69. 

Müsebeck, 77. 

Navarre, 62. 

Novak, 107. 

Octavio de Toledo, 14. 

Oliva, 43. 

Paoli, 55. 

Perron, 117. 

Picard, 109. 

Poincaré, 81. 

Poske, 92. 

Possé, 95. 

Reindl, 80. 

Ricci, 85. 


Riecke, 92. 
Riehl, 46. 
Ristenpart, 111. 
Ritter, 60. 
Rogovskij, 103. 
Römer, 54. 
Rothe, 3. 
Schaewen, 56. 
Schlesinger, 72. 
Schotten, 83. 
Schumacher, 57. 
Simon, 31, 38. 
Smith, Edv., 87. 
Sobotka, 101. 
Somigliana, 98. 
Sommerfeld, 96. 
Springer, 12. 
Stäckel, 64 
Sturm, 42, 
Thaer, 20. 
Torelli, 85. 
Veillon, 90. 
Vogt, 18. 
Voigt, 70. 
Volterra, 113. 
Vräna, 25. 
Weyl, 97 
Wiedemann, 34, 
Wisk, 97. 
Würschmidt, 33. 
Zeuthen, 22. 


xelles, Soc. scient., Revue des quest. scient. 20,, 
1911, 277— 279. (P.M.) — L’enseignement ma- 
them. 13, 1911, 253. — Mathesis 1,, 1911, 186— 


187. (P. M.) 


Vorlesungen über Geschichte der 
[Kleine Bemerkungen: 


Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 233—249, (G. EnE- 
STRÖM, A. FAVARO.) — 33% (1901). [Kleine Be- 
merkungen:] Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 249 


—275. (G. ENBSTRÖM.) 


[4 


*Barrau, J. A., Over de ontwikkelings- 


wijze der wiskunde. Delft, Waltman 1909. 


8°, 29 S. 


(5 


“Milhaud, &., Nouvelles études sur l’his- 


toire de la pensée scientifique. Paris, 


Alcan 1911. 


[6 


8°, 235 S. — [5 fr.] — [Rezension:] Deutsche 
Literaturz. 32, 1911, 1168—1169 (K. BöHm.) 


Lind, B., Über das letzte Fermatsche Theorem 


(1910). [Rezension:] Monatsh. für Mathem. 22, 


1911; Lit.-Ber. 29 — 30. 


(SCHRUTKA.) [7 


360 


Alasia, C., Euclidei e non euclidei. [8 


Rivista di fisica 20, 1909, 183 —224 — Über 
die Geschichte der nichteuclidischen Geometrie. 


Loria, G., Spezielle algebraische und transzendente 
ebene Kurven. Theorie und Geschichte. Deutsche 
Ausgabe. Aufl. 2. 1—2 (1910—1911). [Rezension 
des 1. Teiles:] New York, Americ. mathem. soc., 
Bulletin 17,, 1911, 545—546. (0. L. E. MOORE. — 
[Rezension des 2. Teiles:] Bruxelles, Soc. scient,, 
Revue des quest. scient. 19,, 1911, 633— 636. 
(H. Bosmaxs.) — New York, Americ. mathem. soc. 
Bulletin 17,, 1911, 545-546. (©.L.E.MoorE.) — 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 20, 1911, 
99. (X. SCHÜTTE.) — Archiv der Mathem. 18,, 1911, 
179 —180. (H. WIELEITNER.) — Bullet. d. sc. ma- 
thém. 85,, 1911, 156 —162. (E. LAcoURr.) [9 


Dannemann, F., Die Naturwissenschaften in ihrer 
Entwicklung. 1 (1910). [Bezension:) Zeitschr. für 
mathein. Unterr. 42, 1911, 389—390. (E. RorH.) [10 


Jouguet, E., Lectures de mécanique, La méca- 
nique enseignée par les auteurs originaux. 1—2 
(1908—1909) [Rezension:] Monatsh. für Mathem. 
22, 1911; Lit.-Ber 37—38. (LAMPA.) Kt 


*Springer, P. H., Die Lichttheorie in 
ihrer geschichtlichen Entwicklung. I—U. 
Linz 1907—1908. [12 

8%, 53 +51 8. 

Guimaräes, R., Les mathématiques en Portugal. 
Ed. 2 (1909). [Rezension:] Deutsche Mathem.- 
Verein., Jahresber. 20, 1911, 130. — Bollett. di 
bibliogr. d. sc. matem. 18, 1911, 5—6. (G.L.) — 
L’intermédiaire des mathématiciens 18, 1911, 
Suppl. n?1, S.2. (A.B.) [13 


Octavio de Toledo, L., La historia de la 


matemätica pura en España. [14 
Madrid, Soc. matem., Revista 1, 1911, 62—65 


Faraut, F. G., Astronomie cambodgienne (1910). 
[Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., Revue des 
quest. scient. 20,, 1911, 281—284. (H.BosmAns.) [15 


Ahrens, W., Mathematische Unterhaltungen und 
Spiele. Aufl. 2. 1 (1910). [Rezension:] Deutsche 
Literaturz. 32, 1911, 1149 —1150. (E. LAMPE.) — 
Monatsh. für Mathem. 22, 1911; Lit-Ber. 32. 
(SCHRUTKA.) [16 


b) Geschichte des Altertums. 


Kewitsch, 6., Zur Entstehung des 60- 
Systems. [17 
Archiv der Mathem. 18,, 1911, 165 —168. 


Vogt, H., Die Entdeckungsgeschichte des Irratio- 
nalen nach Plato und anderen Quellen des 4. 
Jahrhunderts (1910). [Rezension:] Bruxelles, Soc. 
scient., Revue des quest. scient. 20,, 1911, 330— 
335. (H. BosmaNxs.) [18 


Heath, T. L., Osservazioni storiche sopra 


la scoperta degli irrazionali. [19 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 13, 1911, 1—4. 


Thaer, C., Über die Mer ODE BEL EDE 
des Archytas. 

Jena, Mathem. Seminar, 
+ Taf. 

*Goldbeck, E., Die geozentrische Lehre 
des Aristoteles und ihre Auflösung. 
Berlin, Weidmann 1911. [21 
8°, 27 S. — (1 Mk] 


Bericht::1908/9, 13 be 














Neuerschienene Schriften. 


Zeuthen, H. G., Sur la constitution des livres 
arithmétiques des éléments d’Euclide et leur 
rapport à la question de l’irrationalit& (1910). 
[Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., Revue des 
quest. scient. 20,, 1911, 330—335. (H. Bos- 
MANS,) 122 


Archimedis Opera omnia. Iterum edidit J. L. Heı- 
BERG. 1 (1910). [Bezension:] Bullet. d. se. mathém. 


35,, 1911, 155—156. (P.D., Er. L)) [23 
*Heiberg, J. L. [Eine neue Schrift des 
Archimedes]. Odessa 1908. [24 


8%, XV +27 +4 5.4 Bildnis. — Russisch. 


*Vräna, F. [Die von Archimedes dem Era- 
tosthenes gegebene Erläuterung der 
mathematischen Methoden der For- 
schung]. [25 

[Programm des Gymnasiums in] Prossnitz 1909, 
3—17. — Böhmisch. 


Ekstrand, V., Heron frän Alexandria. [26 


Tidskrift för landtmäteri 8, 1911, 6—21, — 
Bericht über den Traktat JJegi dıorerons. 


Heath, Th. L., Diophantus of Alexandria Ed. 2 
(1910). [Rezension :] Deutsche Literaturz. 32, 1911, 
1977—1980. (K. Bopr.) — The americ. mathem, 
monthly 18, 1911, 48. (F.) [27 


c) Geschichte des Mittelalters. 


Ceretti, U., Sulla origine delle cifre 
numerali moderne. I. [28 
Rivista di fisica 19, 1909, 503—517; 20, 1909, 
285 — 300, 381—413, 479 — 488. 


Fleet, J. F., Aryabhata’s system of ex- 


pressing numbers. [29 
Asiatic soc., Journal 1911, 109 —126. 


Fleet, J. F., The use of the abacus in 


India. [30 
Asiatic soc., Journal 1911, 518—521. 


Simon, M., Zu Hwarizmi’s hisab al gabr 


wal muqgabala. [31 
Archiv der Mathem. 18,, 1911, 202 — 203. 


Besthorn, R. O0. et Heiberg, J. L., Codex Lei- 
densis 399, 1. EucLipis elementa ex interpreta- 
tione AL- HADSCHDSCHADSCHI cum commentariis 
Ar-Narızıu. IL :1—2, III : 1 (1900—1910). [Rezen- 
sion:] Biblioth. Mathem, 11,, 1910/11, 277— 280. 
(H. SUTER.) [32 


Würschmidt, J., Über die Brennkugel. [33 
Monatsh. er den naturwiss. Unterr. 4, 1911, 98 
—113. — Über eine Arbeit von KAMAL AL Din 
AL FARISI. 


Heiberg, J.L. und Wiedemann, E., Eine 
arabische Schrift über die Parabel und 
parabolische Hohlspiegel. 134 

Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 193 — 208. 


Haskins, Ch. H., Adelard of Bath. [35 
The english historical review 1911, 491— 498. 


Karpinski, L. €., Robert of Chesters translation of 
the algebra of Al-Khowarizmi (1911). [Résumé:] 
New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 17,, 
1911, 522. .. [86 


Neuerschienene Schriften. 


Heiberg, J. L., Noch einmal die mittel- 
alterliche Ptolemaios-Übersetzung. [37 
Hermes 46, 1911, 207— 216. 


Simon, M., Zur indischen Trigonometrie. 
Archiv der Mathem. 18,, 1911, 202. [38 


Birkenmajer, L., Flores Almagesti. Ein 
angeblich verloren gegangener Traktat 
Giovanni Bianchini’s. [39 


Cracovie, Acad. d. sc., Bulletin 1911 (sc. mathem.), 
268 — 278, 


Karpinski, L. C., An italian algebra of 


the fifteenth century. [40 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 209 — 219. 
Duhem, P., Etudes sur Leonard de Vinei. 1—2 


(1906 —1909). 
mathem. soc., Bulletin 17,, 1911, 484 — 488. 
E. SMITH.) 


[Rezension:] New York, Americ. 
(D. 
[41 


d) Geschichte der neueren Zeit. 


Sturm, R., Koppernicus ist deutscher 

Nationalität. [42 

Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 20, 1911, 
161—167. 

*Oliva, A., Sulla soluzione dell’ equazione 
cubica di Tartaglia. Studio storico- 
critico. Milano 1909. [43 

5°, 36 8. 
Jiménez Rueda, C.. Pedro Nunez (Nonius). 
Madrid, Soc. matem , Revista 1, 19117 41—43. [44 


Bigourdan, G., La découverte des lois 


de Kepler. [45 
Revue génér, d. sc. 21, 1910. 
Riehl, A., Galileo Galilei. [46 


Internationale Wochenschrift 3, 1909, 697— 716. 


Favaro, A., Galileo Galilei (1910). [Rezension :] 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 15, 1911, 6. 
(G. 1.) [47 


Favaro, A., Galileo e le edizioni delle sue opere 
(1910). [[Rezension:] Bollett. di bibliogr. d. sc. 
matem. 13, 1911, 47. [48 


Favaro, A., Ascendenti e collaterali di 
Galileo Galilei. [49 


Archivio storico italiano 1911. 35 S. 


Favaro, A. Amici e corrispondenti di 
Galileo Galilei. XXV. Tommaso Se- 


geth. [50 
Venezia, Istituto Veneto, Atti 70:2, 1911, 618— 
654. 

Galän, G., Pierre Fermat. [51 


Madrid, Soc. matem., Revista 1, 1911, 1—3. 


Del Gaizo, M., L’opera scientifica di G. 
A. Borelli e la scuola di Roma nel 
secolo XVII. [52 

Roma, Accad. d. Nuovi Lincei, Memorie 27, 
1909, 275 — 307. 

Eneström, @., Über die Erfindung des 
Algorithmus der Newtonschen Fluxions- 
rechnung. [53 

Biblioth. Mathem, 11,, 1910/11, 276. — Anfrage. 


| 
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Eibe, Thyra og Meyer, Kirstine, Ole 
Römers Adversaria, med understöttelse 
af Carlsbergsfondet udgivne af det kgl. 
danske Videnskabernes Selskab. Köben- 
havn 1910. [54 


89, 7 + 271 S. — [Rezension:] Bullet. d. se. 
mathém. 35,, 1911, 151—152. (Er. L.) 


Paoli, A., La scuola di Galileo nella storia della 
filosofia. Corrispondenza del padre Grandi col 
Tomasso Ceva (1908) [Rezension:] Bollett, di 
bibliogr. d. sc. matem. 18, 1911, 48. [55 


Schaewen, P. von, Jacobi de Billy, Doctrinae ana- 
lyticae inventum novum (1910). [Rezension:] 


Zeitschr. für mathem. Unterr. 42, 1911, 324. (K. 
LÖSCHHORN.) [56 
Schumacher, J., Das Colonel Titus’ 
Problem. 57 


Archiv der Mathem, 18,, 1911, 141—154. 


Geer, P. van, Hugeniana geometrica. 
IX. [58 


Amsterdam, Wisk. genoots., Nieuw archief 9, 
1911, 338 — 358. 


Cajori, F., Historical note on the Newton- 
Raphson method of approximation. [59 


The americ. mathem. monthly 18, 1911, 29 — 32. 
— [Rezension:] Bruxelles, Soc. scient, Revue 
des quest. scient. 20,, 1911, 337— 340. (H. Bos- 
MANS.) 


Ritter, P., Drei neue Briefe von Leib- 


niz. [60 
Berlin, Akad.d.Wiss., Sitzungsber. 1909, 897—901. 


Hayashi, T., The ,Fukudai* and determinants in 
‚Japanese mathematics (1910). [Rezension:] Bol- 
lett, di bibliogr. d. sc. matem. 13, 1911, 48. [61 


Doublet, E., Correspondance échangée 
de 1720 & 1739 entre l’astronome J.-N. 
Delisle et M. de Navarre. [62 


Bordeaux, Acad d. sc., Actes 1910. 878. — 
[Rezension:] Bullet. d. sc. mathém. 85,, 1911, 
150. (Er. L.) 


Leonardi Euleri Opera omnia. Sub au- 

spiciis societatis scientiarum naturalium 
Helveticae edenda curaverunt F. Rudio, 
A. Krazer et P. Stäckel. I:1. Leipzig, 
Teubner 1911. [63 
4°, XCV + 651 S. + Porträt. — [35 fr.] — 
Vollständige Anleitung zur Algebra mit den 
Zusätzen von J. L. LAGRANGE. Herausgegeben 
von H., WEBER. Mit einem Bilde von L. Euler, 
einem Vorwort zur Eulerausgabe und der Lob- 
rede von N. Fuss. 


Stäckel, P., Ein Brief Eulers an d’Alem- 
bert. [64 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 220 — 226. 


Doublet, E., La vie d’un professeur de 
mathématiques pendant la révolution. 
La revue du mois 9, 1910, 460 —466. [65 


Cajori, F., Horner’s method of approxi- 
mation antieipated by Ruffini. [66 


New York, Americ. mathem. soc., Bulletin 17,, 
1911, 409— 414. 
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Alasia, C., Essai d’une bibliographie sur 
la theorie des groupes. [67 
Rivista di fisica 19, 1909, 315— 323, 435 447, 
527— 539. 

Klein, F., Bericht über den Stand der 

Herausgabe von Gauß’ Werken. IX. [68 
Göttingen, Ges. d. Wiss., Nachr. 1911 (Geschäftl 
Mitteil.), 26—32. — [Wieder abgedruckt:] 
Mathem. Ann. 71, 1911, 251— 256. 

Müller, Karl H., Traugott Müller und 
sein Einfluß auf die Methode des mathe- 
matischen Unterrichts in der ersten 
Hälfte des 19. Jahrhunderts. [69 

Zeitschr. für mathem. Unterr. 42, 1911, 265— 281. 


Voigt, W., Ein deutsches Gelehrtenleben 


(Franz Neumann). [70 
Internationale Wochenschrift 3, 1909, 371— 378, 
397— 410. 


Cantor, M., Karl Wilhelm Feuerbach. [71 


Heidelberg, Akad. d. Wiss., Sitzungsber. 1910. 
18 S. — [Rezension:] Bruxelles, Soc. scient., 
Revue des quest. scient. 20,, 1911, 340 — 342. 
(H. Bosmans.) 


Schlesinger, L., Bemerkung zu dem Auf- 
satze: „Über Jacobis Auffassung des 
realen Integrals als einer mehrdeutigen 


Funktion.“ [72 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 275 — 276. 


K.. Gedächtnisrede auf E. E. Kummer 
(1910). [Rezension:] Archiv der Mathem. 18,, 
1911, 94. (A. FLECK.) [73 


Meth, B., Zur Erinnerung an E. E. Kum- 


mer als Lehrer. [74 
Mathematischer Verein der Universität Berlin 
1910. — [Rezension:] Archiv der Mathem. 18,, 
1911, 78—79. (E. JAHNKE.) 


Hensel, K., Briefe E. E. Kummers an seine Mutter 
und an L. Kronecker (1910). [Rezension:] Archiv 
der Mathem. 18,, 1911, 95. (A. FLECK.) [75 


Engel, Fr., Graßmanns Leben. [76 
HERMANN GRASSMANNS Gesammelte mathemati 
sche und physikalische Werke 3:2, Leipzig 
1911. XXIL + (1) + 400 S. 


Müsebeck, C., Hermann Graßmann. [77 
Mathem.-naturw. Blätter 6, 1909, 33 — 36. 


Feddersen, W., Zur Entdeckung der 


elektrischen Wellen. [78 
Leipzig, Sächs. Ges. d. Wiss, Berichte (Math. 
K1.) 61, 1909, 153 —155. 


Königsberger, L., Über Helmholtz’s Bruchstück 
eines Entwurfes betitelt: „Naturforscher-Rede‘‘ 
(1910). [Rezension:] Archiv der Mathem. 18,, 1911, 
192. (P. B. KIscHER.) [79 


Hensel, 


Reindl, J., Siegmund Günther; zu seinem 
60. Geburtstage. [80 
Nürnberg, Naturf. Ges, Abhandl. 1908. 17 S. -H 
Porträt. 
Poincaré, H., The Bolyai prize. 
lated by G. B. Hausten. 
Science 83,, 1911, 755 — 765, 801— 808. 


Lebon, E., Emile Picard (1910). [Rezension:] Porto, 
Acad. polytechn., Annaes 6, 1911, 59. (G. T.) — 
Monatsh. für Mathem. 22, 1911; Lit.-Ber. 25. [82 


Trans- 
[81 





Neuerschienene Schriften. 


Schotten, H., Friedrich Pietzker. [83 


Zeitschr. für mathem, Unterr. 42, 1911, 337—342 
—- Porträt. 


e) Nekrologe. 


Wassilij Anissimoff (1860 —1907). [84 
Warszawa, [Polytechn. Institut, Nachrichten] 
1909. 14 S. (D. MorDuCHAI- BOLTOWSKIJ.) 

Alfredo Capelli (1855 —1910). [85 


Napoli, Accad. d. sc., Rendiconto 16,, 1910, 20— 
25. (G. TORELLIL) — Venezia, Istituto Veneto, 
Atti 69, 1910, 59—65. (G. Rıccı.) — Bollettino 
della ‚„„Mathesis‘“ (Padova) 2, 1910, 10—14. (G. 
Rıccı.) 

Karl Domalip (1846 —1909). [86 
Casopis pro péstov. mathem. 39, 1909/10, 387 — 
395. (B. KUCERA.) 


William Eimbeck (1841—1909). [87 
Washington, Philos. soc., Bulletin 15, 1909, 127 
—131. (Epw. SMITH.) 


Aureliano Faifofer (1843 —1909). [88 
Bollettino della „Mathesis“ (Padova) 1, 1909, 
14 —15. 

Williamina Fleming (1857—1911) [89 
Science 83,, 1911, 987—988. (ANNIE J. CANNON.) 


Eduard Hagenbach-Bischoff (1833 —1910). 

90 

Zürich, Naturf. Ges., Vierteljahrsschr. 55, I 
572 — 576. (H. VEILLON.) 

Arthur Hamburger (1881—1911). [91 
Berlin, Mathem. Ges., Sitzungsber. 10, 1911, 
70—74. (E LAMPE.) 

Friedrich Kohlrausch (1840—1910). [92 
Göttingen, Ges. d. Wiss., Nachrichten 1910 (Ge- 


schäfil. Mitteil.), Heft 1. (E. Rıscke.) [Wieder . 


abgedruckt:] Zürich, Naturf. Ges., Vierteljahrs- 
schr. 55, 1910, 553 — 564. — Zeitschr. für d. 
prysikal. Unterr. 22, 1910, 384—386. (F. Poske.) 


Alexander Korkin (1837—1908). [93 


Kharkof, [Mathem. Ges., Mitteil.] 10,, 1909, 217 
—230. (K. A. Possé.) 


Junius Massau (1852 —1909). [94 
Bruxelles, Acad. de Belgique, Bulletin (sc. ma- 
them.) 1909, 305 — 5308. (A. DEMOULIN.) 


Charles Meray (1835—1911). [95 


Madrid, Soc. matem., Revista 1, 1911, 30—31. — 
L’enseiguement mathém. 13, 1911, 181—186 + 
Porträt. (C. A. LAISANT.) 


Oskar Emil Meyer (1834 —1909). [96 
München, Akad.d.Wiss., Sitzungsberichte (Math. 
Kl.) 39, 1909, 17. (A. SOMMERFELD,) 


Hermann Minkowski (1864—1909) [97 


Mathem.-naturw. Blätter 6, 1909, 36—37. (A. 
Wisk.) — Taschenbuch für Mathematiker 2, 
1911, 1—8 + Porträt. (D. HILBERT, H. WEyL.) 


Giacinto Morera (1856 —1909). [98 


Giôrn. di matem. 48, 1910, 317—324 (G. A. 
MAGGr.) — Kharkof, [Mathem. Ges., Mitteil,] 
11,, 1910, 243— 248. (G. A. MAGGI.) — Il nuovo 
cimento 17,, 1909, 191—194, (C. SOMIGLIANA.) 


Georg von Neumayer (1826 —1909). [99 
Leopoldina 45, 1909, 91—95. (S. GÜNTHER.) 


Neuerschienene Schriften. 


Simon Newcomb (1835 —1909). [100 
London, Royal soc., Proceedings 84, 1911 (Obi- 
tuary uotices), XXXII—-XXXVIII — Washing- 
ton, Philos. soc., Bulletin 15, 1909, 133 —167 + 


Porträt. — Nature S1, 1909, 103—105. (R.S. 
BALL.) 
Karl Pelz (1845 —1908). [101 


Üasopis pro pèstov. mathem. 39, 1909/10, 433 — 
460. (J. SOBOTKA.) 

Julius Petersen (1839 — 1910). [102 
Zeitschr. für mathem. Unterr. 42, 1911, 398 — 
399. (W. Lorky.) 

Nikolai Piltchikoff (?—1909?). [103 
Kharkof, [Mathem. Ges., Mitteil.] 11,, 1910, 235 
— 242. (E. RoGovski].) 

Edward John Routh (1831—1907). [104 
London, Royal soc., Proceedings 84, 1911 (Obi- 
tuary notices), X11—X VI. 

Giovanni Schiaparelli (1835—1910). [105 


Napoli, Accad. d. sc., Rendiconto 16,, 1910, 203 
— 205. (E. FERGOLA.) — Roma, Accad, d, Lincei, 
Rendiconti 19,:2, 1910, 528—555, (G. CELORIA.) 


Adolf Sprung (1848 —1909). [106 
Leopoldina 45, 1909, 69. 
Öenek Strouhal (1850 .—1909 ?). [107 


Casopis pro pestov. mathem. 39, 1909/10, 369— 
383. (V. Novak.) 

Jösef Szukiewiez (1862 —1910). [108 
Wiadomosei matem. 15, 1911, 141—143. (W. 
GORCZYNSKI.) 

Jules Tannery (1848 —1910). [109 
Paris, Acad. d. sc. Comptes rendus 151, 1910, 
845— 846. (E. PicARD.) — La revue du mois 6, 
1911. (E. BorEL.) 

Thorvald Nicolai Thiele (1838—1910). [110 
Nyt Tidsskr. for Mathem. 21, 1910, B : 73 —78. 
(J. P. GRAM.) 

John Macon Thome (1843 —1908). [111 


Leipzig. Astronom.Ges., Vierteljahrsschr. 44, 1909, 
92—102. (F. W. RISTENPART.) 


William Thomson, Lord Kelvin (1824 — 
1907). [112 


Lord KELVIN’S early home. Being the recollec- 
tions of his sister, the late Mrs. ELIZABETH KING; 
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together with some family letters and a supplemen- 
tary chapter by the editor ELIZABETH THOMSON 
KING. London, Macmillan 1909. 
8°, XII + 245 3. — [Rezension:] Nature 82, 
1910, 331— 333. 


Giovanni Vailati (1863 — 1909). [113 
Bollettino della „Mathesis“ 1, 1909, 60—63. (V. 
VOLTERRA.) — Rivista ligure di scienze (Genova) 
1911, 146—150. (G. LORIA.) 


Julius Weingarten (1836 —1910). [114 


Roma, Accad, d. Lincei, Rendiconti 19, : 2, 1910, 
470—477. (L. BrANCHI) — Bullet. d. sc. mathém. 
30,, 1911, 142 —148 (Übersetzung des Nekro- 
loges von St. JoLLes, siehe Biblioth. Mathem. 
11,, 1910/11, S. 190). 


Georgij Woronoj (1868 — 1908). [115 
Kharkof, [Mathem. Ges., Mitteil.] 11,, 1910, 197 
— 210. (I. BRAYTZEFF.) 


Adolph Wüllner (1835 —1908). 
Leopoldina 45, 1909, 36. 


[116 


f) Aktuelle Fragen. 


Perron, O., Über Wahrheit und Irrtum 

in der Mathematik. [117 

Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber, 20, 1911, 
196 — 211. 


André, D., Des notations mathématiques (1909). 
[Rezension:] Porto, Acad. polyt., Annaes 6, 1911, 
58. (G.T.) [118 


Gunnell, L. C., The second international 
convention of the international cata- 
logue of scientific literature, London 


1910. [119 
Science 3%, 1911, 713 —718. 


Eneström, G@., Wie soll die Herausgabe 
der Valentinschen mathematischen Bi- 
bliographie gesichert werden? [120 
Biblioth. Mathem. 11,, 1910/11, 227— 232. 


Miller, &. A., Courses in higher pure 
mathematics. [121 
Science 33,, 1911, 984 — 987. 
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Wissenschaftliche Chronik. 


Wissenschaftliche Chronik. 


Ernennungen. 


— Dr. J. A. Anperson in Baltimore zum 
Professor der Astronomie an der „Johns 
Hopkins university‘ daselbst. 


— Privatdozent G. AnGENHEISTER in Gôt- 
tingen zum Professor der Geophysik an 
der Universität daselbst. 


— Privatdozent F.Berxsren in Göttingen 
zum Professor der Mathematik an der Uni- 
versität daselbst. 

— Harrıer W. BıgeLow zum Professor 
der Astronomie am „Smith college. 


— Professor G. A. Briss in Chicago zum 
Dozenten der Mathematik an der „Har- 
vard university“ in Cambridge, Mass. 


— R. D. CarmIicHAEL in Princeton zum 
Professor der Mathematik an der Univer- 
sität von Indiana in Bloomington. 


— Privatdozent P. Degye in München 
zum Professor der theoretischen Physik 
an der Universität in Zürich. 


— Privatdozent G. Du Pasquier in Zürich 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität in Neuchatel. 

— Professor L. Fesér in Klausenburg 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität in Budapest. 

— Privatdozent H. von Frcrer in Inns- 
bruck zum Professor der Meteorologie an 
der Universität in Graz. 

— Professor E. Fıscner in Brünn zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität in Erlangen. 

— Privatdozent R. Fucns in Berlin zum 
Professor der Mathematik an der Tech- 
nischen Hochschule daselbst. 

— ÜAroLine E. Furxess zum Professor 
der Astronomie am „Vassar college‘ in 
Poughkeepsie. 








— „Instructor“ D. C. Grrcesprie in Ithaca 
zum Professor der Mathematik an der 
„Cornell university‘ daselbst. 


— Privatdozent B. Grarzez in Berlin 
zum Professor der Physik an der Tech- 
nischen Hochschule daselbst. 

— Professor F.L. Grirrın am „Williams 
college‘ zum Professor der Mathematik 
am ,,Reed college‘, Portland, Ore. 


— Professor J. Harrmanx in Göttingen 
zum Direktor der Sternwarte in La Plata. 


— Professor K. HircesranD in Graz zum 
Professor der Astronomie an der Univer- 
sıtät in Barcelona. 

— Privatdozent R. Hvgersuorr in Dres- 
den zum Professor der Geodäsie an der 
Forstakademie in Tharandt. 

— Professor W. Lisxa in Lemberg zum 
Professor der Mathematik an der böhmi- 
schen Universität in Prag. 

— Dozent S. Larrks in Besançon zum 


Professor der rationellen Mechanik an der »: 


Universität in Toulouse. 


— „Repetiteur“ E. Marzzer in Paris zum 
Professor der Analysis und Mechanik an 
der „Ecole des ponts et chaussées‘ da- 
selbst. 

— Dozent G. Mascen in Agram zum 
Professor der Mathematik an der Uni- 
versität daselbst. 


— Professor M Mason in Madison zum 
Dozenten der Mathematik an der ,, Har- 
vard university‘ in Cambridge, Mass. 

— Professor S. OrrEnueım in Prag zum 
Professor der Astronomie an der Univer- 
sität in Wien. 

— Dr. A. H. Prunp in Baltimore zum 
Professor der Physik an der „Johns Hop- 


| kins university‘ daselbst. 
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— Privatdozent M. Prancherer in Genf | geboren in Dundee den 15. Mai 1857, ge- 


zum Professor der Mathematik an der Uni- 
versität in Freiburg in der Schweiz. 

— F.K. Ricurmyer in Ithaca zum Pro- 
fessor der Physik an der „Cornell uni- 
versity‘‘ daselbst. 

— Dr. H.N. Russen in Princeton zum 
Professor der Astronomie an der Univer- 
sität daselbst. 

— Privatdozent E. Saırkowskı in Berlin 
zum Professor der Mathematik an der 
Technischen Hochschule daselbst. 

— Professor E. Scuuipr in Erlangen zum 
Professor der Mathematik an der Univer- 
sität in Breslau. 

— Professor A. ScuönrLies in Königs- 
berg zum Professor der Mathematik an 
der Akademie für Sozialwissenschaften in 
Frankfurt am Main. 

— Dr. L. Smonın in Nizza zum Astro- 
nomen an der Sternwarte in Paris. 

— Professor J. K. WuırtemorE in Cam- 
bridge, Mass., zum Professor der Mathe- 
matik an der „Western reserve university “. 

— Professor J. W. Youns in Lawrence 
zum Professor der Mathematik am „Dart- 
mouth college“. 

— Dr. L. Zorerrı in Grenoble zum Pro- 
fessor der Mechanik an der Universität 
in Caen. 


Todesfälle. 


— Axez Anruon Bsörngo, Bibliothekar 
an der kgl. Bibliothek in Kopenhagen, 
geboren in Kopenhagen den 20. April 
1874, gestorben daselbst den 6. Oktober 
1911. 

— Roperro Bonoza, Professor der Mathe- 
matik am Lehrerinnen-Seminarium in 
Rom, gestorben in Bologna den 16. Mai 
1911, 36 Jahre alt. 

— Em Bose, Professor der Physik an 
der Universität in La Plata, geboren in 
Bremen den 20. Oktober 1874, gestorben 
den 25. Mai 1911. 

— Jomannes Bosscna, Sekretär der hol- 
ländischen Gesellschaft der Wissenschaften 
in Haarlem, geboren in Breda den 18. No- 
vember 1831, gestorben in Amsterdam den 
18. April 1911. 

— Wırrıamına Freming, Vorsteherin der 
Abteilung für astronomische Photographie 
an der Sternwarte in Cambridge, Mass., 


storben in Cambridge, Mass., den 21. Mai 

1911. 

— Karz Frrrscn, Professor der Physik 
an der Technischen Hochschule in Darm- 
stadt, geboren zu Bonames bei Frankfurt 
a. M. den 1. August 1869, gestorben im 
April 1911. 

— Joser GRüNwaLD, Professor der Mathe- 
matik an der deutschen Universität in 
Prag, geboren in Prag den 11. April 1876, 
gestorben den 1. Juli 1911. 


— Anrraur Ray Maxsow, „Instructor“ für 
Mathematik an der „Columbia university“ 
in New York, gestorben in New York den 
13. April 1911, 30 Jahre alt. 


— Wicaezm Meyer, Direktor der ,,Ura- 
nia‘* in Berlin, geboren in Braunschweig 
den 15. Februar 1853, gestorben in Meran 
im Januar 1911. 

— Hermann SchußBert, Professor der 
Mathematik am Johanneum in Hamburg, 
geboren in Potsdam den 22. Mai 1848, 
gestorben in Hamburg den 20. Juli 1911. 


— (GEORGE JOHNSTONE SToNEx, früher Pro- 
fessor der Physik an der ,,Queen’s univer- 
sity‘ in Irland, geboren den 15. Februar 
1826, gestorben den 1. Juli 1911. 


— François Tersy, Direktor der Privat- 

sternwarte in Löwen, geboren in Löwen 
den 8. August 1911, gestorben im April 
1911. 


Vorlesungen über Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften. 


— An der Universität von Indiana in 
Bloomington hat Professor D. A. Ron- 
rock für den Sommer 1911 eine Vor- 
lesung über Geschichte der Mathematik 
angekündigt. 

— At the „Columbia university‘ in New 
York, professor D. E. Swrrm will deliver 
during the academie year 1911—1912 a 
course of history of mathematics (three 
hours each week). 

— An der „Clark university“ hat Pro- 
fessor W. E. Srory für das Wintersemester 
1911 eine zweistündige Vorlesung über 
Geschichte der Mathematik angekündigt. 


— An der Universität in Neapel hat 
Professor F. Amoveo für das akademische 


| Jahr 1911-1912 eine dreistündige Vor- 
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lesung über Geschichte der Mathematik 
im Mittelalter angekündigt. 


Preisaufgaben gelehrter Gesell- 
schaften. 


— Accademia di scienze di Napoli. 
Concorso dell’ anno 1912. Nuovo contri- 
buto della teoria delle forme differenziali 
di ordine e grado qualunque. 

— Academie des sciences de Danemark à 
Kjöbenhavn. Concours de l’année 1912. 
Elucider les notes astronomiques conte- 
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nues dans les Adversaria d’OrLz Römer; 
les rattacher à ce que l’on sait par ail- 
leurs sur l'oeuvre scientifique de Römer 
et sur l’état de l’astronomie à son époque. 


Vermischtes. 


— In Madrid ist am Anfange des Jahres 
1911 eine spanische mathematische Ge- 
sellschaft begründet worden. Die Gesell- 
schaft hat schon begonnen eine Revista 
de lasociedadmatemäâtica española 
herauszugeben. 
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Abel, N. H., 139, 140. 

Abraham bar Chijja, 332. 

Abu Abdallah Muhammed ben Ahmed el- 
Shanni, siehe El-Shanni. 


Abu Ali el-Hasan ben el- Hosein el-Basri, 


siehe El-Haitam. 


Abu Ali el-Hosein ben el-Harith el-Dja- 


nubi, siehe El-Djanubi. 

Abu Kamil el-Misri, siehe El-Misri. 

Abul Djud Muhammed ben el-Leith, siehe 
El-Leith. 

Abul-Hasan Adarkhuda ben Ushtadh Hash- 
as (Hashtas), 14. 

Abul Raihan Muhammed el-Biruni, siehe 
El-Biruni. 

Abul Wefa, 77. 

Abu Nasr Mansur ben Ali ben Irak, 18, 
21, 27, 28, 56, 58, 60, 68, 75—78. 

Abu Said Ahmed ben Muhammed ben 
Abdeldjalil el-Sidjzi, siehe El-Sidjzi 

Abu Said Muhammed ben Ali el-Darir 
el-Djordjani, siehe El-Djordjani. 

Adarkhora ben Yazdankhasis, 67. 

Adarkhuda ben Ustad Djashnas, 20, 67. 

Afdal ed-din Omar ben Allan, 117, 119. 

Ahrens, W., 94, 187, 189, 190, 220, 281, 
282, 284. 359, 360. 

Alasia, C., 359, 360, 362 

Albattani, siehe El-Battani. 

Albert, J., 185. 

Albert von Sachsen, 338. 

Alberuni, siehe El-Biruni. 

d’Alembert, J., 88— 90, 220 — 223, 321, 
326, 361. 

Aley, KR. J., 191. 

Al-Farisi, siehe El-Farisi. 

Algaurizin (Alghoarizim, Alguarizm), siehe 
Alkhwarismi. 





Al-Hadschdschadsch, 277, 281, 282, 359, 
360. 

Alkarkhi, siehe El-Karkhi. 

Alkhwarismi, 24, 46, 50, 95, 102, 113, 125, 
126, 128—130, 209—212, 214, 215, 282, 
334, 360. 

Al Kindi, 282. 

Alkuin, 114. 

Al-Mahalli, 121. 

Al-Nairizi, 81, 277— 279, 281, 282, 338, 
359, 360. 

Al-Sidjzi, siehe El-Sidjzi. 

Amodeo, F., 187, 189, 287, 365 

Ampere, A. M., 309. 

Anaritius, siehe Al-Nairizi. 

Anderson, J. À, 364. 

André, D, 94, 95, 187, 190, 359, 363. 

Angenheister, G., 364. 

Anissimoff, W. A., 362. 

Antonio (Maestro), 211, 219. 

Apastamba, 282. 

Apianus, P., 113, 120. 

Apollonios, 7, 8, 14, 97, 187, 194—198, 
201—204, 208, 237; 238, 240—243. 

Appell, P., 94, 95, 284. 

Archibald, R. C., 187, 189. 

Archimedes, 13, 14, 37, 39, 64, 67, 69, 97, 
187, 188, 197, 281, 282, 359, 360. 

Archytas, 360. 

Aristoteles, 90, 210, 360. 

Aryabhatta, 95, 210, 289, 291— 294, 360. 

Atelhard von Bath, 332, 334, 360. 

Aubry, A., 183. 

Aubry, L., 286. 

Auerbach, F., 94, 281, 359. 

August, E F., 278. 

Aurel, M., 210. 

Autenrieth, E., 287 
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Averroes, 210. | 
Avicenna, 290 
Avogadro, A., 283. 


Babczynski, T., 284. 

Bacon, R., 194, 195. 

Bädecker, K., 96. 

Bailey, F. K, 287. 

Baker, R. Ph., 96. 

Ball, BR. S., 369,363: 

Ball, W. W. R., 175, 270, 281, 283, 355. 
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Barozzı 40321 
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Barrow, L, 252, 268, 269, 345—347, 355. 
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Bates, W.H., 191. 

Bauer, G, 316. 

Baur, E. M., 284. 
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Beaune, siehe Debeaune. 

Beetz, W., 316. 

Bellavitis, G., 309. 

Benedetto da Firenze, 209. 

Benedicks, C, 286. 

Berberich, A., 94, 95. 

Bergstrand, Ö., 286. 

Bernard, J. P., 176. 

Bernays, M., 316. 

Bernoud, A., 188. 

Bernoulli, D., 89, 283. 

Bernoulli, Jak., 180, 257. 

Bernoulli, Joh. I., 186, 221, 222, 256, 257, 








261—264, 271—272, 307, 308. 

Bernoulli, Nik. I., 222, 262, 264, 272, 273, 
351, 352. 

Bernstein, F., 364. 

Bernward, 333. 

Bertrand, J, 182. 

Bessel, F. W., 192. 

Besthorn, R. O., 277—279, 281, 282, 359, 
360. 

Bettelheim, A., 320, 329. 

Bhaskara, 114, 115, 290, 293—295, 297, 298. 

Biagio (Maestro), 211, 217, 219. 

Biagio da Parma, 211, 217, 219. 

Bianchi, L., 359, 363. 

Bianchini, G., 160, 353, 354, 357, 361. 
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Bieberbach, L., 192. 

Biedenkapp, G., 187, 189. 

Bierens de Haan, D., 357. 

Bigelow, Harriet 364. 

Bigourdan, G., 359, 361. 

Biliotti, A., 211. 
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Birkenmäjer, L., 353, 359, 361. 

Birkhoff, G. D., 286. 
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Bischoff, J. N., 316, 317. 
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Bjerknes, C. A., 140. 

Björnbo, A. A., 69, 94, 95, 125, 318, 323, 
365. 

Bliss, G. A., 364. 

Boer, F. de, 310. 

Boetius, A. M. T. S., 211, 333. 

Bohlmann, G., 311. 

Böhm, K. 359. 

Bolyai, J., 189, 284, 362. 

Bolza, O., 96. 

Boncompagni, B., 81, 114, 120, 125, 128, 
129, 210, 335, 336. 

Bonnet, OÖ, 310. 

Bonola, R., 94, 365. 

Bopp, K., 360. 

Borchardt, K. W., 150. 

Borel, E., 286, 359, 363. 

Borelli, G. A., 361. 

Bortolotti, E., 281, 284. 

Bose, E., 365. 

Bosmans, H.. 9, 126, 128, 187—190, 281 
— 283, 359—362. 

Bosscha, J., 365. 

Bossut, Ch, 240. 

Böttcher, J. E., 187. 

Bouquet de la Grye, A., 190. 

Bousquet, M. M., 225. 

Boutroux, P., 187, 188, 286.° 

Boyer, J., 300. 

Bradwardin, Th., 338. 

Brahe, T., 323. 
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Braikenridge, W., 321. 

Bramer, B., 237, 238, 241. 

Braunmühl, A. von, 180, 238, 301, 316— 
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Braunmühl, Fanny, 319, 327. 
Braytzeff, L, 187, 190, 359, 363. 
Bricard, R., 94, 95. 

Brill, A, 143, 177, 316, 327, 328 
Brocard, H., 281, 284. 

Bronson, H. L., 96. 

Brunacei, V., 308. 

Brünnow, 122. 

Bryk, O., 94, 95. 

Buchka, K. von, 94, 187, 281 
Buffon, G. L. L. de, 320. 

Buhl, A., 281, 282, 284. 

Bühler, G@, 123. 

Bürgi, J., 238, 323. 

Burkhardt, H., 281, 283, 327. 
Buteo, J., 357. 


Cabreira, A., 187, 190. 

Cajori, F., 94, 95, 132, 187—189, 235, 281, 
283, 300, 342, 344, 359, 361. 

Camerarius, J., 193, 1914. 

Campano, J., 81, 278. 

Campbell, G, 134, 176. 

Canacci, G., 210. 

Canacci, R, 210. 

Cannon, Annie, 359, 362. 

Cantor, M., 8, 9, 40, 81-90, 94, 113, 158, 
161—181, 187, 193, 211, 233— 241, 243 
—246, 248 — 259, 261—273, 275, 281, 294, 
300, 322, 324, 330—338, 340— 347, 349, 
350, 352, 359, 362. 

Capelli, A., 190, 284, 362. 

Cardano, G.. 162—166, 178, 182, 183, 233, 
234, 341. 

Cardinaal, J., 94, 281. 

Carlebach, J., 281, 282. 

Carmichael, R. D., 364. 

Carrus, S., 96, 286. 

Castellani, siehe Gratia de Castellani. 

Castelnuovo, G., 187, 281. 

Caswell, J., 324. 

Cauchy, A. L, 139, 143-145, 147, 148, 
150, 309, 310. 

Cavalieri, B., 92, 189, 343. 

Cayley, A., 247, 315. 

Celoria, G., 359, 363. 

Ceretti, U., 187, 188, 359, 360. 

Cesaro, E., 284. 

Ceulen, L. van, 9, 10, 283. 
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Ceva, T., 361 

Changadeva, 290. 

Chasles, M., 292. 

Chatelet, A., 281, 285. 

Chaturveda, 292, 297. 

Chevalier, U, 211. 

Christmann, J., 323. 

Chrzaszczewski, S., 318. 

Chuquet, N., 120. 

Ciermans, J., 342. 

Cipolla, M., 286. 

Clairaut, A. C., 86, 180. 

Claeys, A., 286. 

Clemens III (Pabst), 194. 

Clements, G. R., 96. 

Coi, G. da, 163, 182, 183. 

Colebrooke, H. T., 114, 292, 293, 296. 

Colla, siehe Coi. . 

Collins, J., 82, 83, 252, 253, 255, 256, 259, 
261, 266, 268, 269, 345—347, 354, 355. 

Colson, J., 172. 

Commandino, F., 240, 241. 

Conti, A. S., 266, 268, 271, 272. 

Converse, H. A, 191. 

Copernicus, siehe Koppernikus. 

Cossali, P., 165, 166, 210. 

Cotes, R., 263, 266, 270, 271, 276, 326, 
326, 329. 

Couturat, L, 281, 285 

Cramer, G., 177 

Crelle, A. L., 138, 140, 142, 145, 220. 

Curtze, M., 81, 90, 126, 277, 279, 338. 


Dagomari, P, 211, 217, 219. 

Dannemann, F., 187, 188, 281, 282, 359, 
360. 

Darboux, G., 136, 190, 281, 284, 285 

Darmstädter, L., 221. 

Darwin, G. H., 320. 

Davenant, 253. 

Debeaune, F., 93, 245. 

Debye, P, 364. 

Decker, F. F, 286. 

Decourdemarche, J. A., 94, 187, 188, 281, 
282. } 

Dedekind, R, 315 

Dee, J., 95. 

Dehn, M., 286. 

Delambre, J. B. J., 322. 


24 


370 


Del Ferro, Sc., 81, 165, 183. 

Del Gaizo, M., 359, 361. 

Delisle, J. N., 359, 361. 

Della Nave, A., 81. 

Del Lungo, I., 281, 283. 

Delsaulx, 193 

Demoulin, A., 286, 359, 362. 

Desargues, G., 318. 

Descartes, R., 7, 88, 175, 189, 240 —246, 
283, 310, 321, 327, 330. 

Dickson, L. E., 284. 

Dickstein, S., 282. 

Dingeldey, H., 94, 95. 

Dintzl, E., 128. 

Diofantos, 188, 282, 293, 300, 311, 312, 
336, 337, 356— 358, 360. 

Dirichlet, P. G. L., 182. 

Dirksen, E. H., 308. 

Djamschid, 124. 
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Doublet, E., 359, 361. 
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Dulac, H., 286. 

Du Pasquier, G, 364. 

Dyck, W. von, 281, 283, 317, 328. 

Dyson, F. W., 96. 


Edleston, J, 261, 263, 264, 266, 270, 271, 
276. 

Egmont, siehe Maximilian von Egmont. 

Eibe, Thyra, 359, 361. 

Eimbeck, W., 362. 

Einstein, A., 191. 

Ekman, V. W., 96. 

Ekstrand, V., 359, 360. 

El-Bagdadi, 277. 

El-Basri, siehe El-Haitam. 

El-Battani, 71, 280, 322. 
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El-Farisi, 282, 360. 
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El-Sidjzi, 16, 17, 26—28, 32, 67, 122. 
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